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Resitve 4. kolokvija iz Analize 1

Za f(z) = 155 velja f09(0) = 13!,

Naj bosta d; in d, standardni metriki prostora C([0, 1]). Obstaja mnozica funkcij,

ki je omejena v d., in ni omejena v d.

o
Vsota vrste % je neodvisna od vrstnega reda sestevanja.
n=1

Naj bodo vsi odvodi funkcije f: (—1,1) — R zvezni na (—1,1). Tedaj f enaka

potencni vrsti s srediS¢em v a = 0 in konvergen¢nim polmer enakim 1.
Ce za tri tocke metricnega prostora (M,d) velja d(z,y) = d(z,z) + d(z,y), sta
vsaj dve med njimi enaki.

Ce potencna vrsta > ¢,(z — 1)" konvergira v 2 = 3, konvergira tudi v 2 = —1.
n=0

. 00
Naj bodo a, # 0. Ce za vrsto ) a, velja lim “#* < 1, obstaja njena vsota.
n—=1 n—oo °m

Obstaja metricen prostor, v katerem je vsaka podmnozica kompaktna.

- S 00
Naj bodo a, > 0. Ce vrsta Y. a, konvergira, konvergira tudi vrsta _ a3.
n=1 n=1

Ce zaporedje zveznih funkcij f,,: [0,1] — R konvergira k zvezni funkciji f: [0,1] —

R, je njegova konvergenca na intervalu [0, 1] enakomerna.



(2) Ugotovi, ali sta dani vrsti absolutno oziroma pogojno konvergentni:

b) i(—l)”ln (Zz i ?) |

Resitev: a) Dana vrsta ima pozitivne ¢lene, zato lahko bodisi divergira ali pa absolutno
konvergira. Konvergenco bomo testirali z uporabo kvocientnega kriterija

1
n 2n (2n)!

D = lim () = lim —(”> — lim - — fim (n +1)° = 1

e T AR R

Ker je D = i < 1, je vrsta absolutno konvergentna.

b) Tokrat imamo alternirajoco vrsto. Ker je In (Z;ﬁ) =1In (1 + #H) > 0, je vrsta iz

absolutnih vrednosti ¢lenov enaka

> n2+2
S (B42).
— n’+1

Ce upostevamo oceno In(1 + z) < z za = > 0, lahko zgornjo vrsto navzgor ocenimo na
naslednji nacin

> n? + 2 s 1 <1 =1
1 =S In(1 < < .
;n<n2+1> ;n(+n2+1>_zn2+l_ n?

S predavanj vemo, da vrsta na desni konvergira, od koder sledi, da je nasa vrsta absolutno
konvergentna. O

= 1
- [6] Dokaz, da vrsta Z W absolutno konvergira.
n=1 \n

- ne (M7 +2 _
-[9] Dokaz, da vrsta Z(—l) In (n2 m 1) absolutno konvergira.

n=1



(3) Natan¢no izracunaj vsoto vrste

an+1
;(—1) TR

Pri tem si pomagaj s primerno izbrano potenc¢no vrsto.
Regsitev: Za izra¢un vsote vrste najprej definirajmo potencéno vrsto

N 1l + 1:6".

n=1

Preverimo lahko, da dana poten¢na vrsta konvergira za x € (—2,2), pri = 1 pa se njena
vrednost ujema vsoto nase vrste. Ce oznacimo

f) = S

n=1

dobimo z integracijo po ¢lenih

/f(x) de =Y (—1)"—— = —22 ”“;H =2+ +q" +..),
n=1

kjer smo oznacili ¢ = —3. Ce upostevamo formulo za vsoto geometrijske vrste, tako
dobimo ,
_2q2 _% 1'2
+q¢ +q +. == :
/ S 2ACHE ) = ¢ 1+ 2+a

7 odvajanjem sedaj dobimo

22\ 22(2+4a2) -2 2+da
2+x)

flw) = 2+2)?2 (242

Ko vstavimo = 1, pa dobimo vsoto vrste

> n+1 5
—1)" ==,

n=1

- [4] Izbira primerne potencne vrste.
- [8] Izra¢un vsote potencne vrste.

- [3] Izrac¢un vsote vrste.



(4) Funkcija f:(—1,1) — R je definirana s predpisom f(x) = %

fx)—1—3z2

a) Izracunaj limito lim -
z—0 z

b) Razvij funkcijo f v Taylorjevo vrsto okoli tocke a = 0.

Resitev: Najprej razvijmo dano funkcijo v Taylorjevo vrsto okoli tocke a = 0. Uporabili
bomo binomsko vrsto

(1jt)2 =1+ (_12>t+ (_22)t2+ (_32>t3+...

Izracunamo lahko, da za vsak n € N velja

(_2) = (=1)"(n+1).

n

Ce vstavimo t = —2, dobimo razvoj

Da dobimo Taylorjev razvoj funkcije f, moramo sedaj zgornji razvoj pomnoziti z 1 + z2.
Po kratkem racunu dobimo rezultat

:Z(2n+1)x2”:1+3x2—|—5x4—|—7x6+...

n=0

1+ 22
1= a2

Za izracun limite pri a) delu bomo sedaj uporabili prve tri ¢lene v zgornjem razvoju. Tako

dobimo

flx)—1-322 . (14322 +52"+...)—1— 322
= lim

x—0 {E4 z—0 {L’4

= 9.

- [7] Tzracun limite.
- [8] Razvoj v Taylorjevo vrsto.



(5) Naj bo f:[0,00) — [0,00) zvezna. Za z € [0,00) je podano funkcijsko zaporedje s

predpisom

fo(z) = f(z), fan(z / fa(t)

a) Pokazi, da zaporedje {f,} konvergira enakomerno na [0,1]. Kaj je njegova limitna
funkcija?
b) Pokazi, da je s predpisom g(z) = Y~ f.(z) podana funkcija, ki je zvezna na [0, 00).

Namig: Na zaprtem intervalu lahko funkcije f,, ocenis s polinomi stopnje n.
Resitev: a) Zacénimo s funkcijo f = fy na intervalu [0, 1]. Ker je f zvezna in nenegativna,

obstaja M € R, da velja 0 < f(z) < M za vsak z € [0, 1]. Ce zgornjo enakost integriramo
po intervalu [0, z], dobimo oceno

og/ f(t)dtg/ M dt = Mz.
0 0

Od tod dobimo za z € [0, 1] oceno
0< fi(z) < M.

Ce na podoben nacin sedaj integriramo zgornjo neenakost, dobimo oceno

0< folz) < 1Ma”
Induktivno bi tako za poljuben n € N dobili oceno

0 < fulz) < 5 Ma™
Od tod sledi, da za vsak = € [0, 1] velja

f(x) :Jﬂﬂlof”( z) = lim S Maz" =0.

n—oo n!

Hkrati pa iz m[%wi |fu(z) — f(2)] < % sledi se, da je konvergenca enakomerna na [0, 1].
xe|0, '

b) Najprej bomo pokazali, da dana vrsta enakomerno konvergira na [0, a| za vsak a > 0.
Na intervalu [0, a] lahko podobno kot pri a) delu pokazemo, da obstaja M, > 0, da je

M,a"
max | f,(z)| < :

z€(0,a] n!

oo o0
n . . . .
Ker vrsta »_ Me® — )/ e® konvergira, je funkcijska vrsta Y. f,(z) po Weierstrassovem
kriteriju enakomerno konvergentna na [0, a]. Ker so njeni sumandi zvezne funkcije, je tudi

njena vsota ¢ zvezna na [0, a]. Ce je neka funkcija zvezna na vsakem intervalu oblike [0, ]
za a > 0, pa je zvezna tudi na [0, 00). ]

- [3] Izpeljava ocene 0 < fi(z) < M.

- [3] Izpeljava ocene 0 < f,(z) < 4 Maz".

- [3] Izra¢un limitne funkcije in dokaz, da je konvergenca enakomerna.

- [3] Uporaba Weierstrassovega kriterija za dokaz enakomerne konvergence na [0, a].
- [3] Dokaz, da je g zvezna na [0, c0).



(6) Naj bo dg evklidska razdalja na R?. Za p € R?, A C R?, r > 0 definiramo:
dg(p, A) = inf {dg(p,a), a € A} in A, = {q € R? dg(q, A) < r} .

a) Dokazi, da je dg(p, A) = 0 natanko tedaj, ko je p v zaprtju mnozice A C (R?,dg).
b) Naj bo M prostor vseh kompaktnih mnozic v (R?, dg). Pokazi, da je s predpisom

d(A,B) =inf{p >0, ACB, NANBCA,}.

podana metrika na M. (Nasvet: Pri trikotniski neenakosti najprej dokazi, da zar > 0
in a € B, obstaja ¢ € C, da je d(a,c) <r+d(B,C)).

c) Najbo N C M mnozica zaprtih krogov s sredis¢em v izhodiséu. Obravnavaj odprtost
in zaprtost N v metri¢nem prostoru (M, d).

Resitev: a) Naj bo p € A. Potem lahko najdemo zaporedje tock (a,) v A, da velja
dg(p,a,) < %, od koder sledi dg(p, A) = 0. Za dokaz v obratni smeri pa predpostavimo,
da je dg(p, A) = 0. Po definiciji infimuma od tod sledi, da za vsak R > 0 obstaja a € A,
da je dp(p,a) < R. Torej vsaka krogla K (p, R) seka mnozico A in poslediéno je p € A.

b) Direktno iz definicije sledi, da je d(A, B) > 0, d(A, A) = 0 in d(A, B) = d(B, A), zato
moramo pokazati pozitivno definitnost in trikotnisko neenakost.

Denimo najprej, da je d(A, B) = 0 za neki kompaktni mnozici A in B. Po definiciji d
od tod sledi, da je A C B, za vsak p > 0. Za poljuben a € A torej velja dg(a, B) = 0,
kar pa po a) delu pomeni, da je a € B. Ker je B kompaktna, smo torej dokazali, da je
A C B = B. Analogno lahko pokazemo tudi, da je B C A in posledi¢no A = B.

Za dokaz trikotniske neenakosti bomo najprej dokazali nasvet. Naj bo r > 0 in a € B,.
Potem obstaja b € B, da je dg(a,b) < r. Po definiciji d pa nato obstaja zaporedje
tock (¢,) € C, da je dg(b,c,) < d(B,C) + % Zaradi kompaktnosti mnozice C' ima
zaporedje (¢,) konvergentno podzaporedje, ki konvergira k tocki ¢ € C, za katero je
dg(b,c) < d(B,C). Z uporabo trikotniske neenakosti za evklidsko metriko sedaj dobimo

dg(a,c) < dg(a,b) +dg(b,c) <r+d(B,C).
7 uporabo zgornje neenakosti bomo sedaj pokazali neenakost
d(A,C) <d(A,B)+d(B,C).

Vzemimo poljuben a € A. S podobnim sklepom kot zgoraj lahko najdemo tocko b € B,
za katero je dg(a,b) < d(A, B). To pa pomeni, da je a € By,p). Ce uporabimo nasvet
pri izbiri r = d(A, B), tako dobimo tocko ¢ € C, da je dg(a,c) < d(A, B)+d(B, C). Torej
je a € Cya,B)+as,c)- Ker to velja za vsak a € A, je A C Cya,B)+d(B,c)- Na povsem enak
nacin lahko dokazemo tudi, da je C' C Aga,B)+a(B,c)- Oboje skupaj pa nam pove, da je
d(A,C) <d(A,B)+d(B,C).

¢) Pokazali bomo, da mnozica N ni niti odprta niti zaprta v M.

Najprej pokazimo, da zaprt enotski krog K ni notranja tocka mnozice N. Definirajmo

mnozico L, = K U {(1 +¢,0)} za € > 0. Potem lahko preverimo, da je d(K,L.) = € in
L. ¢ N, od koder sledi, da je K robna tocka mnozice N.

Za dokaz, da N ni zaprta, pa vzemimo mnozico z eno tocko L = {(0,0)}. Ce oznacimo s
K,, € N zaprt krog s polmerom % zan € N, zaporedje (K,,) konvergira k L v metricnem
prostoru M. Torej je L robna tocka N, ki pa ne lezi v IV, kar pomeni, da N ni zaprta. []



-[6] Dokaz, da je dp(p, A) = 0 natanko tedaj, ko je p € A.
- [3] Dokaz, da je d pozitivno definitna.

- [5] Dokaz, da d zadosca trikotniski neenakosti.

- [3] Dokaz, da N ni odprta.

- [3] Dokaz, da N ni zaprta.



