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4 Baze in predbaze, podprostori in vlozitve

Naloga 4.1. Na mnoZici realnih §tevil R vpeljemo topologijo zbazo B := {(—a,a) | a € (0,00)}.

(a) Pokazite, da je B dejansko baza neke topologije 7 na R.
(b) Dolodite notranjost in zaprtje mnozic (0, 2] in [2, 4].
(¢c) Obravnavajte konvergenco zaporedja (1 + %)n en

(d) Poiscite kaksno Stevno bazo topologije 7.

Naloga 4.2. Za a,b € N definiramo mnozico
Ugp :={na+0b|neNo}={ba+b2a+0b3a+b...}.

Oznacimo tudi
B :={U,p | ain b sta si tuji naravni Stevili} .

(a) Preverite, da je B baza neke topologije na N. Oznac¢imo jo s 7.
(b) Dokazite: za vsako prastevilo p je mnozica pN zaprta glede na .

(c) Dolocite notranjost in zaprtje podmnozice N\ {1}. Kako lahko od tod dobite to-
poloski dokaz, da je prastevil neskon¢no?

Naloga 4.3. Oznaéimo X := N? U {(0,0)} in definirajmo
= {U X ‘ (0,0)¢ UVIN € N.Vne N.n > N = ({n} x N) \Ujekonénamnozica}.

(a) Dokazite, da je 7 topologija na X.

(b) Dokazite, da tocka (0,0) leZi v zaprtju mnoZice N°. Kaks$ne so nasplo$no zaprte
mnoZice v topologiji 7?7

(c) Dokazite, da ne obstaja zaporedje v N?, ki konvergira k (0,0). Sklepajte, da X ni
1-Steven prostor.

(d) Dokazite, daidentiteta Idx: (X, 7) — (X, diskretna topologija) ni zvezna pri (0, 0),
slika pa vsako konvergentno zaporedje v konvergentno zaporedje (ki konvergira
k sliki limite).

Naloga 4.4. Naj bo X mnoZica. DokaZite, da je P := {{az}c | # € X} predbaza topolo-
gije kon¢nih komplementov na X.
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Naloga 4.5. Pokatzite, daje {(z,y) € R? | 1 < 2? + y? < 4} homeomorfen netrivialnemu
produktu dveh topoloskih prostorov (produkt je netrivialen, kadar ima vsak faktor
ve¢ kot eno tocko).

Naloga 4.6. Oznacimo X := R x {0, 1} in definirajmo
P = {(—00,b) x {0,1} | b € R} U{(a,00) x {0,1} | a € R},
B:={(a,b) x{0,1} |a € R,b € R,a < b}.

(a) Pokazite, da je P predbaza neke topologije na X in da je B baza neke topologije
na X.

(b) Pokazite, da se topologiji, porojeni s P oziroma z 3, ujemata.

(c) Ugotovite, s kaksnima topologijama moramo opremiti R in {0, 1}, da se topologija,
porojena s P oz. z 1B, ujema s produktno topologijo.

Naloga 4.7. Sorgenfreyevo topologijo 7s na mnoZici realnih $tevil R vpeljemo z bazo
Bg = {[a,b) ’ a€eRbER a< b}.

Prostor R, opremljen s topologijo 75, se imenuje tudi Sorgenfreyeva premica. Oznacimo
jo z Rg.

(a) Preverite, da Bg res zadosca pogojem za bazo topologije na R.

(b) Dokazite, da je topologija 75 strogo moc¢nejSa od obicajne evklidske topologije 15
na R.

(c) Doloéite notranjosti in zaprtja mnozic (0, 1), [0, 1), (0, 1], [0,1] v Rg.
(d) Dokazite, da sta tudi
B :
B// .

{[a,b)}aGR,bEQ,a<b},
{[a,b) |a e R,be R\ Q,a < b}

bazi za 7.

(e) Dokazite, da je
B" :={[a,b) |a € Q,b € Q,a <b}

baza neke topologije na R, ki pa je strogo Sibkejsa od 5.

(f) Ugotovite, ali je Sorgenfreyeva premica separabilen, 1-Steven oz. 2-Steven to-
poloski prostor.

(g) Produkt Rg xRg imenujemo Sorgenfreyeva ravnina. Katerima prostoroma sta
homeomorfna podprostora Sorgenfreyeve ravnine

D:={(z,z) | z € R}, L:={(z,—z) |z eR}?
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Naloga 4.8.

(a) Preverite: vkljuéitev N z diskretno topologijo v R z evklidsko topologijo je to-
poloska vlozitev. Ali je odprta, zaprta, oboje ali nobeno?

(b) Preverite: vkljucitev Q z diskretno topologijo v R z evklidsko topologijo je zvezna
injekcija, ni pa topoloska vlozitev.

Naloga 4.9. Naj bosta X in Y mnozici. Za b € Y definiramo vodoravno rezino
vrp: X = X XY, wvry(x) := (z,b)

in za a € X definiramo navpic¢no rezino
nre: Y = X XY, nrg(y) = (a,y).

(a) Dokazite: ¢e sta X in Y topoloska prostora ter X x Y opremimo s produktno
topologijo, so vse rezine topoloske vlozitve.

(b) Naj bosta X in Y mnozici z izbranima tockama zy € X, yp € Y. Produkt X x Y
opremimo z neko topologijo 7, mnoZici X in Y pa s taksnima topologijama, da sta
rezini vry, in nr;, topoloski vlozitvi. Pokazite, da topologija 7 ni nujno produktna.
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