Elementarna geometrija

Hilbertovi aksiomi

Zacnimo s pregledom Evklidovih aksiomov:

E1 Za poljubni razli¢ni tocki A in B obstaja natanko ena premica p, ki vsebuje A in B.

E2 Za poljubni daljici AB in C'D obstaja natanko ena tocka E, da je B med A in F ter je
daljica C'D skladna z daljico BE.

E3 Za poljubni razli¢ni tocki A in B obstaja kroznica s sredis¢em A in polmerom AB.
E4 Vsi pravi koti so skladni.

E5 Za vsako premico p in vsako tocko A, ki ne lezi na p, obstaja natanko ena premica ¢ skozi
A, ki je vzporedna p.

Na podlagi teh aksiomov je Evklid v svojih knjigah izpeljal osnovne rezultate ravninske
geometrije, ki se jih Se v danasnjih ¢asih u¢imo v osnovnih in srednjih Solah. Ce nekatere od
teh dokazov bolj podrobno analiziramo, pa opazimo, da se tu in tam Evklid skli¢e na opazke, ki
so razvidne s skice, ne sledijo pa iz aksiomov. To je konec 19. stoletja matematike motiviralo,
da bi sestavili nov nabor aksiomov, iz katerih bi lahko izpeljali trditve v Evklidovih knjigah
brez sklicevanja na stvari, ki so nam jasne s skic. Mi bomo pri tem predmetu spoznali nabor
15 Hilbertovih aksiomov, ki jih lahko razdelimo v 5 skupin. Zaceli bomo s Studijem aksiomov
o vsebovanosti, ki dolocajo medsebojno lego tock in premic v ravnini.

AKSIOMI VSEBOVANOSTT:

V1 Za poljubni razli¢ni tocki A in B obstaja natanko ena premica p, ki vsebuje A in B.
V2 Na vsaki premici lezita vsaj dve razli¢ni tocki.

V3 Obstajajo tri razlicne nekolinearne tocke.

Model aksiomov vsebovanosti sestoji iz para mnozic 7 in P, ki zadoscata aksiomom V1, V2
in V3. S T ozna¢imo mnozico tock, s P C 27 pa mnozico premic. Ce za neko to¢ko T' € T in
neko premico p € P velja T € p, recemo, da T lezi na p oziroma, da gre p skozi T

Za razli¢ni premici p in ¢ v nasem modelu definiramo, da sta vzporedni, ¢e je pNq = 0. Za
vsako premico p tudi definiramo, da je vzporedna sama s sabo. Opomnimo, da nismo v nasih
aksiomih nikjer zahtevali, da so premice ravne, niti ne, da so sploh krivulje. Prav tako nismo
zahtevali, da imata vzporedni premici isto smer, pac¢ pa le, da se ne sekata. Glede na to, kaksne
lastnosti imajo vzporednice, lo¢imo tri osnovne tipe geometrij:

(1) evklidsko (oziroma bolj splosno afino),
(2) sfericno (oziroma njej sorodno projektivno),

(3) hiperboli¢no.



Lastnosti teh treh geometrij glede vzporednic lahko opisemo z naslednjimi aksiomi:

E Za vsako premico p in vsako tocko A, ki ne lezi na p, obstaja natanko ena premica g skozi
A, ki je vzporedna p.

S Poljubni razliéni premici se sekata.

H Obstaja premica p in tocka A, ki ne lezi na p, skozi katero potekata vsaj dve vzporednici
premice p.

V naslednjih nalogah si bomo pogledali nekaj konkretnih naborov mnozic tock in premic in

preverili, katerim od zgornjih aksiomov zadoscajo.

(1) Za naslednje modele ugotovi, katerim aksiomom o vsebovanosti oziroma vzporednosti
ustrezajo:

(a) T={A,B,C}, P={{A, B}, {B,C},{A,C}},

(b) T =A{A,B,C}, P = {{A},{4, B}, {B,C},{A, C}},
() T={A,B,C}, P={{A B},{A,C}},

(a) T=TR* P={{A, B},{B,C},{A,C}}.

Resitev: (a) Imamo model, ki ima tri tocke in tri premice.

Ta model zadosca aksiomom V1, V2, V3 in S, ne zadosca pa aksiomoma E in H.

(b) Sedaj imamo podoben model kot prej, le da smo mu dodali eno premico, ki vsebuje
eno samo tocko A.

Ta model zadosca aksiomoma V1 in V3, ostalim aksiomom pa ne.

(c) Tokrat imamo podoben model, kot v (a) primeru, le da smo mu odstranili eno premico.



Ta model zadosca aksiomom V2, V3 in S.

(d) Sedaj imamo model, ki ima za tocke kar tocke v R? za premice pa vzamemo vse
vodoravne in navpi¢ne premice v R2.

V tem modelu veljajo aksiomi V2, V3 in E, ostali aksiomi pa ne. O

(2) Za naslednje modele ugotovi, katerim aksiomom o vsebovanosti oziroma vzporednosti
ustrezajo:

(a) T={A,B,C,D}, P={{A,B},{B,C},{A,C},{B,C},{B,D},{C,D}},
(b) T ={1,2,3,4,5,6,7}, P = {{1,2,3},{1,4,5},{1,6,7},{2,4,6},{2,5,7},{3,4,7},{3,5,6}},
(c) T ={1,2,3,4,5}, P = {vse podmnozice z dvema elementoma}.

Resitev: (a) Ta model zados¢a aksiomom V1, V2, V3 in E. Modelu, ki zadosc¢a tem $tirim
aksiomom recemo afina ravnina.
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Ce oznacimo z Zs = {0,1} koncen obseg z dvema elementoma, je nasa afina ravnina

izomorfna afini ravnini Z2 = {(0,0), (1,0), (0,1), (1,1)}.
(b) Tokrat v nasem modelu veljajo aksiomi V1, V2, V3 in S.
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Modelu, ki zadosca tem stirim aksiomom in ima na vsaki premici vsaj 3 tocke, recemo
projektivna ravnina. Tej projektivni ravnini re¢emo Fanova ravnina, zanimiva pa je zato,
ker je projektivna ravnina nad obsegom Zs in ima hkrati najmanjse mozno stevilo tock.



(¢) Ta model zadosc¢a aksiomom V1, V2, V3 in H. Je primer konc¢ne hiperboli¢ne ravnine.
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(3) Za naslednje modele ugotovi, katerim aksiomom o vsebovanosti oziroma vzporednosti
ustrezajo:

(a) T ={(z,y) € R*|y > 0}, P = {navpicni poltraki in polkroZnice s sredis¢i na z-osi},
(b) T =5%={(r,y,2) € R®| 2% + 2 + 2% = 1}, P = {glavne kroZnice},

(c) T = {pari antipodnih tock na S?}, P = {mnozice parov, ki leZijo na glavnih kroznicah}.

Resitev: (a) Obravnavali bomo model hiperboli¢ne ravnine, ki mu re¢emo Poincaréjeva
polravnina. Premice v tem modelu so navpic¢ni poltraki in polkroznice s srediséi na x-osi.
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Vsaka premica v tem modelu vsebuje nestevno mnogo tock, zato je izpolnjen aksiom
V2. Ker nobena premica ne vsebuje vseh tock v polravnini, je izpolnjen tudi aksiom V3.
Da pokazemo, da ta model zados¢a aksiomu V1, moramo lo¢iti dva primera. Ce imata
tocki 17 in T5 enako abscisno koordinato, lezita na navpi¢nem poltraku pri dani abscisni
koordinati. Ce pa sta njuni abscisni koordinati razli¢ni, pa leZita na polkroznici, ki ima
sredisce v preseku abscisne osi in simetrale daljice T1T5.
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Preverimo lahko, da ta model zadosca aksiomom V1, V2 in V3.
(b) V tem modelu veljajo aksiomi V2, V3 in S.

(¢) Ta model zadosca aksiomom V1, V2, V3 in S. Je model realne projektivne ravnine. [



(4) Pokazi, da so aksiomi V1, V3 in E neodvisni in da lahko iz njih izpeljemo aksiom V2.

Resitev: Nabor aksiomov je neodvisen, ¢e lahko za poljubnega izmed njih najdemo model,
v katerem ta aksiom ne velja, preostali aksiomi pa veljajo.

(1) Kot model, v katerem veljata aksioma V1 in V3, ne velja pa aksiom E, lahko vzamemo
hiperboli¢no ravnino.

(2) Kot model, v katerem veljata aksioma V1 in E, ne velja pa V3, lahko vzamemo model:

T ={A,B,C},
P = {{A,B,C}},

ki ima eno premico in tri tocke na tej premici.

(3) Model, v katerem veljata aksioma V3 in E, ne velja pa V1, pa je na primer
T - {A7 B’ C}?
P ={{A}{B}.{C}}.

Recimo sedaj, da imamo model, v katerem veljajo aksiomi V1, V3 in E. Pokazali bomo,
da potem v tem modelu velja tudi aksiom V2. Pa recimo, da obstaja premica r z eno
samo tocko T'.

- Po aksiomu V3 obstaja tocka A # T'.

- Po aksiomu V1 obstaja premica p, ki poteka skozi tocki A in T'.

- Po aksiomu V3 lahko najdemo tocko B, ki ne lezi na p.

- Po aksiomu o vzporednosti E obstaja vzporednica premice p skozi B, ki ji recimo q.

- Skozi tocko T potem potekata dve vzporednici p in 7 premice ¢, kar pa je v protislovju
z aksiomom E.

]

(5) (a) Pokazi, da je v vsakem modelu, ki zados¢a aksiomom V1, V2, V3 in E, vzporednost
premic ekvivalen¢na relacija.

(b) Pois¢i model, ki zadosca aksiomom V1, V2 in V3, v katerem vzporednost premic ni
ekvivalen¢na relacija.

Resitev: (a) Po definiciji sta premici vzporedni natanko takrat, ko sta enaki ali pa se ne
sekata. Od tod takoj sledi, da je relacija vzporednosti refleksivna in simetri¢na. Pokazati
pa moramo Se, da je tranzitivna. Vzemimo poljubne premice p, ¢ in r in naj bo p vzporedna
q in g vzporedna r. Recimo, da p in 7 nista vzporedni. Od tod sledi, da se p in r sekata
v neki tocki T'. Skozi tocko T' bi potem potekali dve vzporednici p in r premice ¢, kar pa
je v protislovju z aksiomom E.

(b) V hiperboli¢ni ravnini vzporednost premic ni ekvivalenéna relacija. Protiprimer je
prikazan na spodnji sliki. Velja p || ¢ in ¢ || 7, vendar pa premici p in r nista vzporedni.
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Neuvtralna ravnina je model, ki zadosc¢a Hilbertovim aksiomom V1-V3, M1-M4, S1-S6 in
D. Izkaze se, da imamo do izomorfizma natancno dva modela nevtralne ravnine:

(1) evklidska ravnina
(2) hiperboli¢na ravnina
Vse trditve, ki jih izpeljemo v nevtralni ravnini, torej veljajo v evklidski in v hiperboli¢ni

ravnini.

Pokazi, da vsaka premica razdeli nevtralno ravnino na natanko dve polravnini.

Resitev:

Definicija. Naj bo p premica v nevtralni ravnini in A, B in C tocke, ki ne leZijo na p.
Potem recemo, da leZita A in B na istem bregu premice p, ce daljica AB ne seka premice
p. Tocki A in C ne leZita na istem bregu premice p, ce daljica AC' seka premico p.

Iz aksioma M4(i) sledi, da je ’biti na istem bregu premice p’ ekvivalenéna relacija na
komplementu premice p. Pokazali bomo, da za vsako premico p obstajata natanko dva
bregova, ki jima re¢emo polravnini.

Obstajata vsaj dva bregova premice p:

- Po aksiomu V3 obstaja tocka A, ki ne lezi na premici p.
- Po aksiomu V2 obstaja tocka B na premici p.
- Po aksiomu M2 obstaja tocka C' na premici f@, daje Ax BxC.

- Ker je A* B x C, daljica AC seka premico p, kar pa pomeni, da lezita tocki A in C
na razli¢nih bregovih premice p.




Obstajata najve¢ dva bregova premice p:

- Naj bosta A in C tocki na razliénih bregovih premice p kot zgoraj.
- Recimo, da obstaja Se en breg premice p, ki vsebuje tocko D.

- Tocka D bi potem lezala na razlicnem bregu p kot A in hkrati na razlicnem bregu p
kot C'. Po aksiomu M4(ii) pa bi od tod sledilo, da sta A in C' na istem bregu, kar
nas pripelje v protislovje.

]

(7) Naj bosta p in ¢ razliéni premici v nevtralni ravnini, ki se sekata v tocki A. Privzemimo,
da za tocki B,C' € p velja Ax B x (' in da za tocki D, E € g velja A x D x E. Pokazi, da
se daljici BE in C'D sekata.

Resitev: Poglejmo najprej skico.

- Iz podatkov naloge sledi, da sta tocki A in B na istem bregu premice Cﬁ, tocki A
in E pa na razli¢nih bregovih premice C'D.

- Po aksiomu M4 (ii) sta torej tocki B in E na razlicnih bregovih premice @, od
koder sledi, da je BE N OD = {T}in BxT % E.

- Analogno lahko pokazemo tudi, da je BE NCD = {T} in C xT x D. Torej je
BENCD = {T}.

]

(8) Naj bo AABC trikotnik v nevtralni ravnini, za katerega velja ZBAC = ZABC'. Pokazi,
da je potem AC = BC.

Resitev: Zacénimo z definicijo skladnosti trikotnikov v nevtralni ravnini.

Definicija. Trikotnika NABC in NA'B'C’" v nevtralni ravnini sta skladna, ce imata
skladne istolezne stranice in kote.

Po definiciji sta torej trikotnika skladna, ¢e se ujemata v Sestih parametrih, treh stranicah
in treh kotih. Pokazati se da, da sta trikotnika avtomaticno skladna, ce se ujemata v
stirih ali pa v petih parametrih. Pogosto pa je Ze dovolj, ce se ujemata v treh parametrih.
Poglejmo si osnovne kriterije, ki nam zagotavljajo skladnost trikotnikov.



Kriteriji za skladnost trikotnikov v nevtralni ravnini:

(1) (SKS) Stranica-kot-stranica: To je v bistvu aksiom skladnosti S6, ki pravi, da sta
trikotnika skladna, ¢e imata skladna dva para stranic in par vmesnih kotov.

I N N

(2) (KSK) Kot-stranica-kot: To je trditev, ki pravi, da sta trikotnika skladna, ¢e imata
skladen en par stranic in oba para prileznih kotov.

A } B A } B'

(3) (SSS) Stranica-stranica-stranica: To je trditev, ki pravi, da sta trikotnika skladna, ce
imata skladne vse tri pare stranic.

x H B A H B

(4) (SKK) Stranica-kot-kot: To je trditev, ki pravi, da sta trikotnika skladna, ¢e imata
skladna dva para kotov in par stranic, ki sta nasproti enemu paru kotov.

A B A' B'

S kombinatori¢nega stalisca sta nam ostali Se dve moznosti: KKK in SSK. KKK ni kriterij
v nevtralni ravnini, saj imamo na primer v evklidski ravnini podobne trikotnike (ki imajo
skladne kote), ki niso skladni. Je pa KKK kriterij v hiperboli¢ni ravnini, kjer sta dva
podobna trikotnika avtomati¢no skladna.

Druga preostala moznost je SSK. V splosnem SSK ni kriterij za podobnost trikotnikov v
nevtralni ravnini, je pa v naslednjem posebnem primeru.

(SSK) Stranica-stranica-kot: Ta kriterij velja samo v primeru, ko sta skladna kota nasproti
daljsSemu paru skladnih stranic.




Poglejmo si sedaj naso skico.
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Trikotnika AABC in ABAC imata skupno stranico AB in skladna kota Z/BAC = ZABC.
Po kriteriju KSK sta torej skladna, od koder pa sledi, da je BC' = AC. ]

(9) Pokazi, da v poljubnem trikotniku AABC' v nevtralni ravnini velja trikotniska neenakost:

AC < AB + BC.

Resitev: Pri $tudiju trikotnikov v kartezi¢nem modelu evklidske ravnine R? smo navajeni,
da trikotnisko neenakost izrazimo kot neenakost med dolzinami stranic. Zato moramo
najprej razloziti, kaj zgornja neenakost pomeni v kontekstu nevtralne ravnine.

Definicija. Za daljici AB in A'B’ v nevtralni ravnini definiramo AB > A’'B’, ce obstaja
tocka B" na daljici AB, da je AB" =2 A'B’.

\
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Podobno lahko definiramo tudi relacijo neenakosti na mnozici kotov v nevtralni ravnini.

Definicija. Za kota £/ BAC in /B’ A’C" v nevtralni ravnini definiramo ZBAC > /B'A'C’,
ce obstaja tocka C" v notranjosti kota /BAC, da je /BAC" = /B'A'C".

Osnovni lastnosti relacij neenakosti na daljicah in kotih sta strnjeni v naslednji trditvi.

Trditev (Zakona trihotomije). (1) Za poljubni daljici AB in C'D v nevtralni ravnini je
bodisi AB = C'D bodisi AB > CD bodisi AB < CD.

(2) Za poljubna kota ZBAC in LB'A'C" v nevtralni ravnini je bodisi ZBAC = /B'A'C’
bodisi /BAC > /B'A'C" bodisi /BAC < £B"A'C".



Za konec si poglejmo Se definicijo vsote dveh daljic v nevtralni ravnini.

Definicija. Naj bosta AB in CD daljici v nevtralni ravnini. Izberimo tocko B’ na premici
j@, za katero je Ax B B' in BB’ = CD. Potem definiramo AB + CD := AB'.

B B'

>

Pri dokazu trikotniske neenakosti bomo uporabili naslednjo trditev s predavanj.

Trditev. Naj bo ANABC' trikotnik v nevtralni ravnini. Potem je v trikotniku vecji kot
nasproti vecji stranici in obratno. To pomeni, da je

BC > AC < /BAC > LZABC.

Dokazimo sedaj trikotnisko neenakost.

C

; 5o
- Na premici ﬁ izberimo tocko C’, da je Ax Bx C'" in BC = B(".
- Tocka B je v notranjosti kota ZACC”, od koder sledi, da je ZBCC" < LZACC".
- Trikotnik AC'CB je enakokrak, od koder sledi ZAC'C' = /BCC".
-V trikotniku AAC'C' je torej LAC'C < ZACC" in zato je AC < AC'.
- Ker je AC' =2 AB + BC, je AC < AB + BC.

]

Naj bosta AABC in AA’B'C" trikotnika v nevtralni ravnini, za katera je AB =2 A’B’ in
AC = A'C’. Pokazi, da je potem

/BAC > /B'A'C' <= BC > B'C".
Resitev: Imamo trikotnika v nevtralni ravnini, ki imata skladna dva para stranic. Pokazali

bomo, da je potem kot med tema stranicama vecji pri tistem trikotniku, ki ima nasproti
daljso stranico in obratno.
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(=) Recimo, da je ZBAC > £ZB'A'C". Izberimo tocko C” v notranjosti kota ZBAC,
tako da bo veljalo ZBAC"” = /B'A'C" in AC” = A’C’. Po predpostavki naloge je tudi
AB = A'B’,| zato sta po kriteriju SKS trikotnika AABC"” in AA’B’'C" skladna. Poleg
tega iz AC" =2 AC sledi, da je trikotnik AAC”C' enakokrak in je zato LZAC"C = LACC".

Ker je tocka C" v notranjosti kota ZBAC, poltrak AC" seka daljico BC' v tocki, ki jo
bomo oznacili z D. Glede na lego tocke D lo¢imo tri moznosti.

(HDAxD=xC":
AA A
A B A B'

Ker je A v notranjosti kota ZBC"C, je Z/BC"C > ZAC"C in tudi £LBC"C > LACC".
Podobno iz dejstva, da je B v notranjosti kota ZACC"” sledi, da je ZACC" > /BCC". V
trikotniku ABC"C je torej ZBC"C > ZBCC"”, zato je po izreku s predavanj BC > BC”
in posledicno BC' > B'C".

(2) D =C": V tem primeru je BC"+C"C = BC in zato iz BC" = B'C’ sledi BC > BC".

(3)AxC" % D:
C
? D c
A B A B'

Tokrat je tocka D v notranjosti kota ZBC”C, zato je ZBC"C > ZDC"C. Kot £DC"C
je zunanji kot v trikotniku AAC”C', od koder sledi ZDC"C' > ZACC". Ker je trikotnik
NAC"C enakokrak, je posledicno ZACC" = LZAC"C. Kot ZAC”C pa je zunanji kot
v trikotniku AC”DC, od koder dobimo se LAC"C > /C"CB. Tako smo prisli do

neenakosti

/BC"C > /DC"C > LACC" =2 LAC"C > £C"CB.
V trikotniku ABC”C torej velja BC > BC” = B'C’, kar smo zeleli pokazati.

(<=) Recimo sedaj, da je BC' > B’C". Po izreku o trihotomiji imamo tri moznosti:
(1) £BAC > £B'A'C”,
(2) LBAC = £B'A'C,
(3) LBAC < LB'A'C'.

Ce bi bilo ZBAC = /B'A'C’, bi bila po kriteriju SKS trikotnika AABC in AA'B'C’
skladna. Posledi¢no bi bilo BC = B'C’, kar pa je v protislovju s predpostavko BC' > B'C’

Ce bi bilo ZBAC < /B'A'C’, pa bi po pravkar dokazanem od tod sledilo BC < B'C',
kar nas spet pripelje v protislovje s predpostavko.

Tako nam ostane samo $e moznost ZBAC > /B'A'C’, ki smo jo zeleli dokazati. O

11



(11) Naj bosta p premica in K kroznica v nevtralni ravnini, ki se sekata v tocki T'. Pokazi, da
je p tangentna na K natanko takrat, ko je p pravokotna na premico W, kjer je O sredisce

kroznice K.
Resitev: Zac¢nimo z definicijama kroznice in tangente v nevtralni ravnini.

Definicija. Kroznica s srediscem O in polmerom OA v nevtralni ravnini je mnoZica vseh
tock B, za katere je OB = OA.

Definicija. Premica p je tangenta na krozZnico K v nevtralni ravnini, ce se p in K sekata
v natanko eni tock:.

(=) Naj bo p premica, ki seka kroznico K v natanko eni toc¢ki 7" in recimo, da p ni
pravokotna na .

[ ]

\

\
\
\
N
N
N
N
[ ]

- S predavanj vemo, da lahko tocko O pravokotno %)jiciramo na premico p. Njeno
,jeT" #£T.

- Izberimo tocko T” na premici p tako, da bo T"T = T"T" in T" # T.

- Po kriteriju SKS je AT"T'O =2 ATT'O, od koder sledi OT = OT".

- Od tod sledi, da tocka T lezi na K, kar pa je v protislovju s tangentnostjo p na K.

projekcijo oznac¢imo s 7”. Ker p ni pravokotna na O

(«<=) Predpostavimo sedaj, da p seka kroznico K v tocki T" in da je p pravokotna na W
Recimo, da p seka kroznico K Se v tocki T", T # T.

- Ker je OT =2 OT', je trikotnik AOTT" enakokrak z vrhom pri O.
- Po izreku s predavanj od tod sledi, da je ZOT'T = Z0TT".

- Trikotnik AOTT" tako vsebuje dva prava kota, zato je vsota njegovih notranjih kotov
vecja od m. To pa nas pripelje v protislovje z izrekom, ki pravi, da je vsota notranjih
kotov v trikotniku v nevtralni ravnini najvec .

]
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(12) Dokazi naslednje trditve v nevtralni ravnini:

(a) Vsak kot ima enoli¢no doloceno simetralo kota.
(b) Simetrale notranjih kotov trikotnika se sekajo v isti tocki.

(c) Vsak trikotnik ima vértano kroznico.

Resitev: Za¢nimo z definicijo simetrale kota v nevtralni ravnini. Po naSi definiciji je
simetrala kota poltrak, pogosto pa simetralo enac¢imo s premico, ki vsebuje dani poltrak.

Definicija. Simetrala kota ZAOB v nevtralni ravnini je poltrak 07, ki zadoSca pogojema:

- T je v notranjosti kota ZAOB.
- LAOT = /BOT.

(a) Obstoj simetrale kota:

- Izberimo tocko B’ na poltraku O?, da bo OA = OB

Ryd
- Oznac¢imo s T pravokotno projekcijo tocke O na premico AB'.
- Trikotnik AOAB'’ je enakokrak, od koder sledi, da sta ZOAB’' = /OB’ A ostra kota.

- Ce bi tocka T lezala izven daljice AB’, bi bil v trikotniku AOB'T oziroma AOAT
zunanji kot pri B’ oziroma A manjsi kot pravi kot pri 7. Od tod sledi, da lezi tocka
T v notranjosti daljice AB’.

- Za trikotnika AAOT in AB'OT velja ZOTA= /Z0OTB' in ZOAT = ZOB'T. Torej
imata skladna dva para kotov in skupno stranico OT. Zato sta po kriteriju KKS

skladna. Od tod pa sledi ZAOT = /B'OT.

Enoliénost simetrale kota:

—

Recimo, da imamo dve razli¢ni simetrali 07 in OT" kota ZAOB in da na primer velja
ZAOT" > ZAOT. Od tod po eni strani sledi ZBOT > ZBOT’. Po drugi strani pa je
/BOT" = ZAOT' > ZAOT = /BOT, kar nas pripelje v protislovje.
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Opomba: Vsaka tocka T na simetrali kota ZOAB je enako oddaljena od 1<ﬂ“_a>kov kota, v
smislu, da je TTy = TTg, kjer sta Ty in Ty njeni pravokotni projekciji na OA in Oﬁ

Za tocko v notranjosti kota ZOAB je pogoj TTx = TTg tudi zadosten pogoj, da lezi na
simetrali kota.

(b) Simetrale notranjih kotov trikotnika se sekajo v isti tocki:

- Ozna¢imo z S,/pac in S, apc simetrali kotov ZBAC in ZABC.

- Po izreku o precnici obstaja tocka D = s,gac N BC.

- Prav tako po izreku o precnici za trikotnik AABD obstaja tocka I = s, apc N AD.

- Ker je tocka I v notranjosti kotov ZBAC in ZABC, je tudi v notranjosti kota ZBC'A.

- Pravokotne projekcije tocke I na stranice AB, BC in AC trikotnika A ABC' oznac¢imo
zapored s C'; A" in B'.

- Kerjel € s,gacNssapc, jeIB =2 1C"in IC" = TA'.

- Ker je skladnost daljic ekvivalen¢na relacija, je poslediéno IA" = IB’, od koder pa
sledi, da I lezi na simetrali kota ZBCA.

(c) Sedaj bomo pokazali, da ima vsak trikotnik v nevtralni ravnini vértano kroznico.

Definicija. Vértana kroznica trikotnika AABC v nevtralni ravnini je krozZnica, ki ima vse
tri stranice trikotnika za tangente. Natancneje to pomeni, da so nosilke stranic tangente,
dotikalisca pa leZijo v notranjosti stranic.

Vzemimo kroznico s sredis¢em [ in s polmerom [ A’. Ker je [A’ = L>B/ =~ I, t&k;oinica
vsebuje tocke A’, B’ in C’. Po definiciji pravokotne projekcije je [A" L %, IB 1 j@
in /IC" L Zg , od koder pa po nalogi (11) sledi, da so stranice trikotnika tangentne na to
kroznico.
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(13) Dokazi naslednji trditvi v nevtralni ravnini:

(a) Nad poljubno daljico AB lahko konstruiramo enakokrak trikotnik z osnovnico AB.

(b) Vsaka daljica ima enolicno dolo¢eno simetralo daljice.

.....

odmerimo skladna kota, ki sta manjsa od pravega kota. Lahko se zgodi dvoje:
(1) Kraka kotov se sekata:

A B

Recimo, da se kraka kotov sekata v tocki C. Potem ima trikotnik AABC' skladna kota
/ZBAC = LZABC, zato je po nalogi (8) enakokrak. Ta moznost se zgodi zmeraj v evklidski
ravnini in vcéasih v hiperboli¢ni ravnini.

(2) Kraka kotov se ne sekata:

Recimo sedaj, da se kraka kotov ne sekata.

- Izberimo tocki D in F na obeh krakih, da bo AD = BE.

- Ker se kraka ne sekata, je poltrak ﬁ v notranjosti kota ZBAD, poltrak l?ﬁ pa v
notranjosti kota ZABFE.

- Po izreku o precnici se daljici AFE in BD sekata v tocki, ki jo oznac¢imo s C.

- Po kriteriju SKS sta trikotnika AABE in ABAD skladna, kar pa pomeni, da je
/BAFE = /ABD in posledicno Z/BAC = ABC.

- Podobno kot prej od tod sledi, da je trikotnik AABC' enakokrak z vrhom pri C.

Opomba: V hiperboli¢ni ravnini obstajajo primeri, ko se tako konstruirana kraka ne
sekata.

yA

<y
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V hiperboli¢ni ravnini za dano daljico obstaja mejni kot, pri katerem se kraka ravno Se ne
sekata, se pa sekata za vse manjse kote. Temu mejnemu kotu recemo kot vzporednosti.
Daljsa kot je daljica, manjsi je kot vzporednosti.

(b) Sedaj bomo pokazali, da ima vsaka daljica v nevtralni ravnini enoli¢no dolo¢eno
simetralo.

Definicija. Simetrala daljice AB v nevtralni ravnini je premica sag, za katero velja:

- simetrala sap seka daljico AB v tocki T, za katero je TA=TB.

. SABJ_A/(@.

Obstoj simetrale daljice:

AN A

A T B
- Izberimo enakokrak trikotnik AABC, ki ima AB za osnovnico.
- Oznac¢imo s T pravokotno projekcijo tocke C' na daljico AB.

- Po definiciji seka premica CW daljico AB pravokotno.

- Za trikotnika AACT in ABCT velja /TAC = TBC, ZATC = BTC, imata pa
tudi skupno stranico CT'. Po kriteriju KKS je zato AACT = ABCT, od koder sledi
AT = BT.

Enoli¢nost simetrale daljice:

P Y

A TIT B

- Recimo, da obstaja Se ena premica, ki seka daljico AB pravokotno v tocki 7" # T,
tako da velja T"A =2 T'B.

- Tocka T" lezi bodisi na daljici AT ali pa na daljici BT

- Ceje AxT' T, je AT' < AT = BT < BT, kar nas pripelje v protislovie. Podobno
lahko sklepamo tudi v primeru T« T" x B.

Opomba: Vsaka tocka T na simetrali s,p daljice AB je enako oddaljena od tock A in B
v smislu, da je TA = T'B. Po drugi strani pa je pogoj T'A = T'B tudi zadosten pogoj, da
lezi tocka T' na simetrali daljice AB. ]

(14) (a) Pokazi, da ima trikotnik v nevtralni ravnini o¢rtano kroznico natanko takrat, ko se
simetrale njegovih stranic sekajo v isti tocki.

(b) Pokazi, da ima vsak trikotnik v evklidski ravnini o¢rtano kroznico. Nato pois¢i primer
trikotnika v nevtralni ravnini, ki nima oc¢rtane kroznice.
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Resitev: (a) Zaénimo z definicijo o¢rtane kroznice trikotnika v nevtralni ravnini.

Definicija. Ocrtana kroznica trikotnika NABC v nevtralni ravnini je kroznica, ki vsebuje
vsa njegova oglisca.

N

(=) Recimo, da tocke A, B in C lezijo na kroznici s sredis¢em O in s polmerom OA. Ker
je OA = OB, lezi tocka O na simetrali s45. Podobno lahko iz OA = OC' in OB = OC
sklepamo Se, da lezi tocka O na simetralah s4¢ in sge. Torej se vse tri simetrale stranic
trikotnika AABC' sekajo v tocki O.

(«<=) Recimo sedaj, da se simetrale stranic sap, sac in spc sekajo v tocki O. Ker lezi
tocka O na simetrali sap, je OA = OB. Podobno pa iz O € su¢ sledi se OA = OC, kar
pomeni, da lezijo tocke A, B in C' na kroznici s sredis¢em v tocki O in s polmerom OA.

(b) Vsak trikotnik v evklidski ravnini ima o¢rtano kroznico:

- Recimo, da se simetrali s in sgc ne sekata, oziroma, da sta vzporedni.
- Ker je vzporednost premic v evklidski ravnini ekvivalen¢na relacija, seka simetrala
Spc premico A 2 Iz Evklidovega aksioma o vzporednosti nato sledi, da je spc L A E

- Simetrala spc torej seka premici j@ in % pravokotno, od koder pa sledi, da sta
AC' in vzporedni. To pa je v protislovju s predpostavko, da se sekata v tocki C'.

Primer trikotnika v hiperboli¢ni ravnini, ki nima o¢rtane kroznice:

Na spodnji sliki je primer trikotnika v hiperboli¢ni ravnini, katerega simetrale stranic so
vzporedne. Posledi¢no ta trikotnik nima oc¢rtane kroznice.

I I I

YA 1SaB !SAc !SBC
I | I
I

<Y

17



(15) Naj bo ABCD Saccherijev stirikotnik v nevtralni ravnini.
a) Pokazi, da je ZADC = Z/BCD.
(a) , daj

(b) Oznac¢imo z E in F' razpoloviséi stranic AB in C'D. Pokazi, da premica BE scka
premici jﬁ in @ pravokotno.

Resitev: Zac¢nimo z definicijo Saccherijevega Stirikotnika.
Definicija. Saccherijev stirikotnik v nevtralni ravnini je stirikotnik ABCD, ki zadosca
naslednjim pogojem:

- Ogliscy C' in D leZita na istem brequ premice j@

- Premici jﬁ in % sta pravokotni na premico jﬁ

- AD = BC.

(a) V evklidski ravnini so Saccherijevi stirikotniki natanko pravokotniki. V nevtralni
ravnini pa lahko v splosnem dokazemo samo, da sta kota pri oglis¢ih C' in D skladna.

D C

A" "B

- Po kriteriju SKS je AABC =2 ABAD. Zato je AC = BD in /BAC = Z/ABD.
- Ker sta komplementarna kota skladnih kotov skladna, je ZCBD = ZDAC.
- Po kriteriju SKS je sedaj ACBD = ADAC in posledi¢no ZADC = /BCD.

(b) Sedaj bomo pokazali, da je zveznica med tockama E in F' pravokotna na obe stranici.

D C

A E B

- Po kriteriju SKS je AEAD = AEBC, od koder sledi ED = EC.

- Po kriteriju SSS je ACFE = ADFFE. Od tod dobimo ZCFFE = /DFFE, kar pomeni,
da sta ZCFFE in ZDFFE prava kota.

- Poleg tega je ZBEF = LZAFEF, zato sta tudi ta dva kota prava.
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