Afina in projektivna geometrija

Izometrije evklidskih prostorov

Zaceli bomo s $tudijem izometrij evklidske ravnine. To so bijekcije 7 : R? — R2, ki zadoS¢ajo

pogoju
d(Ty,Ty) = d(7(11), 7(T3))

za vsak par tock 11, T € R2. Glede na geometri¢ni pomen je vsaka izometrija ene izmed oblik:
- translacija za nek vektor,
- rotacija okoli neke tocke,

- zrcaljenje ¢ez neko premico,

- zrcalni zdrs ¢ez neko premico.

V nadaljevanju bomo spoznali, s kakSnimi predpisi lahko opisemo izometrije evklidske ravnine.
Uporabili bomo izrek, ki pravi, da lahko vsako izometrijo R? enoli¢no zapisemo v obliki

7(Z) = Q7 + a,
kjer je Q@ € O(2) ortogonalna matrika velikosti 2 x 2 in @ € R? nek poljuben vektor.

(1) Zapisi predpisa za naslednji izometriji evklidske ravnine:
(a) rotacija za kot ¢ = 90° okoli tocke (1, 1),
(b) zrcaljenje ¢ez premico x +y = 1.

Resitev: (a) Najprej se spomnimo, kako se rotira vektorje v ravnini okoli koordinatnega
izhodisca. Rotacijo za kot ¢ € (0,27) v pozitivni smeri lahko predstavimo z rotacijsko

matriko
R, — |co8 ¢ —sing
¢~ |sing cos¢o |

Rotacijske matrike so ortogonalne in imajo determinanto enako 1. Obratno pa vsaka
2 x 2 ortogonalna matrika, ki ima determinanto enako 1, ustreza neki rotaciji Ry, ali pa
je identi¢na matrika.
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Pri rotaciji okoli poljubne tocke si lahko pomagamo s to matriko na naslednji na¢in. Ce
zelimo zavrteti tocko (z, y) okoli tocke (1, 1), moramo najprej zarotirati vektor (z—1,y—1)
(to je vektor od srediSca vrtenja do tocke) s pomocjo matrike R, nato pa temu pristeti



se vektor (1,1). Isti postopek deluje pri rotaciji okoli poljubne toc¢ke. Od tod dobimo
predpis

__|cos¢ —sing r—1 1| |cos¢-x—sing-y+1—cos¢+sing
T(z,y) = [sirub cosqﬁ} ' [y—l] * [1] o [singb-:)c+cos¢~y+1—cos¢—sin¢]'

Ta predpis lahko zapisemo tudi v obliki

__|cos¢p —sing| |z 1 —cos¢+sing
T(z,y) = {sinqb cosgzﬁ] ' [y} + [1—cos¢—sin¢1 '

Ce vstavimo ¢ = 90°, dobimo, da je
T(‘rv y) = (_y + 27I>

(b) Tudi tokrat bomo najprej pogledali, kako lahko predstavimo zrcaljenje ¢ez premico,
ki gre skozi izhodiS¢e in ima smer §' = (cos ¢, sin ¢) za nek ¢ € [—7/2,7/2].

YA

premica

tocka (0,1) pa v
= (cos ¢, sin @) je

S slike je razvidno, da se tocka (1,0) preslika v tocko (cos2¢, sin 2¢
tocko (sin2¢, — cos2¢). Matrika za zrcaljenje ¢ez premico s smerjo
torej

);
g

- [cos 2¢  sin2¢ ]

7 |sin2p —cos2¢
Premica x +y = 1 ne poteka skozi izhodisce, z abscisno osjo pa oklepa kot ¢ = —7.
X+y=1

—os[

Da bi izra¢unali predpis, najprej izberimo neko tocko na premici, npr. tocko (0, 1). Zrcalno
sliko tocke (z,y) ¢ez premico x + y = 1 potem dobimo tako, da najprej z matriko Z_x
prezrcalimo vektor (z,y — 1) nato pa pristejemo se vektor (0, 1).

r(r.y) = {_01 _ﬂ | [yfl] ! m ] {:iiﬂ |



Ta predpis lahko zapisemo tudi v obliki

=% 3] [+ [

Vidimo, da lahko poljubno zrcaljenje zapisemo kot kompozicijo translacije in pa zrcaljenja
¢ez neko premico skozi izhodisce. O

(2) Geometri¢no opisi naslednje izometrije evklidske ravnine:

(a> T(l’,y) = (—y—i—l,x—l),
(b) T(l‘,y): (y—2,x+2),
(C> T(J},y) = (ZL‘ + 27 _y)'

Resitev: (a) Najprej zapisimo preslikavo 7 kot kompozicijo linearne preslikave in transla-

cije
0 -1 |z 1
=[0G [
Ker je linearni del preslikave 7 rotacija
0 —1
Bz = [1 0 ] ’
je preslikava 7 rotacija za kot ¢ = 90° okoli neke tocke v ravnini. Ta tocka je ravno fiksna

tocka preslikave 7, zato zanjo velja 7(z,y) = (z,y), oziroma:

—y‘f‘l:l',
r—1=uy.

Resitev tega sistema je tocka (1,0), kar pomeni, da preslikava 7 predstavlja rotacijo za
kot ¢ = 90° okoli tocke (1,0).
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(b) Najprej preslikavo 7 zapiSimo v obliki

e =1l [+ [7]

Linearni del preslikave 7 je zrcaljenje



ez simetralo lihih kvadrantov. Vektor translacije @ = (—2,2) je pravokoten na to sime-
tralo, zato imamo opravka z zrcaljenjem cez neko premico, ki je vzporedna simetrali lihih
kvadrantov. Ta premica je ravno mnozica tock, ki jih preslikava 7 fiksira, vedno pa na
njej lezi tocka %FL. V nasem primeru gre torej za zrcaljenje ¢ez premico y = x + 2.
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(c) Sedaj lahko zapisemo preslikavo 7 v obliki

=l S )

Linearni del preslikave 7 je tokrat zrcaljenje

10
w=lp 4]

Cez abscisno os, preslikava 7 pa je kompozicija tega zrcaljenja in pa translacije vzdolz
abscisne osi. Kadar kaze translacijski vektor v smeri premice, ¢ez katero zrcalimo, imamo
opravka s tako imenovanim zrcalnim zdrsom.
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Za konec si poglejmo Se klasifikacijo izometrij evklidske ravnine.
1. Translacije:

Translacije so preslikave oblike

za nek @ € R% V tem primeru je Q = L.
2. Rotacije:

Rotacije so preslikave oblike



za nek ¢ € (0,27) in @ € R2. Taksna preslikava ustreza rotaciji za kot ¢ okoli tocke S v
ravnini, ki je dolo¢ena z enacbo 7(S5) = S.

3. Zrcaljenja:
Zrcaljenja so preslikave oblike
T(Z¥) = ZyZ + d,
kjer je ¢ € (—m/2,7/2], vektor @ pa je pravokoten na smer § = (cos ¢,sin¢). Taksna
preslikava ustreza zrcaljenju cez premico s smerjo 5= (cos ¢, sin @), ki gre skozi tocko §.

4. Zrcalni zdrsi:

Zrcalni zdrsi so preslikave oblike
T (f) = quf + (7,

kjer je ¢ € (—m/2,7/2], vektor @ pa ni pravokoten na smer § = (cos ¢,sin¢). Taksna
preslikava ustreza kompoziciji zrcaljenja ¢ez neko premico p s smerjo § = (cos ¢, sin ¢) ter
translacije vzdolz te premice. Dana premica je dolocena s pogojem 7(p) = p. ]

(3) Poisci vse izometrije evklidske ravnine, ki ohranjajo dane mnozice:

(a) kvadrat K = [—1,1] x [-1,1],
(b) hiperbolo H = {(z,y) € R* |zy = 1},
(c) kvadratno mrezo L = Z x Z C R

Resitev: Grupa simetrij podmnozice A C R? je grupa vseh izometrij 7 : R? — R2? za
katere je 7(A) = A. V naslednjih primerih bomo izracunali grupe simetrij lika, krivulje
in diskretne podmnoZice R2.

(a) Obstaja osem izometrij kvadrata. Identiteta, tri rotacije in Stiri zrcaljenja. Vsaka
izometrija kvadrata slika oglisca v oglisca, kar pomeni, da jo lahko opisemo s permutacijo
oglis¢. Izkaze se, da lahko vsako izmed teh izometrij izrazimo z eno rotacijo in z enim
zrcaljenjem.

Izberemo lahko na primer:

- a=(1234)... rotacija za 90° v pozitivni smeri,

- b=(14)(23)... zrcaljenje preko vodoravnice.

Preostale netrivialne izometrije so potem:

- a? = (13)(24) ... rotacija za 180°,
- a®=(1432)... rotacija za 270°,
- ab=(13)(2)(4) ... zrcaljenje preko simetrale sodih kvadrantov,



- a?b=(12)(34)... zrcaljenje preko navpicnice,

- a’b=(24)(1)(3)... zrcaljenje preko simetrale lihih kvadrantov.

Grupi izometrij kvadrata re¢emo diedrska grupa reda 8 in jo oznac¢imo z Dg. Dejstvo, da
lahko vsako izometrijo izrazimo z a in b, pomeni, da je grupa Dg generirana z elementoma
a in b, ki pa Se zados¢ata nekim pogojem. Reda elementov @ in b nam dasta pogoja a* = 1
in b = 1. Poleg teh dveh pa velja Se zveza bab = a®. Kompaktno lahko te pogoje strnemo

v naslednjem zapisu
Ds ={a,b|a* =1, v* =1, bab = a*}.

Opomba: V splosnem ima grupa izometrij pravilnega n-kotnika 2n elementov. Poleg
identic¢ne preslikave ima Se n — 1 rotacij in pa n zrcaljenj. Oznacimo jo z Ds, in ji reCemo
diedrska grupa reda 2n. V primeru n = 3 je grupa Dg izomorfna grupi Ss.

(b) Sedaj i¢emo vse preslikave oblike 7(Z) = QF + @, ki preslikajo hiperbolo nazaj nase.

YA

Ce hocemo, da izometrija 7 preslika hiperbolo nazaj nase, mora 7 tudi obe asimptoti
preslikati nazaj nase (lahko ju zamenja). Od tod sledi, da 7 ohranja izhodisce, kar pomeni,
da je @ = 0. Torej nam ostanejo moznosti:

7(7)

7(

8y

Ry,
= 7,7,

&

za nek ¢. Izmed rotacij pride v postev rotacija R, za kot 180°, izmed zrcaljenj pa zrcaljenji
Z_z in Z=z Cez simetrali sodih oziroma lihih kvadrantov. Hiperbolo seveda ohranja tudi
identic¢na preslikava. Imamo torej stiri preslikave, ki ohranjajo hiperbolo:

1. Identi¢na preslikava 7(x,y) = (z,y),

2. Rotacija za kot 7 okoli koordinatnega izhodisc¢a 7(x,y) = (—x, —y),




3. Zrcaljenje preko simetrale sodih kvadrantov 7(z,y) = (—y, —z),

4. Zrcaljenje preko simetrale lihih kvadrantov 7(z,y) = (y, ).

YA

Grupa simetrij hiperbole je torej izomorfna grupi Zs x Z,.

(c) Sedaj si poglejmo kvadratno mrezo L = Z x Z C R

° Y

Vsaka simetrija te mreze je oblike

@ =0 o))+ 17

za primerno izbrana sStevila a,b, ¢, d, e in f, ki morajo zadoscati pogoju, da 7 preslika K
nazaj nase. Iz pogoja, da je

so0=[2 3 [} + 5] = ]

spet element mreze K sledi, da sta e in f celi stevili. Podobno sledi iz pogojev 7(1,0) € K
in 7(0,1) € K, da so tudi a, b, c in d cela $tevila. Ce hoCemo, da je matrika

i
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ortogonalna in da ima celostevilske koeficiente imamo na voljo samo osem moznosti. Poleg
identitete so to Se stiri zrcaljenja

1 0 0 1 0 -1 —1 0
ZO_[O —1}’21_{1 0}’21—{—1 0]725— 0 1}

in tri rotacije

Simetrije mreze K, ki so oblike

7(Z) = Q7,
kjer je () ena izmed omenjenih osmih matrik, tvorijo podgrupo vseh simetrij mreze K.
Ustrezajo ravno tistim simetrijam mreze, ki ohranjajo izhodiSce in tvorijo grupo, ki je
izomorfna diedrski grupi Dg. Vsako simetrijo mreze pa lahko zapisemo kot kompozicijo

translacije za nek vektor s celostevilskima komponentama in pa simetrije, ki ohranja
izhodisce. O

V evklidski ravnini R? so dane tocke A(3,1), B(0,0) in C'(0,1). Robot vidi te tri tocke
na polozajih A’(0,—2), B’(—1,1) in C’(0,1). Dolo¢i polozaj in orientacijo robota.

Resitev: Recimo, da imamo robota, ki se lahko premika po evklidski ravnini. Njegova lega
je dolocena, ¢e poznamo koordinate njegovega srediSc¢a in njegovo orientacijo. To pomeni,
da lahko vse mozne lege robota parametriziramo z Liejevo grupo

SE(2) = {7 : R* - R?| 7 je izometrija oblike 7(7) = Ry + @} ~ SO(2) x R?

ki sestoji iz vseh izometrij R?, ki ohranjajo orientacijo. Z vektorjem @ opisemo poloZaj
sredisca robota, s kotom ¢ pa njegovo orientacijo. Lego robota torej opisemo z izometrijo,
ki preslika zacetni polozaj robota v trenutni polozaj.

Zacetni polozaj

Za poljubno tocko T oznac¢imo z vektorjem & koordinati tocke T' v fiksnem koordinatnem
sistemu, z vektorjem z' pa koordinati tocke T' v koordinatnem sistemu, ki je pripet na
robota. Ce je T izometrija, ki opisuje trenutno lego robota, velja med koordinatami zveza
¥ = 7(&') oziroma

T = RyZ' +ad.
Po eni strani nam ta zveza omogoca racunanje koordinat tock iz robotove perspektive.

V kolikor poznamo koordinate treh nekolinearnih tock v obeh koordinatnih sistemih, pa
lahko iz teh podatkov natancno dolo¢imo polozaj in orientacijo robota.



V matri¢ni obliki lahko zvezo med koordinatami zapisemo v obliki

R IRE

Nasi podatki so koordinate tock A, B in C' v obeh koordinatnih sistemih, privedejo pa
nas do sistema 6 linearnih enacb za neznanke a, b, c,d, e, f. Sedaj bomo z upostevanjem
danih podatkov doloc¢ili lego robota.

Tocka A:
Koordinate tocke Asox =3, y=1, 2/ =0 in y = —2. Tako dobimo sistem enacb:
3=—-2b+e,
1=-2d+ f.
Tocka B:
Koordinate tocke B so x =0,y =0, 2’ = —1 in v = 1, dobimo pa sistem enacb:
0=—-a+b+e,
0=—c+d+f.
Tocka C"

Koordinate tocke C' so x =0, y =1, 2’ = 0 in 3y’ = 1, kar nam da sistem enacb:

0=b+e,
l=d+ f.
Preverimo lahko, da ima dobljeni sistem enach reSiteva =0,b=—1,c=1,d=0,e=1

in f = 1. Od tod sledi, da lahko lego robota opiSemo z izometrijo

- -1

Robot je torej na polozaju (1,1) in je zavrten za 90° glede na fiksni koordinatni sistem.

Yy
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X
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(5) Izrac¢unaj predpis, ki dolo¢a kotaljenje kroga s polmerom 7 po krogu s polmerom R = 2r.

Resitev: Gibanje objekta po evklidski ravnini R? lahko opiSemo z gladko preslikavo
7:R — SE(2),

kjer oznacimo s 7(t) izometrijo, ki preslika objekt iz referencnega polozaja v trenutni
polozaj. V nadaljevanju bomo opisali kotaljenje manjsega kroga po obodu vecjega kroga.

yA

Za parameter bomo vzeli kot ¢, nasli pa bi radi izometrijo 7(¢), ki bo krog iz referencnega
polozaja K preslikala na krog Ky4. Pogoj kotaljenja, skupaj z dejstvom, da je R = 2r,
nam pove, da je sredis¢ni kot z vrhom pri S(3r cos ¢, 3rsin ¢) enak 2¢. Iskano izometrijo
lahko potem zapisemo v obliki

T(¢) = T307T2 0Ty,

kjer je 7 translacija za vektor @ = (3r,0), 72 rotacija okoli tocke (0,0) za kot ¢, 73 pa
rotacija okoli tocke S za kot 2¢. Predpisi rotacij 71, 72 in 73 so:

Kompozicija teh izometrij je potem
7(0)(Z) = 13(12(Z + @) = T3(RyT + Ry@) = Rop(RyT + Rpd — T's) + Ts.

Da si stvari malo poenostavimo, bomo sedaj upostevali, da je s = Rsd. Od tod sledi
Roy(RsT + Ryl — T's) + T's = R3y@ + R340 — R3yd + Ryl = R3,@ + Ryd.

Tako dobimo rezultat
T(¢)(f) = R3¢f+ R¢5,

od koder sledi, da lahko kotaljenje kroga razstavimo na krozenje njegovega sredisca z dano
kotno hitrostjo in vrtenje kroga okoli sredisca s trikrat vecjo kotno hitrostjo.

Kot ilustracijo si poglejmo, kako med kotaljenjem potuje tocka, ki ima v referencnem
polozaju koordinati T'(—r,0). Ko njeni koordinati vstavimo v izometrijo 7, dobimo, da je

T(¢)(T') = 3r(cos ¢, sin ¢) — r(cos 3¢, sin 3¢).

10



Tir te tocke je epicikloida, ki jo lahko parametriziramo s predpisom:

x(¢) = 3rcos ¢ — 1 cos 3¢,
y(¢) = 3rsing — rsin3¢

za ¢ € [0,27).

]

Za konec studija izometrij evklidske ravnine si poglejmo Se nekaj topoloskih in algebrai¢nih
lastnosti grupe izometrij. Izometrije R? tvorijo grupo

E(2) = {7(?) = Q7+ a@|Q € O(2), @ € R*}.

Grupa E(2) je 3-dimenzionalna Liejeva grupa, ki je difeomorfna mnogoterosti O(2) x R2.
Ima dve povezani komponenti, ki sta obe difeomorfni produktu kroznice in evklidske
ravnine. V komponenti enote so translacije in rotacije, v drugi komponenti pa zrcaljenja
in zrcalni zdrsi. Translacije tvorijo 2-dimenzionalno zaprto podgrupo, ki je izomorfna R2,
linearne izometrije pa zaprto 1-dimenzionalno podgrupo O(2), ki je difeomorfna disjunktni
uniji dveh kroznic. Mnozica zrcaljenj je zaprta 2-dimenzionalna podmnogoterost, ki pa ni
podgrupa.

Simboli¢no lahko torej vsako izometrijo predstavimo s parom (Q, ), kjer je @ € O(2) in

a € R2. Grupne operacije lahko na parih predstavimo na naslednji nacin. Enota je par
(I,0), produkt in inverz pa se v tem zapisu izrazata s formulama:

(Q1,01)(Q2,a2) = (Q1Q2, Q1ds + d1),
(@ a) " =(Q ', -Q ).

Iz formule za produkt sledi, da grupa izometrij E(2) ni izomorfna direktnemu produktu
grup O(2) in R% Ker lahko vsako izometrijo enoli¢no zapiSemo kot kompozicijo linearne
izometrije in translacije, pa je grupa E(2) izomorfna semidirektnemu produktu grup O(2)
in R2, oziroma

E(2) = 0(2) x R

ﬂJa

Zapisi matriko za linearno rotacijo za kot ¢ = 60° okoli osi € = (O, 555

Resitev: Linearna rotacija evklidskega prostora R? je dolo¢ena z osjo rotacije, ki poteka
skozi koordinatno izhodisce, in kotom. Ce hoc¢emo govoriti o pozitivnih oziroma negativnih
rotacijah, moramo os orientirati.
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Pridruzeno rotacijsko matriko R(€, ¢) lahko izracunamo na naslednje nacine:

- z uporabo prehodne matrike P lahko zapisemo R(€, ¢) = PR(E, ®) P71, kjer je R(E, )

matrika, ki ustreza rotaciji za kot ¢ okoli osi z in ima obliko

cos¢p —sing 0
R(k,¢) = |sing cos¢ 0],
0 0 1

- z uporabo Rodriguesove formule,

- z uporabo kvaternionov.

Rotacijske matrike so ortogonalne matrike z determinanto ena. Tvorijo grupo

SO(3) ={RecR¥*3 | RTR =1, det(R) = 1}.

Za zapis rotacijske matrike moramo izracunati, kako se preslikajo bazni vektorji. To pa
lahko storimo z uporabo Rodriguesove formule

R(€,¢)% = cosp X+ (€ Z)(1 — cosp)€+sing € X T,
ki pove, kako vektor ¥ € R? zavrtimo okrog osi € za kot ¢.

V nasem primeru je € = <0, =, 7) in ¢ = %, zato velja:

N
mwm»—u&l&

Opomba: Za izpeljavo Rodriguesove formule najprej oznac¢imo s 1" tocko, ki jo vrtimo, s
P njeno projekcijo na os vrtenja ter s T zavrteno tocko T
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Naipros : da vels
ajprej opazimo, da velja . R
rp =1p+ PT".
Pravokotna projekcija tocke T' na os vrtenja je enaka
p = (€ Tr)e.
v - . ? . ..
Vektor PT" je pravokoten na vektor €, z vektorjem P7T" oklepa kot ¢, za njegovo dolzino

pa velja |PT'| = |ﬁ| Od tod sledi, da je:

—

PT" = cos¢ﬁ+sin¢€x ﬁ,
= COSQZS(’I?T—FP) —FSngng (FT—’FP),
= COS¢(FT— (€FT>é>+Sln¢€X FT.

Tako dobimo:

’I?T/ = (g'FT)g+COS¢(FT— (é'??T)éj +Sin¢€>< FT,
=cos @7+ (€-7r)(1 — cosp)e+ sing e X 7p.

Ce pisemo & = 7, od tod dobimo Rodriguesovo formulo. [

(7) Opisi linearni izometriji evklidskega prostora R3, ki ju dolocata naslednji matriki:

1 1 2
(a> Q: i i _Z\Q )
v
. 2 2
L _2 _2
3 3 %
_ 2 1
De=17 5
L3 3 3

Resitev: Linearne izometrije evklidskega prostora R? tvorijo grupo
0(3) ={Q e R*?|QTQ =T}.
Ta grupa je v topoloskem in algebrai¢nem smislu izomorfna direktnemu produktu
O(3) = Zy x SO(3),

kjer je Zy = {I,—1}. To pomeni, da je vsaka ortogonalna matrika bodisi rotacijska
matrika ali pa kompozitum rotacijske matrike z matriko zrcaljenja.

Glede na geometrijski pomen loc¢imo 3 tipe linearnih izometrij.
1. Rotacije:
Ce je det(Q) = 1, predstavlja matrika () rotacijo za nek kot ¢ okoli neke osi v prostoru,

ki poteka skozi izhodis¢e in ima smer €. Torej je Q) = R(€, ¢).

- Lastne vrednosti matrike Q so A\; o = e in A3 = 1 za nek ¢ € [0, 7).

- Kot ¢ € [0, 7] dobimo iz formule cos ¢ = %

13



- Os vrtenja je vzporedna lastnemu vektorju € matrike ), ki ustreza lastni vrednosti
A = 1. Eksplicitno je za ¢ ¢ {0, 7} to vektor

1 Q32 - Q23
€= 25 o Q13 — Q31
Q21 — Q12

ravninavrtena osvrtenja

2. Zrcaljenja:

Ce je det(Q) = —1 in sl(Q) = 1, predstavlja matrika @ zrcaljenje ¢ez ravnino v R?, ki
poteka skozi koordinatno izhodisce in ima normalo 7. Uporabili bomo oznako @ = Z(7).
Matrika @) zadosca pogojem:

- Lastne vrednosti matrike ) so A\j2 =1 in A3 = —1.

- Ravnina, preko katere zrcalimo, je lastni podprostor pri lastni vrednosti A = 1, njena
normala 77 pa kaze v smeri lastnega vektorja pri lastni vrednosti A = —1.

. Diagonaliziramo jo lahko v obliki Z () = PZ(k)P~!, kjer je Z(k) matrika, ki ustreza
zrcaljenju ¢ez ravnino z = 0 in ima obliko

3. Zrcalni zasuki:

Ce je det(Q) = —1 in sl(Q) # 1, je Q zrcalni zasuk oblike Q = Z(i7) o R(fi, ¢), predstavlja
pa kompozicijo rotacije za kot ¢ okoli premice s smerjo 77 in pa zrcaljenja preko ravnine,
ki ima to os za normalo.

- Lastne vrednosti matrike Q so A\; o = ¢ in A\3 = —1 za nek ¢ € (0, 7).
- Os vrtenja je vzporedna lastnemu vektorju @), ki ustreza lastni vrednosti A = —1.
si(@)+1

- Kot vrtenja ¢ dobimo z uporabo formule cos ¢ = ==5-—.

- Diagonaliziramo jo lahko v obliki Z(7) o R(7, ¢) = PZ(k)R(k,$)P~", kjer je
cos¢p —sing 0

Z(K)R(k,¢) = |sing cos¢ 0
0 0 -1
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(a) Hitro lahko preverimo, da je matrika @) ortogonalna, njena determinanta pa je

1 1 V2
2 2 2 1 1 1
1 1 V2| = Z 4 44—
IR I R
2 2

Matrika (@) torej predstavlja rotacijo okoli neke osi v prostoru. Kot rotacije dobimo z
uporabo formule
qQ -1

=0
2 9

od koder sledi, da matrika @ predstavlja rotacijo za kot ¢ = 7. Os rotacije se ujema z
jedrom matrike ) — Id:

cos ¢ =

_1 1 V2 1 1 2
2 2 2 ~3 3 9
1 1 V2
3 3 3| ~|0 00

_g @ -1 0 0 =2

Os vrtenja je simetrala lihih kvadrantov v zy-ravnini, dolocena z ena¢bama:

—z+y=0,
z=0.

Smerni vektor te premice je vektor ¢ = (‘/75, \/75, 0). Ce zarotiramo nek poljuben vektor,

lahko opazimo, da je @) rotacija za 90° v pozitivni smeri okoli vektorja €.

(b) Matrika @ je ortogonalna, njena determinanta pa je

-2 _
3

wl=

WINW [N
wl=

wlro

Dana matrika torej doloc¢a bodisi zrcaljenje bodisi zrcalni zasuk. Kot zasuka dobimo z
uporabo formule

1 1
cos ¢ = )T (@) + =1,
2
kar pomeni, da je ¢ = 0. Opravka imamo torej z zrcaljenjem preko neke ravnine. Normala
te ravnine kaze v smeri lastnega vektorja pri lastni vrednosti A3 = —1.
s -2 -2 2 -1 -1 2 -1 -1 2 -1 -1
2 4% _3
—g—gg -1 -1 2 -1 -3 3 0 0 0

V jedru te matrike je vektor 7 = (1,1, 1), kar pomeni, da je @ zrcaljenje ¢ez ravnino
r+y+z=0. [

(8) Geometri¢no opisi naslednji izometriji evklidskega prostora:

(a) T(l‘,y, Z) = (Zay + 17 —ZL'),
(b) 7(z,y,2) = (—y + 1L,z — 1, —2).
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Resitev: (a) Dano izometrijo lahko zapisemo v obliki
0
0

—1

T(z,y,2) = +

O = O
OO =
IS S
O = O

Linearni del te izometrije je rotacija za kot ¢ = 90° okoli osi € = (0,1,0). Hkrati pa
imamo poleg vrtenja okoli y-osi Se translacijo vzdolz iste osi. Taksni izometriji re¢emo
vijacni pomik vzdolz y-osi za kot ¢ = 90° in za vektor (0,1,0).

(b) Sedaj imamo izometrijo s predpisom

0 -1 0 x 1
m(z,y,z)=1{1 0 0 yl| + -1
0 0 —1| |z 0

Linearni del je tokrat zrcalni zasuk ¢ez ravnino z = 0 okoli osi € = (0,0, 1) za kot ¢ = 90°.
Translacijski del povzroci, da se ravnina zrcaljenja in os vrtenja vzporedno prestavita.
Preverimo lahko, da ima 7 natanko eno fiksno toc¢ko S(1,0,0). Gre torej za zrcalni zasuk
¢ez ravnino z = 0 okoli tocke S(1,0,0) za kot ¢ = 90°. O

Za konec zapisimo Se klasifikacijo izometrij evklidskega prostora. Glede na geometrijski
pomen loc¢imo Sest tipov izometrij.

1. Translacije:
Translacije so preslikave oblike
() =2+ad
za nek @ € R3. V tem primeru je Q = L.
2. Rotacije:

Rotacije okoli neke osi s smerjo € za kot ¢ € (0, 7] so preslikave oblike
7(Z) = R(€, )T + d,

kjer je vektor a pravokoten na smer osi €. Os vrtenja je mnozica fiksnih tock preslikave 7.

3. Vijacni pomiki:

Vijacni pomiki vzdolz neke osi s smerjo € za kot ¢ so preslikave oblike
7(Z) = R(€, )T + d,
kjer vektor @ ni pravokoten na smer osi €.
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4. Zrcaljenja:

Zrcaljenja Cez ravnine s smerjo normale 72 so preslikave oblike
(%) = Z(i)Z + d,

kjer je vektor a@ vzporeden normali 7.

5. Zrcalni zdrsi:

Zrcalni zdrsi ¢ez ravnine s smerjo normale 77 so preslikave oblike
7(Z) = Z(n)Z + d,

kjer vektor @ ni vzporeden normali 7.

6. Zrcalni zasuki:

Zrcalni zasuki Cez ravnine s smerjo normale 77 za kot ¢ € (0, 7] so preslikave oblike

(%) = Z(R)R(7, $)7 + d.
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