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6 Moc¢ mnozic

Naloga 6.1. Pri resevanju naslednjih nalog poleg samega odgovora ugotovite tudi,
za katere vrednosti parametrov k,m,n € N je odgovor veljaven. Pazite na to, ali so
dovoljene nic¢elne vrednosti, ali mora biti eden od parametrov manjsi od drugega ipd.

(a) Koliko je veckratnikov $tevila n med stevili 1,2,...,m?
(b) Koliko je veckratnikov stevila n med Stevili 0,1,2,...,m?
(¢) Koliko je veckratnikov Stevila n med Stevili k,k +1,...,m?

Naloga 6.2. Koliko je naravnih §tevil od 1 do 2021, ki:

(a) so deljiva s 4 ali z 9?7

(b) so deljiva s 4 in z 9?

(c) sodeljiva s 4 ali s 6?

(d) so deljiva s 4 in niso deljiva s 6?

(e) niso deljiva s 4 in niso deljiva s 67

(f) so deljiva z vsaj enim od Stevil 4, 6 ali 9?

(g) so deljiva s 4 ali 6 in niso deljiva z 9?

Naloga 6.3. Koliko je $tevil med 1 in 1000000, ki niso niti kvadrati niti kubi?

Naloga 6.4. V anketi je sodelovalo 32 Studentov. Iz njihovih odgovorov izvemo, da jih

* 18 zanima algebra,

e 20 zanima analiza,

e 22 zanima rac¢unalnistvo,

* 12 zanima algebra in ra¢unalnistvo,
* 12 zanima algebra in analiza,

* 19 zanima analiza in ra¢unalnistvo,

* 3 ne zanima nobeden od teh predmetov.

Dolocite stevilo Studentov, ki jih zanimajo vsi trije predmeti. Dolocite Stevilo Studentov,
ki jih zanima natanko eden od teh treh predmetov.
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Naloga 6.5. V razredu je 50 Studentov, ki pisejo test s tremi vpraSanji. Vsak od
Studentov je pravilno odgovoril na vsaj eno vprasanje. Recimo, da 12 Studentov ni
odgovorilo na prvo vprasanje, 14 na drugo in 10 na tretje. Predpostavimo Se, da je
25 studentov pravilno odgovorilo na vsa tri vprasanja. Koliko studentov je odgovorilo
pravilno na natanko eno vprasanje?

Naloga 6.6. Matriki, ki sestoji iz samih nicel in enic, pravimo 0-1 matrika.

(a) Koliko je 0-1 matrik velikosti n x n?
(b) Koliko je 0-1 matrik velikosti n x n, ki imajo v vsaki vrstici natanko eno enico?
(c) Koliko je 0-1 matrik velikosti n x n, ki imajo v vsakem stolpcu natanko eno enico?

(d) Koliko je 0-1 matrik velikosti n x n, ki imajo v vsakem stolpcu in vsaki vrstici
natanko eno enico? Takim matrikam pravimo permutacijske matrike.

(e) S pomocjo dobljenih rezultatov utemeljite, da velja n! < n™ < on’,
Naloga 6.7. Ce je A C B podmnozica s k elementi, pravimo, da je A k-podmnoZica B.
S Pi.(A) oznacimo mnozico vseh k-podmnoZic mnozice A:
Pi(A) ={BC A||B|=k}.

Binomski koeficient (}) definiramo kot mo¢ mnozice Py ([n]), kjer smo oznaéili [n] =
{1,2,...,n}. Povedano z besedami, (}) je $tevilo k-podmnoZzic mnoZice z n elementi.
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Pri resevanju naslednjih nalog izhajajte iz definicije binomskega koeficienta in ne upo-

rabljajte splosno znanega dejstva, da je (}) = #’_k),

(a) Dokazite, da velja Px([n]) = P,_r([n]). Za katere k in n je to res? Ali mora biti

k < mn, je lahko k = 0?
ny n
k) \n—k)

(c) Dokazite, da velja Py ([n]) = Pi([n —1]) + Pr_1([n — 1]). Za katere k in n je to res?
Ali mora biti k& < n, je lahko k = 0?

()= (") ()
0+ () ) =

Najprej zapiSite ustrezni izomorfizem mnozic, iz katerega zgornja enacba nepo-
sredno sledi.

(b) Dokazite, da velja

(d) Dokazite, da velja

(e) Dokazite, da velja

(f) Naj bo
I = {f: [k] = [n] | fjeinjektivna},
By = {f: [k] = [K] | fje bijektivna}.
Dokazite, da velja
Iy = By, x Pg([n]).
Od tod sklepajte, da velja

Naloga 6.8. Naj velja a,b € R, a < b. Dokazite: mnozica R, odprti interval (a,b),
zaprti interval [a, b] ter polodprta intervala [a, b) in (a,b] imajo enako mo¢.

oo
Naloga 6.9. Podajte bijekcijo med mnozico U [n?,n? 4+ n] in R.

n=1
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Naloga 6.10. Za naslednje mnozZice dokazite, da so Stevne:

(a) 1+N

(b) N+ N

(c) slika Stevne mnozice,

(d) podmnozica Stevne mnoZice,

(e) mnozica celih stevil Z,

(f) mnozica racionalnih stevil Q,

(g) kartezi¢ni produkt N* za katerikoli k € N,

(h) mnozica {A C N | |A| =k}, kjer k € N,

(i) mnozica vseh konénih zaporedij naravnih Stevil {(al, ... ay) € NF ’ ke N},
(j) mnozica konénih podmnozic naravnih tevil {A C N | |A| < No},

(k) mnozica vseh konénih nizov A*, kjer je abeceda A Stevna.

Naloga 6.11.

(a) Denimo, da je S neprazna mnozica z naslednjo lastnostjo: za vsako zaporedje
a: N — S obstaja x € S, da velja ¢ # a,, za vse n € N. Dokazite, da S ni stevna
mnoZica.

(b) S pomogjo prejénje tocke dokazite, da 2" ni stevna (kjer 2 = {0, 1}).

(c) Dokazite, da za vsako zaporedje realnih stevil (a,,),cn obstaja z € R, ki je razlicen
od vseh ¢lenov zaporedja. Od tod sledi, da R ni Stevna mnozica.

(d) Naj bo A mnozica, ki ni §tevna, in B C A Stevna podmnozica. Dokazite, da A\ B
ni Stevna.

Naloga 6.12. Dokazite sledece (ne)enakosti.

(a) |N| < |2V|
(b) [2] = |NY|
(©) 2] = [R]

Namig: |2"| < |R| dokaZete tako, da poiséete injektivno funkcijo 2V — R, ter |R| < |2V]
tako, da poiséete injektivno funkcijo R — P(Q) in upostevate P(Q) = 2Q =~ 2N,

@ [RY| =R
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