Analiza 1: 1. kolokvij
2. 12. 2021

Naloga iz teorije (20 tock)

Za vsako od spodnjih trditev v pripadajoc¢i kvadratek ¢itljivo oznaci, ¢e je trditev pravilna P

oziroma napacna N .

Ce ne ves, pusti kvadratek prazen, ker se nepravilni odgovor steje negativno!

o

Obstaja zaporedje, ki ima za stekaliS¢a natanko vsa cela Stevila.

Obstajata z,y € R, da je |x —y| > |z| + |y|.

Mnozici Z in Q x Q sta ekvipolentni.

Polinom 22°2! — 1 ima 1010 nicel z lastnostjo Im(z) > 0.

Ce obstaja maksimum mnozice A C R, obstaja tudi inf(—A).

Naj bo A Dedekindov rez. Potem je tudi {/a | a € A} Dedekindov rez.

Za vse z € C\ {0} velja Arg(rz) = Arg(z).

Stevilo a € R je zgornja meja mnozice A C R, ¢e obstaja = € A4, da je = < a.

Ce ima zaporedje kompleksnih §tevil eno samo stekalisée, potem je konvergentno.
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Naj bo (an)nen zaporedje realnih Stevil. Ce obstaja limita lim, . a2, potem obstaja
tudi limita lim,,_, o ay,.

=

Tockovanje.

e Vsak pravilni odgovor: 2 tocki.
e Prvi nepravilni odgovor: 0 tock.

e Vsak nadaljnji nepravilni odgovor: —2 tocki.



1. naloga (10 tock)

Poisci vsa realna stevila, ki zadoS¢ajo neenacbi
Ltlz—1] 1.
1—|z—1] =

Resitev. Neenakost ni definirana, kadar je 1 — |x — 1| = 0, tj. kadar je |z — 1| = 1, tj. Ce je
z € {0,2}. Neenakost je torej smiselno obravnavati le v primeru xz ¢ {0,2}. V tem primeru jo
lahko mnozimo s pozitivnim §tevilom (1 — |z — 1])? in dobimo ekvivalentno neenakost

(L +fe =)~ |z —1]) < (1~ |z - 1))%,

kar se poenostavi v
0<|z—1P = |z -1 =]z —1|(Jz — 1| = 1).

Stevilo = = 1 oéitno zadod¢a neenakosti. Za x # 1 pa je | — 1| pozitivno stevilo in zato lahko z
njim delimo. Dobimo neenakost
1< |z -1,

ki velja natanko tedaj, ko je x < 0 ali x > 2. Mnozica resitev je zato

R = (—00,0) U{1} U(2,00).

Opomba. Mozno je tudi reSevanje z obravnavo primerov.

Tockovanje.

¢ Definicijsko obmocje: 2 tocki.
e Razmislek/obravnava primerov: 6 tock.

e Mnozica resitev: 2 tocki.



2. naloga (15 tock)

Pokazi, da je stevilo /2" — 1, n > 2, iracionalno in izracunaj lim, o, v/2" — 1.

Resitev. Denimo, da je {/2" — 1 racionalno $tevilo. Potem ga lahko zapisemo kot okrajsan

ulomek a
Vo 1=
b?
kjer sta a,b € N. Od tod sledi
a=0b"(2" - 1).

Ce je p prastevilo, ki deli b, mora torej deliti tudi a. Toda a in b sta tuji stevili, zato je to
mogoce le, ¢e b nima nobenega prastevilskega delitelja. Torej je b = 1. Od tod sledi, da je

a=2" -1 < 2"
Torej mora biti @ < 2 in zato a = 1. Dobimo, da je 2" = 2 in zato n = 1. Protislovje.

Limito lahko izracunamo takole:

lim /27 —1 =2 lim (1 —27")n = 2¢imnoo(=27")5 = 260 — 9,
n—oo

n—o0

Tu smo med drugim uporabili pravilo, ki smo ga povedali na vajah: ¢e je lim, o a, = 1 in

lim,, o b, = 00, potem velja
lim af{b =e
n—oo

limyn— oo (an—1)bn

Opomba. Mozni so Se Stevilni drugi nacini izracuna limite.

Tockovanje.

Zapis v obliki okrajSanega ulomka: 3 tocke.

Razmislek, da mora biti b = 1: 4 tocke.

Izpeljava protislovja: 3 tocke.

Izrac¢un limite: 5 tock.



3. naloga (20 tock)

Podana sta polinoma z realnimi koeficienti

n n
p(z) =) a2 ing(z) =) apz"F,
k=0 k=0

kjer je a, = ag = 1.

a) Pokazi, da za o € C\ {0} velja p(a) = 0 natanko tedaj, ko je ¢ (%) = 0.

b) Najbo p = ¢ in naj za a € C\R velja p(a) = 0. Dokazi, da obstaja 8 € C\R z lastnostma
p(B)=0ina-p=1.

c¢) Poisci par nicel iz tocke b) za polinom p(z) = 2% + 22 + 1.
Resitev. Preverimo vsako tocko posebe;j:

a) Pogoj p(a) = 0 je ekvivalenten zahtevi, da je

n
Z akak = 0.
k=0

Ce delimo z o™, dobimo ekvivalentno enakost

n
Z apa =0
k=0

oziroma

kar pomeni, da je q(é) =0.

b) Ce je p(a) = 0, je treba pokazati, da je

prav tako ni¢la polinoma p. Po tocki a) iz dejstva, da je a ni¢la polinoma p, sledi, da
je tudi é nicla. Ker pa je p polinom z realnimi koeficienti, kompleksne nicle nastopajo v
konjugiranih parih, zato od tod sledi, da je tudi 8 njegova nicla.

c¢) Taki nicli sta npr.
a=pf=¢3.

V tem primeru namrec velja
4mi 2

pla) =p(B) =es —1—6%4_1:0

in pa

Tockovanje.

e Tocka a): 8 tock.
e Tocka b): 7 tock.
e Tocka c): 5 tock.



4. naloga (20 tock)

Naj bo A mnozica vseh divergentnih zaporedij (an)nen, ki zadoscéajo rekurzivni zvezi

7 3

an+2 = ian—l—l - ian-

Konstruiraj injektivni preslikavi f: A — R? in g: R? — A ter s tem pokazi, da gre za ekvipo-
lentni mnozici.

Resitev. Rekurzivna zveza ima karakteristicno enac¢bo

2_ 7,3
q = 2‘1 9
z niclama ¢ = 3 in ¢ = % Resijo jo torej vsa zaporedja oblike
a,=C-3"+D-27",

kjer sta C, D € R poljubni konstanti. Opazimo lahko, da so zaporedja take oblike divergentna
natanko tedaj, ko je C' # 0. Definiramo lahko torej bijektivno! preslikavo ® : (R\ {0}) xR — A,

O(C,D) = (C-3"+ D 2")pen.

Dovolj bo torej poiskati injektivni preslikavi F' : (R\ {0}) x R — R? in G : R? — (R\ {0}) x R.
Takih preslikav je veliko, izberemo lahko npr. (o¢itno injektivni)

F(z,y) = (z,y) in Gz,y)=(e"y)
Iskani injekciji f: A — R?in g: R?2 — A sta potem f = Fo® ! ter g = ®oG.
Opomba. Preslikavi f in g lahko zapiSemo tudi direktno brez uporabe ®.

Tockovanje.

e Resitev rekurzije: 5 tock.

e Pogoj za divergenco: 2 tocki.

Korespondenca med zaporedji in pari: 3 tocke.

Injekcija (R\ {0}) x R — R?: 4 tocke.

Injekcija R? — (R \ {0}) x R: 6 tock.

!Preslikava ® je ocitno surjektivna, saj v njeni sliki lezi vsako zaporedje (C-3"+ D -27")sen, za katero je
C # 0. Je pa tudi injektivna: ¢e namreé¢ velja ®(C1, D1) = ®(Cs, D2), od tod sledi 3Cy + %Dl =3Cy + %Dz ter
9C + iDl =9Cs + iDg. (Zaporedji sta namre¢ enaki, kadar imata enake ¢lene.) Ce drugo ena¢bo mnozimo z 2
in od nje odstejemo prvo, dobimo 15C7 = 15C; in zato C; = Cs, od tod pa potem enostavno sledi tudi D; = Ds.



5. naloga (15 tock)

Naj bosta (a,) in (b,) omejeni zaporedji. Dokazi, da velja

liminf a,, + lim sup b,, < limsup(a,, + b,,) < limsup a,, + lim sup b,,.
n—oo n—00 n—00 n—00 n—00

Poiséci primer dveh zaporedij, za kateri v zgornji zvezi veljajo strogi neenacaji.

Resitev. Kljucno je dokazati drugo neenakost. Pokazimo namre¢, da prva neenakost sledi iz
nje (mozen je sicer tudi obraten sklep). Pisimo A,, = a, + b, in B, = —a,. Potem iz druge
neenakosti sledi

limsup(A4,, + By) < limsup A,, + limsup B,,

n—00 n—00 n—00
kar pomeni, da je
limsup(b,) < limsup(a, + b,) + limsup(—ay,).

n—o0 n—o0 n—o0

Upostevamo Se, da je limsup,, ,.(—a,) = —liminf,,_, a, in dobimo

lim inf a,, + lim sup(b,,) < limsup(a, + by,).

n—00 n—00 n—00

Dokazati moramo torej le Se drugo neenakost, to pa lahko storimo na mnogo nacinov.
Prvi nacin. PiSemo lahko:

limsup(a, + b,) = lim sup(ax + bg) < lim supag + lim sup by = limsup a,, + limsup b,,.

Tu smo uporabili trditev s predavanj, da za poljubno omejeno zaporedje (x,), velja

limsup x,, = lim sup xy,
n—o00 n—o0 k>n

dejstvo, da je limita vsote enaka vsoti limit, in pa opazko, da je

sup(ag + bg) < sup ag + sup bg.
k>n k>n k>n

Slednje bi lahko preverili neposredno, sledi pa tudi iz naloge 17.b) iz prvega sklopa vaj?.

Drugi nacin. Za vsako stekalisce zaporedja obstaja podzaporedje, ki k njemu konvergira. Izbe-
rimo torej podzaporedje (ag, + b, )n zaporedja (a, + by)n, ki konvergira k lim sup,,_, o (an + by,).
Nato izberimo podzaporedje (ay,, )n zaporedja (ag, )n, ki konvergira k limsup,, . ag, in podza-
poredje (b, )n zaporedja (b, )n, ki konvergira k limsup,,_, b;,,. Podzaporedje konvergentnega
zaporedja je konvergentno zaporedje z isto limito, limsup pa se s prehodom na podzaporedje
kve¢jemu zmanjsa, zato velja:

limsup(an+by) = lim (am, +bm,) = lim anp, + lim by, = limsup ag, +limsup b;, < limsup a,,+limsup b,.
n—00 n—00 n—o0 n—00 n—00 n—00 n—00 n—00

Tretji nacin. Pisimo a = limsup,,_, . an, b = limsup,_,. b, in p = limsup,,_, . (a, + by).
Naj bo € > 0. Po trditvi s predavanj potem obstaja le konéno mnogo indeksov n, za katere je
a, > a+ €, in le konéno mnogo indeksov n, za katere je b, > b+ €. Od tod sledi®, da le za
konéno mnogo indeksov n velja a, + b, > a + b+ 2¢, kar pa pomeni, da je a + b+ 2¢ > p. Ker
slednja neenakost velja za poljuben e > 0, lahko sklepamo, da je a + b > p.

2Ce pisemo A = {ax, | k > n}in B = {bx | k > n} ter X = {ap +bx | k > n}, velja X C A+ B in zato
sup X < sup(A+ B). Torej je supys,(ar +br) =sup X < sup(A+ B) = sup A+ sup B = supy~.,, @k + Supy>,, bk.-

3Naj bo A C N mnozica vseh indeksov n z lastnostjo a, > a + ¢, B C N mnozica vseh indeksov n z lastnostjo
bn > b+ ¢ in X C N mnozica vseh indeksov n z lastnostjo a, + b, > a + b + 2¢. Potem velja X C AU B. Naj bo
namre¢ n indeks z lastnostjo a, + b, > a + b+ 2¢. Denimo, da n ¢ AU B. Potem je a, < a+€in b, < a+ € ter
zato an + by, < a4+ b+ 2¢, to pa je v protislovju s predpostavko, da je n € X.



S tem je druga neenakost dokazana. Oglejmo Se primer zaporedij, kjer veljajo stroge neenakosti:
1
ap =1+ (-1)" in b, = 5(1 —(=™).

Tu ima zaporedje (ay)y stekaliséi O in 2, zaporedje (by,)y pa stekalisci 0 in 1. Njuna vsota ima
splosni ¢len a, + b, = % + %(—1)” in stekalisci 1 in 2. Torej res veljajo zelene neenakosti:

lirginfan + limsupb, =0+ 1 =1 < limsup(a, + b,) = 2 < limsup a,, + limsupb, =2+ 1= 3.
n o

n—o0 n—oo n—oo n—oo

Opomba. V nekaterih resitvah sem zasledil besedno zvezo “limita supremuma”, zato bi Se
enkrat opozoril, da lim sup ni limita supremuma, ampak zgornja limita. Supremum zaporedja
je Stevilo, zato bi besedna zveza “limita supremuma” najverjetneje pomenila limito konstantnega
zaporedja, katerega splosni ¢len je enak supremumu; ta limita je potem kar enaka supremumu
zaporedja, to pa ni tisto, kar tu zelimo obravnavati*. Zgornja limita je najvecje stekalisce
zaporedja, supremum pa je najmanjSa zgornja meja njegovih c¢lenov, kar sta precej razlicna
pojma, zato reSitve, ki so se ukvarjale s slednjim, niso prinesle veliko tock.

Tockovanje.

e Druga neenakost: 7 tock.
e Prva neenakost: 4 tocke.

e Primer zaporedij: 4 tocke.

4Kar je res, je to, da je limsup enak supremumu mnozice stekalisé. Res je tudi, da je limsup enak limiti
zaporedja, katerega ¢leni so supremumi ¢lenov zaporedja od nekje naprej, tj. limsup,,_, ., @n = liln o0 SUPy>.,, Gk,
vendar tudi to ni “limita supremuma”, kve¢jemu limita zaporedja toéno dolo¢enih supremumov. Podobno velja
za liminf, ki je spodnja limita in ne “limita infimuma”. Mogoce te zmede ne bi bilo, ¢e bi namesto lim sup
konsistentno pisali lim, kar je & ena pogosta oznaka za zgornjo limito; sta pa obe oznaki sploéno sprejeti v
literaturi, zato je v vsakem primeru dobro poznati obe. (Namesto lim inf se uporablja tudi lim.)



