Izbrana poglavja iz matematike

Kolobarji polinomov

(1) Resi v obsegu kompleksnih stevil dane enacbe in nato skiciraj resitve:

(a) 2* =1,
(b) 2 =1,
(c) 2 = 4i,
(d) 2* =i

Resitev: Za poljubno nenic¢elno kompleksno stevilo a ima enacba
2"=a
natanko n razlicnih kompleksnih resitev, ki jim re¢emo n-ti koreni stevila a.
(a) I¢emo reditve enacbe 2% = 1. Pigimo z = |z[e*®. Sledi
|Z‘3€i3¢ —1- eiQkﬂ.

Vidimo, da je:

‘Z‘ =1,
2k
=3
Ker nas zanimajo polarni koti ¢ € [0,27), pridejo v postev samo k € {0, 1,2}. Resitve

enacbe so
2kmi

z=e3 , ke{0,1,2}

Eksplicitno so to stevila:

20:1,

/3
21:——4‘27;
z ————iﬁ
T2 o

Geometrijsko so refitve enacbe 23 = 1 oglis¢a enakostrani¢nega trikotnika, leZijo pa na
enotski kroznici.
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(b) Pois¢imo sedaj reitve enacbe 2° = 1. Spet pisimo z = |z]e*. Sledi
|2[665i6 — 1 . i

Vidimo, da je |z] =1 in ¢ = %” V postev pridejo k € {0,1,2,3,4,5}. Resitve enacbe

kmi

z=e3, ke{0,1,2,3,4,5}.

so oglisca enakostrani¢nega Sestkotnika.
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Opomba: Za splosen n tvorijo n-ti koreni enote oglisc¢a enakostrani¢nega n-kotnika. Eno
izmed oglis¢ je zmeraj zg = 1. Ce je n lih, je to hkrati tudi edini realni koren enacbe
z" =1. Ce je n sod, pa je realen Se zn = —1.

(c) Resitvi enacbe z? = 44 sta kvadratna korena Stevila 4i. Velja
4i = 4 . ei(5+2km)
Ce pisemo z = |z|e’®, mora torej veljati
|2|2e%% = 4. et(5+2km)
Sledi |z| =2 in ¢ = T + k7w za k € {0,1}. Resitvi enacbe sta

=26 (FH7) ke {0, 1}.
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(d) Resimo Se enacbo 2* = i. Ce pisemo z = |z|e®, dobimo

‘Z‘4ei4¢ 1. ei(g-i-%w).



0Od tod dobimo:

’Z|:17
T km
=5t

za k € {0,1,2,3}. Resitve enacbe so torej

5= (3H5) ke f0,1,2,3}.

Resitve enacbe tokrat tvorijo oglis¢a kvadrata in lezijo na enotski kroznici.

zavrten za kot T glede na koordinatne osi.
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Kvadrat je

Opomba: n-te korene kompleksnega Stevila a dobimo tudi na naslednji na¢in. Ce piSemo

i io . : v
a = lale®®, je zo = {/|alen eden izmed n-tih korenov Stevila a. Preostale n-te korene
dobimo, ¢e zp pomnozimo z n-timi koreni enote. Vidimo, da n-ti koreni stevila a dolo¢ajo
oglis¢a enakostranicnega n-kotnika, ki lezi na kroznici s sredisc¢em v 0 in s polmerom {/|al.

Glede na standardni n-kotnik korenov enote je ta n-kotnik zavrten za kot %

Resi v obsegu kompleksnih stevil enacbi:

(a) 22 —2iz —2 =0,

(b) 2 — (1 —4i)z —5—5i = 0.

Resitev: (a) Resujemo kompleksno kvadratno enacbo

22 —92iz—2=0.

]

Podobno kot pri realnih enacbah ima tudi ta enacba dve resitvi, ki ju lahko izracunamo

z uporabo znane formule

24 \/(—2i)2+8 242
2 2

212 =
Resitvi kvadratne enacbe sta torej:

21:14—7:,

(b) Resujemo kompleksno kvadratno enacbo

22— (1 —4i)z—5—5i=0.



Njeni resitvi sta

1—4it/(1—-4)+45+5i) 1—-4i+/5+12
2 B 2 ’

212 =
Kvadratni koren v/5 + 12¢ moramo sedaj izracunati v kompleksnem. Recimo, da ra¢unamo

koren kompleksnega Stevila z = |z|(cos¢ + ising). Ce je z # 0, ima z dva kvadratna
korena, ki sta dolocena z izrazom

Vz =%/|z[(cos g +isin g).

To stevilo lahko natanc¢no izracunamo z uporabo trigonometri¢nih formul:

1
cos = £y [ 1€
2
1_
L [locos¢
2

Predznaka izberemo z upostevanjem kvadranta, v katerem lezi stevilo z.
V nasem primeru je |z| = /25 + 144 = 13 in cos ¢ = % = 1% Ker stevilo z lezi v prvem
kvadrantu, bomo obakrat vzeli predznak plus, da dobimo:

[1+2 /9
COS%Z 213: E,
[1-2 4
sin%z 213: 3

V5 + 121 = wm\/g + z'\/%) = +(3+2i).

Resitvi kvadratne enacbe sta torej:

sin

[S]psS

Od tod sledi, da je

z1:2—z',

29 = —1— 3.

Poisci nicle danih polinomov:
(a) p(x) =23+ 2+ 1 v Zsz],
(b) p(x) =323 —4a? —x + 4 v Zs|x].
Resitev: (a) Preverimo lahko, da je p(0) = p(1) = 1, kar pomeni, da p nima nicel.
(b) Sedaj lahko uganemo, da je p(2) = 0. Z deljenjem pridemo do oblike
p(z) =32° —42® — 2+ 4 = (x — 2)(32* + 22 + 3).

Za polinom k(z) = 3x* + 2x + 3 lahko preverimo, da nima nicel v Zs. Torej je z = 2 edina
nicla polinoma p. [
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Pois¢i nicle polinoma 2P — x v Z,[z], Ce je p prastevilo.

Resitev: Poglejmo najprej primere p =2, p=3inp=>5:

v — 2 =x(r—1),

=22 —1)=2(x—1)(r—2),

??—r=z(x—-D)(x+1)@*+1) =2 —1)(z —4)(z — 2)(x — 3).
V teh treh primerih vidimo, da ima polinom 2 — x nad Z, nicle {0,1,2...,p — 1}. Za
poljubno prastevilo p pa to sledi iz malega Fermatovega izreka, ki pravi, da za vsak x € Z

in vsako prastevilo p velja
2P = z(mod p).

To pomeni, da imamo v Z,[z] faktorizacijo
2 —r=xx—-1)(z—-2)...(x —p+1).
O

Naj bo F obseg in p € F[x] polinom stopnje n > 1. Pokazi, da ima polinom p najve¢ n
nicel.

Resitev: Trditev bomo dokazali z uporabo indukcije na stopnjo n. Denimo najprej, da je
p(z) = kx + n € F[z] polinom stopnje ena. Ce sta a,b € F' nicli polinoma p, je:
ka+n = kb+ n,
ka = kb.
Po privzetku je k € F' neniceln element, zato lahko zgornjo enacbo pomnozimo z njegovim
inverzom, da dobimo a = b. Torej ima p kvec¢jemu eno niclo.

Predpostavimo sedaj, da ima vsak polinom v F[z] stopnje n najve¢ n nicel in vzemimo
poljuben p € F[z| stopnje n + 1. Pokazati zelimo, da ima p najve¢ n + 1 nicel.

Ce p nima nicel, ni kaj dokazovati, zato privzemimo, da je p(a) = 0 za nek a € F. Ker
gledamo polinome s koeficienti v obsegu, obstaja natanko dolo¢en polinom k stopnje n,
da velja

p(z) = (= a)k(z).
Za poljubno ni¢lo b polinoma p potem od tod sledi, da je

p(b) = (b—a)k(b) = 0.

Ce je b # a, lahko od tod sklepamo, da je k(b) = 0. Po indukcijski predpostavki pa od
tod sledi, da ima p lahko najvec¢ n nicel, ki niso enake a. Skupaj z a pa ima lahko najvec
n + 1 nicel. [

Poisci polinom p € K[z| stopnje n z ve¢ kot n niclami.
Resitev: Vzemimo na primer kvadratni polinom p € Zg[z] s predpisom
p(@) = (x+1)(z +2) =2* + 3z + 2.

Preverimo lahko, da je p(1) = p(2) = p(4) = p(5) = 0, kar pomeni, da ima p Stiri nicle.
Razlog je v tem, da ima kolobar Zg delitelje nica. Il
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Pokazi, da je produkt primitivnih polinomov primitiven polinom.

Resitev: Polinom a(x) = a,z™ + ap_12" ' + ... + a1z + ag € Z[z] je primitiven, Ce je
ged(ag, ay,...,a,) = 1. To pomeni, da je najvecji skupni delitelj njegovih koeficientov
enak 1. Denimo sedaj, da sta:

1
a(x) = apz"™ + ap_ 12" 4 ...+ a1 + ap,

b(x) = bpa™ + b1 2™ . by + by

primitivna polinoma in izberimo poljubno prastevilo p. Ker sta a in b primitivna, obstajata
koeficienta a; in b;, ki nista deljiva s p. Privzamemo lahko, da sta to koeficienta z najmanj-
sima indeksoma, ki nista deljiva s p, kar pomeni, da p deli ag, ay, ..., a;—1,b0,01,...,b0;_1.
Produkt polinomov a in b je polinom ¢(x) = ¢,mz™ ™ 4+ ... + 12 + ¢, kjer je

C = aobk + albk_l + ...+ ak_lbl + akbo.
Ce vzamemo k = i + j tako dobimo
Civj; = aObi—i-j + albi+j_1 + ...+ ai_lbjﬂ + aibj + CLZ'+1bj_1 + ...+ ai+jb0.

V zgornji vsoti so vsi Cleni razen clena a;b; deljivi s p. Posledi¢no od tod sledi, da p ne
deli ¢;45, kar pa pomeni, da je tudi ¢ primitiven polinom. [

Dokazi Gaussovo lemo: Polinom p(x) € Z[z| je razcepen v Z[z| natanko takrat, ko je
razcepen v Q|x].

Resitev: Polinom p € K|x] je razcepen, ¢e ga lahko faktoriziramo v obliki p(z) = p1(z)p2(z),
kjer sta pi,ps € K[x] nekonstantna polinoma. Ce je p nekonstanten polinom, ki ga ne
moremo razcepiti, re¢emo, da je nerazcepen.

Ce je polinom p razcepen v Z[z], je jasno razcepen tudi v Q[z], zato moramo dokazati
samo implikacijo v obratno smer. Pa denimo, da lahko polinom p € Z[z] faktoriziramo v
obliki p = p1ps, kjer sta p1, p2 € Q[z]. Koeficienti polinomov p; in ps so racionalna sStevila.
Ce oznac¢imo s C; in C, najmanjSa skupna veckratnika vseh imenovalcev koeficientov
polinomov p; in py, bosta imela polinoma p; = Cp; in ps = Cypy celostevilske koeficiente.
Tako dobimo enakost
C1Cap = p1po.

Iz obeh polinomov na desni lahko izpostavimo najvecja skupna delitelja vseh koeficientov,
da dobimo faktorizacijo py = Dip; in po = Dsp,, kjer sta sedaj p; in p, primitivna
polinoma. Podobno lahko tudi polinom p zapiSemo v obliki p = Dp, kjer je polinom p
primitiven. Tako dobimo enakost

C1C3Dp = D1p Dapy, = D1 Dyppy.

Po prejsnji trditvi je polinom p;p, primitiven, od koder dobimo enakost

C1CyD = D1 Do,
kar pa pomeni, da je stevilo D = % celo. Tako dobimo faktorizacijo

p = Dp = Dp,p,.

Ce s konstanto D pomnozimo enega izmed polinomov na desni, dobimo iskani razcep
polinoma p v Z[z]. O
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Ugotovi, ali sta dana polinoma nerazcepna v Q[z]:

(a) p(x) = z* +4,

(b) p(x) =2t — 223 + z + 1.

Resitev: (a) Za¢nimo s polinomom p(z) = z* + 4. Njegove nicle so resitve enacbe
ot = —4,

kar pa so ravno cetrti koreni stevila —4. To pa so Stevila
{1+i,1—d,—1+1i,—1—1i}.

Vsak par konjugirano kompleksnih ni¢el nam da en nerazcepen kvadratni faktor. Tako
dobimo

gt td=(r—(1+0)(z—(1—i)(z—(=1+0)(z— (=1—1i)) = (2* — 20+ 2)(2* + 27 +2).

Polinom p je torej razcepen v Q[z] in Z[z] kot produkt nerazcepnih kvadratnih faktorjev.

(b) Preverimo lahko, da polinom p(x) = 2? — 2% + 2 + 1 nima racionalnih nicel. Ce bi
bil razcepen, bi torej moral biti produkt kvadratnih faktorjev oblike

p(z) = 2*—22° +2+1 = (2> +ar+b)(2* +cr+d) = 2*+(atc) 2 +(b+-d+ac)r?+(ad+be)z+bd.

Od tod dobimo sistem enach:

a+c= -2,
b+d+ac=0,
ad+ bc =1,
bd = 1.

Po Gaussovi lemi lahko predpostavimo, da so a, b, c,d € Z. 1z zadnje enacbe potem sledi,
dajeb=d=1ali pab=d= —1. Ko to vstavimo v tretjo enacbo, dobimo a + ¢ = +1,
kar pa ni kompatibilno s prvo enacbo. Od tod sklepamo, da je polinom p nerazcepen v
Q[z] in Zlx]. O

Dokazi Eisensteinov kriterij: Naj bo a(z) = a2 + ap_12" ' + ... + a1z + a¢ € Z[z] tak
polinom, da obstaja prastevilo p, da p | ag,p | a1,...,p | @n_1, p 1 an in p? { ag. Potem

je a nerazcepen v Q[z]. Nato za vsako naravno Stevilo n konstruiraj nerazcepen polinom
stopnje n v Q[x].

Resitev: Denimo, da lahko polinom a razcepimo v obliki
a(x) = apt" + a1 2" aw +ag = (bpa" + .. F b+ by)(csxt ..+ e+ o),

kjer sta r, s < n. Po Gaussovi lemi lahko privzamemo, da so koeficienti obeh faktorjev na
desni cela stevila. Prosti ¢len produkta obeh faktorjev je enak

ap = boCO.
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Po predpostavki p | ag in p® { ag. Torej p deli natanko eno od Stevil by in ¢y. Privzamemo
lahko, da p | by in p { cy. Ce pogledamo koeficienta pri linearnih ¢lenih na obeh straneh,
dobimo enakost

a; = boCl + blco.

Po predpostavki p deli ¢lena ay in byc;. Ker p ne deli ¢y, mora torej deliti tudi b;. Pri
kvadratnih ¢lenih sedaj dobimo enakost

a9 = b002 + b101 + bQCO.

Podobno kot prej sklepamo, da mora p deliti stevilo b,. Isti sklep lahko sedaj ponavljamo,
da dobimo, da so vsi koeficienti by, by, . .., b,_1 deljivi s p, dokler ne pridemo do ¢lena

Ap — bocn + blcn_l + ...+ bn_lcl + anO-

Ker sta stopnji faktorjev manjsi od n, je b, = 0, kar pomeni, da je desna stran deljiva s
p. To pa je v protislovju s predpostavko, da p ne deli a,,. Od tod sledi, da je polinom ¢
nerazcepen.

Z uporabo Eisensteinovega kriterija lahko preprosto konstruiramo nerazcepne polinome v
Q[z]. Polinom
q(z) =2" +2

je na primer nerazcepen v Q[z] za vsak n € N. ]

Pokazi, da je polinom ¢(x) = 2P~! + 2P=2 + ... + x + 1 nerazcepen v Q[z] za poljubno
prastevilo p.

Resitev: Za dokaz nerazcepnosti polinoma ¢ bomo uporabili Eisensteinov kriterij. Najprej
opazimo, da je
P —1

r—1"

) =2t aP P ot l=

Definirajmo sedaj polinom r(z) = ¢(z + 1). Polinom r je potem nerazcepen natanko
takrat, ko je nerazcepen polinom ¢q. Eksplicitno lahko izracunamo, da je

(w+1p—1 @+ + (et xp1+(p>ffp1+. . .+< !

r(z) =

(z+1)—1 x p—1
Ker je p prastevilo, so vsi binomski koeficienti (Z) = W zak=1,....p—1
deljivi s p, medtem ko prosti ¢len (pf 1) = p ni deljiv s p?. Po Eisensteinovem kriteriju je
torej polinom 7 nerazcepen. Il

PoiS¢i vse nerazcepne polinome stopnje najveé¢ 3 v kolobarju polinomov Zs|x].

Resitev: Najprej nastejmo vse nekonstantne polinome stopnje najve¢ 3 s koeficienti v Zs:

stopnja 1: z,z + 1,
stopnja 2 : 2+t 1,22 e+ 1,

stopnja 3 : Bt e+ L e+ L e+ 1

)
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Polinom stopnje najve¢ 3 je nerazcepen natanko takrat, ko nima nicel. Z uporabo tega
dejstva lahko preverimo, da so v kolobarju Zs[z| nerazcepni naslednji polinomi:

stopnja 1: x,xz + 1,
stopnja 2 : 2%+ x + 1,
stopnja 3 : 2% + 2% + 1,2° + o + 1.

Opomba: Nerazcepne polinome je tezko najti, obstaja pa vsaj eden nerazcepen polinom

poljubne stopnje n > 1. Natanc¢no stevilo nerazcepnih polinomov lahko izracunamo z
uporabo Mobiusove funkcije

1 in=1,
u(n)=4< 0 ; n je deljiv s kvadratom nekega prastevila,
(—=1)* ; n je produkt k razliénih prastevil.

Izrek. Stevilo nerazcepnih polinomouv v Zy|z] stopnje n je enako

Ny(n) = P S et

dln

V primeru, ko je p = 2 in n prastevilo, tako dobimo

p(n) = 2n_2-

n

Naj bo p liho prastevilo.
(a) Pokazi, da tvori mnozica nenifelnih kvadratov v Z, grupo za mnozenje moci 21,
(b) Pokazi, da je polinom z? + 1 nerazcepen v Z,[z] natanko takrat, ko je p oblike

p =4k + 3.

Resitev: (a) Za obcutek si najprej poglejmo mnozice nenicelnih kvadratov v nekaterih
majhnih obsegih:

Zg . {1},
ZB : {17 4}a
Z7:{1,2,4},
le : {1, 3, 4, 5, 9}
Opazimo lahko, da tvorijo te mnozice grupe za mnozenje moci p%l. Da bi to formalno

pokazali, definirajmo za vsako prastevilo p homomorfizem grup s : Z; — Z, s predpisom
s(x) = z~.

Da je to res homomorfizem, sledi iz komutativnosti mnozenja v Z,. Iz splosne teorije sledi,
da je slika tega homomorfizma podgrupa v Z;, ki pa se ravno ujema z mnozico nenicelnih
kvadratov. V jedru tega homomorfizma so stevila z, ki zado$éajo enacbi 22 = 1. To pa je
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kvadratna enacba v Z,, ki ima resitvi z = £1. Jedro je torej grupa z dvema elementoma,
od koder pa sledi, da je moc slike ravno 7%1.

(b) Sedaj bomo pokazali, da je polinom z* + 1 nerazcepen v Z,[z] natanko takrat, ko je
p oblike p = 4k 4+ 3. V ta namen si poglejmo enacho

Pt —1=0

v Z,. Pokazali smo Ze, da so resitve te enacbe natanko vsi nenicelni elementi Z,.

Ce je prastevilo p oblike p = 4k + 1, pa lahko to enac¢bo faktoriziramo v obliki
P — 1= (2 — 1)(2* 4+ 1).

Mo¢ grupe nenicelnih kvadratov je ;%1 = 2k. Ce je torej stevilo z € Z,, kvadrat, je 22k =1,
kar pomeni, da vsi kvadrati zado$¢ajo enacbi 22 = 1, vsi nekvadrati pa enacbi 22¢ = —1.
V posebnem od tod sledi, da je za poljuben nekvadrat x $tevilo 2* ni¢la polinoma 2 + 1.

Denimo sedaj, da je p oblike p = 4k + 3 in da je 2 + 1 razcepen. Potem obstaja x € Z,,

da velja 22 = —1. Posledi¢no potem za ta z velja

1 = gl = g2 o ()24 (L2l o
kar pa nas privede v protislovje. O
[zracunaj kvocienta in ostanka pri deljenju polinoma p s polinomom g¢.

(a) px) =25+ 2% — 2% —z in q(x) = 2> + x v Zs[x],
(b) p(x) =2 —2* +x+41in q(z) = 22° +  + 1 v Zs|x].

Resitev: Deljenje polinomov ima podobne lastnosti kot celostevilsko deljenje celih Stevil.
To nam zagotavlja naslednji izrek.

Izrek. Najbo F obseg inp,q € F[z]| poljubna polinoma. Potem obstajata enolicno dolocena
polinoma k,r € F[z], kjer je deg(r) < deg(q), da velja

p(x) = k(z)q(x) +r(z).

Polinomu k re¢emo kvocient, polinomu r pa ostanek pri deljenju polinoma p s polinomom
q. Kvocient in ostanek izracunamo s postopkom, ki ga poznamo iz srednje Sole.

(a) Velja
2 2P — 2t — =222 +2) + (2% + 1),

zato je k(z) = 2% in r(z) = 2? + z. Pri tem primeru moramo biti pozorni, da ra¢unamo
nad obsegom Zs, kar pomeni, da je na primer x = —z, 22 = —22, 20 = 0 itd.

(b) Ko rac¢unamo kvocient polinoma p(z) = 2° —2* 4+ 2 +4 s polinomom ¢(z) = 22* +z+1

v Zs|z], moramo upostevati, da v obsegu Zs velja 27! = 3. Tako dobimo
2’ — 2 fr4+4=(322+3)(22° + 2+ 1) + (22® + 3z + 1)
in k(x) =322 + 3 ter r(z) = 22% + 3x + 1.

Opomba: V kolobarjih polinomov K[z], kjer K ni nujno obseg, zgornji izrek ne velja.

(1) Ce na primer izberemo polinoma p(z) = 2?+1 in ¢(z) = 2v+3 v Z[z], iskana polinoma
k in r ne obstajata. Razlog je v tem, da stevilo 2 nima obratne vrednosti v celih Stevilih.

10
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(2) Ce pa izberemo p(z) = 42® + 8 in q(z) = 4o + 8 v Zis[z], pa lahko preverimo, da
je r(z) = 0, kot kvocient pa lahko dobimo ve¢ moznosti. Dve razliéni sta na primer
ki(x) =z + 1 in ko(z) = x + 4. Kvocient torej ni enolicen. To je posledica dejstva, da je
stevilo 4 delitelj nica v kolobarju Zs.

V splosnih polinomskih kolobarjih K[z], kjer je K komutativen kolobar z enoto 1, velja
podoben izrek, ¢e se omejimo na primer, ko je vodilni koeficient polinoma ¢ enak 1. [

Izracunaj najvecji skupni delitelj d polinomov p in ¢ in nato pois¢i polinoma s in ¢, da bo
veljalo sp 4+ tq = d.

(a) p(z) = 23 + 42 + 3z — 2 in q(z) = 23 + 32% + 3z + 2 v Q[z],

(b) p(z) =23+ 2> —x+1ing(x) =2+ — 1 v Zyx].

Resitev: Naj bo F obseg in p,q € F[x]. Najvecji skupni delitelj polinomov p in ¢ je polinom
d = ged(p, q), ki zadosca pogojem:

(1) d deli p in ¢,

(2) vsak polinom, ki deli p in ¢, deli tudi d,

(3) vodilni koeficient polinoma d je enak 1.

Izrek. Najvecji skupni delitelj d = ged(p, q) obstaja in je enolicno dolocen. Obstajata tudi
polinoma s,t € F[z|, da je
sp+tqg =d.

Najvecji skupni delitelj lahko izracunamo z Evklidovim algoritmom. Oznac¢imo ry = p in

r1 = ¢, nato pa induktivno definirajmo polinome k; in r; za ¢ > 2 z implicitnim predpisom:

ro = kT + 12,
r1 = ksry + 13,

'm = km+2rm+1 + "m+2,

Tm+1 = km+3rm+2 + 0.

Zadnji nenicelni ostanek, ki ga dobimo po tem postopku, je do skalarnega veckratnika
natancno polinom d.

(a) V nagem primeru je 1 = 2% + 42* + 3z — 2 in r; = 2 + 32? + 3z + 2. Z deljenjem
dobimo
4 42® +3r —2=1-(2* + 327 + 30 +2) + (2* — 4),

od koder sledi ky(z) = 1 in ry(z) = 2* — 4. V naslednjem koraku dobimo
2%+ 32% + 30+ 2 = (v +3)(2® — 4) + (7o + 14),

zato je ks(z) = x + 3 in r3(x) = 7x + 14. Opazimo lahko, da imata polinoma 7y in 73
skupno niclo z = —2. Ker je r3 linearen polinom, od tod sledi, da deli polinom r,. Najvecji
skupni delitelj polinomov p in ¢ je torej polinom

d(z) =+ 2.
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Ce sedaj Evklidov algoritem preberemo od spodaj navzgor, lahko izpeljemo, da je
ry =11 — kgro =11 — k3(ro — kar1) = —ksro + (1 + koks)ry = —(z + 3)p + (x + 4)q.
Ker je r3 = 7d, lahko d izrazimo v obliki
d=—3(zr+3)p+ 3(z +4)q

in od tod preberemo, da je s(z) = —%(x + 3) in t(z) = $(z + 4). Polinoma s in ¢, ki smo
ju izracunali, nista edina polinoma, ki zadoScata dani enacbi.

Bolj elegantno lahko polinoma s in ¢ izracunamo z uporabo razsirjenega Evklidovega
algoritma. Denimo, da polinoma s; in t; zadoScata enacbi

5ip +tiq = 1i.

Potem lahko polinome s;.5 in t;15 racunamo rekurzivno tako, da od i-te vrstice tabele
odstejemo k; o-kratnik (i + 1)-ve vrstice.

T | Si ti ki
23+ 42% + 31— 2 1 0
23+ 322 + 3z + 2 0 1
% —4 1 -1 1
Tx + 14 —(x+3) z+4 z+3

Iz zadnje vrstice lahko preberemo, da je
Tr+14d=—(x+3)p+ (v +4)q

in nato po deljenju s 7 pridemo do izrazov za s in t.

(b) Zapisimo sedaj samo tabelo. Upostevali bomo, da ra¢unamo s polinomi v Zs[z].

Tr; S; tz kl
24+ —r+1 1 0
2 4r—1 0 1
x? 1 1 1
xz+1 T r+1 T
1 2 +ar+1 x? rz+1

Sedaj dobimo, da je d(x) = 1, kar pomeni, da sta polinoma p in ¢ tuja. Velja pa Se
s(x) =2+ 2+ 1in t(z) = 2°. O
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