LOGIKA IN MNOZICE — VAJE 7. januar 2021

7 Dobra osnovanost in indukcija

Naloga 7.1. Sestevanje na N rekurzivno definiramo kot

n+0:=n,
n+mti=m+m)t.

Dokazite naslednje trditve za vse a,b,c € N (pri tem 1 := 0T).

(@ a+l=at

(b) 1+a=at

) (a+b)+c=a+(b+c)
(da+b=b+a

Naloga 7.2. Konéne nize elementov iz mnozice S ozna¢imo z aga; . ..a,_1, Kjerjen € N
ina; € Szai€ {0,1,2,...,n — 1}. DolZina ¢ kon¢nega niza je Stevilo elementov v nizu,
tj. L(apay . ..an—1) = n. Prazen niz oznacimo z ¢ in velja ¢(¢) = 0.

Stik ali spoj dveh konc¢nih nizov dobimo tako, da za prvi niz pripnemo drugega. Sti-
kanje oznacimo z @. Ce sta torej agay ...a,_11in boby . .. by, 1 konéna niza elementov iz
mnozZice S, potem je njun stik

(a0a1 PN anfl) @ (bobl e bmfl) = apajq ... an,1b051 e bmfl.

(a) Zgornje definicije niso povsem natancne, saj so podane s tropicji. Podajte induk-
tivno definicijo kon¢nih nizov ter rekurzivni definiciji stika in dolZine.

(b) Z indukcijo dokazite, da je dolZina staknjenega niza enaka vsoti dolzin ustreznih
podnizov, tj. ¢e sta a in b konéna niza, velja:

Ua@b) = ¢(a) + (D).
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Slika 1: Primer dvojiskega drevesa

Naloga 7.3. Spomnite se definicije dvojiskih dreves s predavanj. Slika 1 podaja primer
dvojiskega drevesa.

Globina drevesa je dolzina najdaljSe poti (Stevilo vozlis¢ na poti) od korena do (po-
ljubnega) lista. Drevo na sliki ima globino 4 (obstajajo tri razliéne poti, ki realizirajo
to globino). Globina praznega drevesa je 0. Obrnjeno drevo dobimo iz dvojiskega
drevesa, ¢e vsakemu vozliS¢u zamenjamo levega in desnega otroka.

(a) Narisite obrnjeno drevo drevesa na sliki.

(b) Zapisite globino drevesa in obracanje drevesa kot rekurzivni funkciji na dvojiskih
drevesih.

(¢) Z indukcijo dokazite, da ima dvojisko drevo z n vozlisci globino vsaj [logy(n + 1)].

(d) Z indukcijo dokazite, da je globina obrnjenega drevesa enaka globini prvotnega
drevesa.

Naloga 7.4. Za naslednje stroge linearne ureditve ugotovite, ali so dobro urejene.

(a) (Q, <) mnozica racionalnih Stevil z obi¢ajno urejenostjo <.
(b) Podmnozica {27 | n € N} C R z obic¢ajno urejenostjo < na realnih Stevilih.
(c) Podmnozica {0} U {27" | n € N} C R z obi¢ajno urejenostjo < na realnih Stevilih.

(d) Podmnozica {0} U {27" | n € N} C R z obi¢ajno urejenostjo > na realnih stevilih.

Naloga 7.5. Definirajmo mnozico S = {x € R | z > 0 A sin(w/z) = 0}.

(a) Ali je S z obi¢ajno relacijo < na realnih stevilih dobro urejena?

(b) Ali je S z obic¢ajno relacijo > na realnih s$tevilih dobro urejena?
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Naloga 7.6. Mnozico N opremimo z relacijo stroge deljivosti (a strogo deli b, kadar a
deli b in a # b). Ali dobimo dobro osnovano relacijo? Ali dobimo dobro ureditev?

Naloga 7.7. Konstruirajte dobro urejenost na mnozici racionalnih stevil.

Naloga 7.8. Za podmnozico S C N recemo, da je

* dolnja, kadar veljaVa € S.Vn e N.n<a=n € S, oz.

* gornja, kadar veljaVa € S.Vn e N.a<n=ne€S.

(a) Alije mnozica vseh dolnjih podmnozic N, urejena s strogo vsebovanostjo C, dobra
ureditev?

(b) Alije mnozica vseh gornjih podmnozic N, urejena s strogo vsebovanostjo C, dobra
ureditev?
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