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Predgovor

Zbirka je namenjena Studentom predmeta Teorija mere bolonjskega magistr-
skega programa Matematika. Zbirka vsebuje veliko nalog, ki so mi sluzile za
pripravo na vaje, ki sem jih imel pri tem predmetu, hkrati pa vsebuje tudi
naloge, ki sem jih pripravil za pisna preverjanja znanja. Precej nalog je ori-
ginalnih, dosti pa jih je povzetih v taksni ali drugac¢ni obliki iz raznih zbirk
nalog ali u¢benikov, katere lahko bralec najde med literaturo.

Naloge so vsebinsko razdeljene med poglavja, poglavja pa na razdelke.
Praviloma znotraj vsakega razdelka naloge vsebinsko sledijo §tudijskemu pro-
gramu in so naceloma razvrséene po tezavnosti. Naloge so opremljene z odgo-
vori, precej nalog pa vsebuje tudi nasvete oziroma namige, ki Studenta vodijo
k resitvi. Vsekakor se je mozno marsikatere naloge tudi drugace lotiti, zato
se kaka naloga ponovi tudi v kakem drugem razdelku. Bralcu svetujem, naj
jo poskusi resiti z orodji in teorijo tekocega razdelka. V zbirki se bo zagotovo
nasla kaksna napaka. Najverjetneje se jih najde vec¢ kot ena, za kar se bralcu
opravicujem.

Marko Kandié
Marko.Kandic@fmf.uni-1j.si

Ljubljana, februar 2015
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1. Merljive mnozice

o-algebre
1-1. Naj bo X neprazna mnozica in F C G C P(X) neprazni podmnozici
poten¢ne mnozice mnozice X. Dokazi, da velja o(F) C o(G).

1-2. Naj bo X neprazna mnozica in F C P(X) neprazna podmnozica potencéne
mnozice mnozice X. Dokazi, da velja

o(F)=c({A°: Ae F}).
1-3. Naj bo X neprazna mnozica, F in G pa neprazni podmnozici potenéne
mnozice mnozice X.
(a) Dokazi, da velja o(FUG) = o(a(F)Uc(9)).
(b) Ali velja o(FNG)=0(F)No(G)?

1-4. Naj bo (X, .A) merljiv prostor. Za mnozico F € A definiramo
Ap={F CE: F=ENG zanek G € A}.
Dokazi, da je Ag o-algebra na FE.

1-5. Naj bo A g-algebra podmnozic mnozice X in E podmnozica v X . PokaZi,
da je o-algebra, generirana z AU {E'}, enaka

((ANE)U(B\E); A,B e A}

1-6. Naj bo X poljubna neStevna mnozica in
A={FE C X : enaod mnozic F in E° je Stevna}.

(a) Dokazi, da je A o-algebra na X.
(b) Dokazi, da je A generirana z druzino vseh singletonov iz X.

1-7. Za vsako naravno Stevilo n € N definiramo
Ay = o({{1}, .. {n}}).
(a) Naj bo B, ={n+1,n+2,...}. Dokazi, da je mnozica
B,={ECN: ECBy ali E°C B}
enaka A,,.

(b) Dokazi, da je A, prava podmnozica v A, za n < m.
oo

(c) Dokazi, da U A;, ni o-algebra.
n=1
1-8. Naj bo X nestevna mnozica. Mnozico X opremimo s topologijo 7 kon¢nih
komplementov. Dolo¢i Borelovo o-algebro, generirano s topologijo 7.

1-9. Dolo¢i vse metri¢éne prostore, katerih topologija je o-algebra.

8
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1-10. Naj bodo X1, ..., X, topoloski prostori. Kartezi¢ni produkt X; x --- x
X, opremimo s produktno topologijo. Dokazi, da velja

Bx, @+ ®@Bx, € Bx,x--xXn-

1-11. Ce je A neskonéna o-algebra, dokazi, da za vsako podmnozico E € A,
vsaj ena od mnozic I in E¢ vsebuje neskonéno mnogo mnozic iz A.

1-12. Naj bo A algebra podmnozic mnozice X. Dokazi, da so naslednje trditve
ekvivalentne.
(a) A je o-algebra.
(b) A je zaprta za Stevne disjunktne unije.
(c) A je zaprta za Stevne unije naraicajocega zaporedja mnozic.

1-13. Naj bo X neprazna mnozica in F podmnozica potentne mnozice mnozice

X. Naj bo Fp = F U {0} in
]:1:]:0U{Ac: AE]:()}.

Mnozico F» definiramo kot druzino vseh konénih presekov mmozic iz F7,
mnozico F3 pa definiramo kot druzino vseh konénih unij mnozic iz Fo.
Dokazi, da je F3 enaka algebri, generirani z F.

1-14. Naj bo A o-algebra na neprazni mnozici X, generirana z neprazno
druzino podmnozic F mnozice X . Naj bo BB unija vseh o-algeber, generiranih
s §tevno mnogo podmnozicami iz F. Dokazi, da je A = B.

1-15. Naj bo A kon¢na netrivialna algebra na mnozici X.
(a) Dokazi, da obstajajo paroma disjunktne neprazne mnozice Ei,..., E,
v A, da je vsak E € A unija nekaterih od teh mnozic in vsak A € A, ki je
vsebovan v mnozici E; za nek 1 < j < n je bodisi enak E; bodisi je prazen.
(b) Doloé¢i kardinalnost konéne o-algebre.

1-16. Naj bo A neskonéna o-algebra.
(a) Dokazi, da v A obstaja neskon¢no padajoce zaporedje paroma razli¢nih
mnozic.
(b) Dokazi, da je kardinalnost neskonéne o-algebre vsaj kontinuum.

1-17. Dokazi naslednji trditvi.

(a) Naj bo X neprazna dobro urejena mnozica in A C X neprazna pod-
mnozica. Naj za vsak z € X velja:

I, ={yeX:y<z}CA = uzcA

Tedaj je X = A.

(b) Obstaja taka nestevna dobro urejena mnozica X z lastnostjo, da je za
vsak x € X mnozica I, Stevna. Mnozica X se imenuje mnozica Stevnih
ordinalov, njeni elementi pa so Stevni ordinali.
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1-18. Naj bo 2 mnozica Stevnih ordinalov in X neprazna mnozica. Naj bo
F C P(X) neprazna podmnozica, ki vsebuje prazno mnozico. Za a € €2
definirajmo naslednje:

(a) ¢e ima « predhodnika 3, definiramo &, kot mnozico, ki ima za elemente
natanko Stevne unije mnozic iz £3 in komplemente le-teh,
(b) ¢e a nima predhodnika, definiramo

Eo=J &
B<a

Dokazi, da velja

o(F) = &

a€el)

1-19. Doloc¢i kardinalnost Borelove o-algebre na realni osi.

Pozitivne mere
1-20. Naj bo X neprazna mnozica in A potencéna o-algebra na X. Naj bo
a € X poljuben element. Dokazi, da je s predpisom

0 : a¢E
wm={ ] ety

definirana pozitivna mera na (X, A).

1-21. Naj bo X neprazna mnozica in A potenéna o-algebra na X Dokazi, da
je s predpisom

| oo : FE jeneskoncna
HE) _{ |E| : sicer

definirana pozitivna mera na (X, A).
1-22. Naj bo X nesStevna mnozica in
A={FE C X : enaod mnozic F in E° je Stevna}.
Dokazi, da je s predpisom

0 : FE je Stevna mnozica
() = { j

1 : sicer
definirana pozitivna mera na (X, A).
1-23. Dokazi, da je Stevna unija mnozic z mero ni¢ mnozica z mero 0.

1-24. Naj bo (X, A, i) merljiv prostor s pozitivno mero. Dokazi, da za merljivi
podmnozici A, B € A velja

u(AU B) + n(ANB) = p(A) + u(B).
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1-25. Naj bo (X, A, 1) merljiv prostor s konéno mero. Ce je mera merljive
mnozice A € A enaka pu(X), dokazi, da za poljubno mnozico B € A velja
u(B) = p(A B).

1-26. Naj bo (X, .A) merljiv prostor s tako pozitivno mero p, da velja u(X) =
2. Naj bosta A in B neprazni mnozici iz A. Dokazi ali ovrzi naslednji trditvi.
(a) Ce je u(A), u(B) > 1, potem je AN B # 0.

(b) Ce je u(A) = u(B) = 1, potem je AN B # (.

1-27. Naj bo (X, A, u) merljiv prostor s pozitivno mero in naj bo {E, }nen

tako zaporedje mnozic v A, da za m # n velja u(E, N E,,) = 0. Dokazi, da

velja
© (U En) = ZIU’(ETL)
n=1 n=1

1-28. Naj bo (X, A, u) merljiv prostor s pozitivno mero in naj bodo {Ey, }nen
take merljive mnozice, da velja u(E, N E,,) = 1 za poljubna n,m € N.

o0
Izracunaj p (ﬂ En> .
n=1

1-29. Naj bo (X, A, u) merljiv prostor in {E, }en zaporedje mnozic v A.
(a) Dokazi, da velja

u(@ ﬁ En) < liminf u(Ey).

m=1n=m

[o@) o

(b) Dokazi, da je mnozica U ﬂ E,, enaka mnozici vseh z € X, ki so
m=1n=m

vsebovani v vseh razen v konéno mnogo mnozicah FE,.

oo
(c) Ceje Z u(E,) < oo, dokazi, da je skoraj vsak x € X vsebovan v konéno

n=1
mnogo mnozicah E,.

1-30. Naj bo (X, A, 1) merljiv prostor s pozitivno mero in N' = {N € A :
u(N) = 0}. Definirajmo

A={EUF: E€ Ain FC N zanek N € N'}.

(a) Dokazi, da je A o-algebra na X, ki vsebuje A.
Q:)) Dokazi, da obstaja natanko ena razsiritev mere p do polne mere & na

A.

1-31. Naj bo (X, A, p) merljiv prostor s pozitivno mero u. Za poljubno mnozico
E € A definiramo

po(E) =sup{u(F): p(F) <oo, FC Ein F € A}.
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Dokazi, da je pg pozitivna mera na (X, A).

32. Naj bosta pq in uo konéni pozitivni meri na merljivem prostoru (X, A).
(a) Dokazi, da predpis

A(A) = sup{p1(B) + p2(A\B) : BC A, Be A}

definira konéno pozitivno mero na (X, .A).
(b) Ce za konéno pozitivno mero v na (X, A) velja v > uq, p2, dokazi, da
velja v > A

33. Naj bo (X, A, u) merljiv prostor z neskon¢no mero.

(a) Dokazi, da je vsaka o-kon¢na mera semi-konéna.

(b) Ce je p semi-konéna mera, dokazi, da za vsak ¢ > 0 obstaja tak E € A,
da je u(E) > c.

(c) Ce je pu o-konéna, dokazi, da za vsak ¢ > 0 obstaja tak E € A, da je
u(E) > c.

(Mera je semi-koné¢na, ¢e vsaka mnozica z neskonéno mero vsebuje mnozico
s konéno pozitivno mero.)

34. Naj bo (X, A, u) verjetnostni prostor in naj bo { £, },en tako zaporedje
merljivih mnozic, da je 1 stekalis¢e zaporedja {u(FEy)}nen. Dokazi, da za
vsak 0 < € < 1 obstaja tako podzaporedje {Ey, }ren, da velja

I (m Enk> > e.
k=1

35. Naj bo X kompakten Hausdorffov topoloski prostor in p taka verjetno-
stna mera na (X, Bx), da je

w(K) =inf{u(V): K CV odprta v X}.
Dokazi, da obstaja najmanjsa kompaktna mnozica z mero 1.

36. Naj bo (X, A, 1) merljiv prostor s kon¢no mero p. Na o-algebri A defi-
niramo relacijo

E~F — p(EAF) = 0.

(a) Dokazi, da je relacija ~ ekvivalen¢na relacija.
(b) Dokazi, da preslikava p(E, F) := u(EAF) inducira metriko p’ na A/ ..
(c) Dokazi, da iz p'([An], [A]) — 0 sledi p(A,) — pu(A).
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Zunanje mere

1-37. Naj bo ¢ zunanja mera na potentni mnozici neprazne mnozice X in
A C X poljubna mnozica. Naj za mnozico B C X velja ((B) = 0. Dokazi,
da je B (-merljiva in izra¢unaj ((A U B).

1-38. Naj bo ¢ zunanja mera na potencni mnozici neprazne mnozice X in £ C
X poljubna (-merljiva mnozica v X. Dokazi, da za poljubno podmnozico
A C X velja

C(AUE)+((ANE) = ((A) + ((E).

1-39. Naj bo ¢ zunanja mera na potencni mnozici neprazne mnozice X in naj
bo A poljubna podmnozica v X. Naj za vsak € > 0 obstaja taka (-merljiva
podmnozica E v A, da je ((A\F) < e. Dokazi, da je A (-merljiva.

Polalgebre in razsSiritve mer

1-40. Naj bo § druzina podmnozic mnozice X z naslednjimi lastnostmi:
(a) 0 esS,
(b) Ceje A,B€ S, potem ANB € S.
(c) Ceje A € S, potem je A° konéna disjunktna unija mnozic iz S.
Dokazi, da je

n

A= {U E;: ne N, E; € S paroma disjunktne}
i=1

algebra na X. (Druzino S z zgornjimi lastnostmi imenujemo polalgebra na

X, algebro A pa algebro, generirano s polalgebro S.)

1-41. Naj bo S polalgebra na X in A algebra na X, generirana s S. Naj bo
i polmera na S. Za A € A definiramo

A(A) =) u(4y),
j=1

kjer je A = U?Zl A, neka koné¢na disjunktna unija mnozic iz S. Dokazi, da
je fi dobro definirana mera na algebri A, ki razsirja polmero pu.

1-42. Naj bo X neprazna mnozica, A, C P(X) narascajoce zaporedje pod-
mnozic v P(X) in A = [J;_, An. Naslednje trditve bodisi dokazi bodisi
ovrzi s protiprimerom.

(a) Ce so vse A, polalgebre na X, potem je A polalgebra na X.

(b) Ce so vse A, algebre na X, potem je A algebra na X.

(c) Ce so vse A, o-algebre na X, potem je A o-algebra na X.

(d) Naj bo za vsak m € N p,,, taka mera na algebri A,,, da za n > m velja
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tnlAa,, = pm- Definirajmo preslikavo pu na A s predpisom pu(A) = un(A), ce
je A € A,. Tedaj je i mera na algebri .A.

1-43. Na realni osi definiramo
S(R) = {0, [a,b), (—00,b),[a,0) : a,be R,a < b}.
Dokazi, da je S polalgebra na R.

Lebesgue-Stieltjesove mere

1-44. Naj bo f : R — R narascajoca z leve zvezna funkcija. Na polalgebri
S(R) definiramo preslikavo p s s predpisom

1y (0) =0
prllab) = f)—f@ (a<b abeR)
pp((=00,0)) = f(b) = f(=00) (beR)
pr(la,00)) = f(o0) = fla) (a€R)
Dokazi, da je py polmera na polalgebri S(R).
1-45. Naj bo E podmnozica v [0, 1] z Lebesgueovo mero 1. Dokazi, da je E
gosta v [0, 1].
1-46. Doloci notranjost podmnozic realne osi z ni¢elno Lebesgueovo mero.

1-47. Racionalna stevila razvrstimo v zaporedje {7, }nen in definiramo
o
A= U [rn — 1/n% 1y + 1/07).
n=1

Alije A =R?

1-48. Za poljuben € > 0 pois¢i tako neprazno gosto podmnozico £ C R, za
katero velja m(E) < e.

1-49. Realno os opremimo z Lebesgueovo mero m. Naj bo K neprazna kom-
paktna podmnozica v R. Dokazi naslednji trditvi:
(a) m(K) < oc.
(b) Ceje 0 < A < m(K), potem obstaja taka kompaktna podmnozica L v
K, daje m(L) = \.

1-50. Naj bo f strogo monotona zvezna funkcija na realni osi in uy pripa-
dajoca Lebesgue-Stieltjesova mera. Naj bo g : R — R zvezna funkcija na R.
(a) Ce je g skoraj povsod enaka zvezni funkciji h glede na mero j s, dokazi,
da je g enaka h povsod.

(b) Ali lahko strogo monotonost funkcije f izpustimo?

1-51. Naj bo f dvakrat odvedljiva naraSc¢ajoca konveksna funkcija na realni
osi.
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(a) Utemelji, da obstajata Lebesgue-Stieltjesovi meri pf in ppr.
(b) Naj velja pf = pryr. Doloci mero py in izracunaj ps([0, 1]).

1-52. Naj bo f monotona z leve zvezna funkcija na realni osi in py njena pri-
padajoca Lebesgue-Stieltjesova mera. Izracunaj Lebesgue-Stieltjesove mere
naslednjih mnozic.

(a) la, b]
(b) {a}

(c) (a,b]
(d) (a,b)

Dokazi, da je puf({a}) = 0 natanko takrat, ko je funkcija f zvezna v tocki a.
1-53. Naj bosta A in B zaprti podmnozici realne osi. Dokazi, da je mnozica
A+B={a+b: ac A, be B}

F,-mnozica.
1-54. Na realno os vpeljemo relacijo ~ na naslednji nacin:
T~y <= z—y€Q.
(a) Preveri, da je relacija ~ ekvivalenéna relacija na realni osi.

Naj bo E C (0,1) mnozica, ki vsebuje natanko en element iz vsakega ekvi-
valencnega razreda relacije ~.
(b) Ce star,s € Qinr # s, dokazi (r + E)N (s + E) = 0.
(c) Ce je z € (0,1), dokazi, da obstajar € QN (—1,1),dajex € r + E.
(d) Dokazi, da mnozica S = U (r + E) ni Lebesgueovo merljiva.
reQNE
1-55. Naj bo f: R — R Lipschitzova funkcija.
(a) Dokazi, da f preslika mnozice z ni¢elno Lebesgueovo mero v mnozice z
nicelno Lebesgueovo mero.
(b) Dokazi, da f preslika mnozice tipa Fj, v mnozice tipa Fj.
(c) Dokazi, da f preslika Lebesgueovo merljive mnozice v Lebesgueovo mer-
ljive mnozice.



2. Integral

Merljive preslikave

2-1. Dokazi, da lahko vsako kompleksno merljivo funkcijo zapiSemo kot line-
arno kombinacijo Stirih nenegativnih merljivih funkcij.

2-2. Dokazi, da je funkcija

sgn(z) = {

Borelovo merljiva funkcija.

%:Z#O
0 : 2=0

2-3. Naj bo (X,.A) merljiv prostor in naj bodo mnozice Fi,...,E, v X pa-
roma disjunktne z unijo X. Naj bodo Aq,...,\, paroma razlicna komple-
ksna $tevila. Dokazi, da je funkcija 2;21 AjX E; merljiva natanko takrat, ko
so mnozice Ey, ..., B, merljive.

2-4. Naj bosta (X,.A) in (Y,B) merljiva prostora in naj bo f : X — Y
merljiva preslikava. Naj bo p pozitivna mera na merljivem prostoru (X, .A).
(a) Dokazi, da je s predpisom

ANE)=u(f"H(E) (Beb)
definirana pozitivna mera na (Y, B).
(b) Ce je X o-konéna, dokazi, da je tudi p o-konéna.

2-5. Naj bo (X, A, u) merljiv prostor. Naj bo F € A poljubna mnozica in Ag

o-algebra
Ap={F CFE: F=ENGzanek G € A}.

(a) Dokazi, da je funkcija f merljiva glede na o-algebro A natanko takrat,
ko sta funkciji f|g in f|ge zaporedoma merljivi glede na o-algebri Ag in
Age.
(b) Dokazi, da je uo : Ag — [0, 00], definirana s predpisom po(A) = u(E N
A), pozitivna mera.

2-6. Naj bo U odprt enotski krog v ravnini R? in A druzina vseh tistih Bore-
lovih podmnozic A C R?, za katere velja U C A ali U C A°.
(a) Dokazi, da je A o-algebra.
(b) Poiséi vsaj eno A-merljivo funkcijo f iz R? v C, za katero velja

f((0,0)) =3 in f((1,1)) =-1.

2-7. Naj bo (X,.A) merljiv prostor in f : X — [—o0, 00| taka funkcija, da je
{reX: f(x)>r}e A

16
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za vse r € Q. Dokazi, da je funkcija f merljiva.

2-8. Naj bo p pozitivna mera na X in naj za realni merljivi funkciji f in g na
X velja
p{z e X : f(z) > = g(@)}) =0
za vsak ¢ € R. Dokazi, da je

n({z € X+ f(z) > glx)}) = 0.

2-9. Naj bo (X, A, ) o-kon¢en merljiv prostor in f funkcija na X. Dokazi,
da je funkcija f merljiva natanko takrat, ko je funkcija f - xg merljiva za
vsako mnozico £ v X s konéno mero.

2-10. Naj bosta dani funkciji f, g : [0,1] — R, ki zadoscata zvezi ef(*) = g(x)
za vsak z € [0, 1]. Dokazi, da je f Borelovo merljiva natanko takrat, ko je g
Borelovo merljiva.

2-11. Naj bosta (X,.A) in (Y, B) merljiva prostora in f : X — Y preslikava.
Ce je B = o(F) za neko druzino F C P(Y), dokazi, da je f merljiva natanko
takrat, ko je f~1(F) € A za vsako mnozico F € F.

2-12. Dokazi, da za odprto injektivno preslikavo f : X — Y med topoloskima
prostoroma X in Y velja f(Bx) C By.

2-13. Naj bo X neprazna mnozica in A = {(), X} trivialna o-algebra na X.
Poisci vse merljive preslikave f : X — R.

2-14. Naj bo (X, .A) merljiv prostor in f: X — R funkcija.
(a) Naj ima f najve¢ Stevno zalogo vrednosti. Pokazi, da je f merljiva
natanko takrat, ko je za vsak ¢ € R mnozica {x € X : f(z) = ¢} merljiva v
X.
(b) Poisci primer o-algebre na X in nemerljive funkcije na X z nestevno
zalogo vrednosti.

2-15. Naj bo (X, A, 1) poln merljiv prostor in g merljiva realna funkcija.
(a) Ce je funkcija g enaka funkciji f skoraj povsod na X, dokazi, da je tudi
f merljiva funkcija.
(b) Naj bo {fn}nen zaporedje merljivih funkeij, ki po tockah skoraj povsod
konvergira proti funkciji f. Dokazi, da je f merljiva funkcija.
(c) Ali zgornji trditvi veljata tudi v primeru, ko mera prostora (X,.4) ni
polna?

2-16. Naj bo X neprazna mnozica in {(Y;, B;) }ie; druzina merljivih prostorov.
Za vsak i € I naj bo f; : X — Y, preslikava.
(a) Dokazi, da obstaja najmanjsa o-algebra A na X, da so vse preslikave
fi (X, A) = (Y, B;) merljive.
(b) Ce je B; = o(F;), doloci generatorje o-algebre A.
(c) NajboY =R in B o-algebra vseh podmnozic v R, ki so bodisi stevne
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bodisi je njihov komplement Steven. Dolo¢i najmanjSo o-algebro A na R, da
je funkcija f : (R,.A) — (R, B), podana s predpisom f(z) = 22, merljiva.
2-17. Naj bo f odvedljiva funkcija na R. Dokazi, da je funkcija f’ Lebesgueovo
merljiva.
2-18. Naj bodo (Xj, A;) (1 < j < n) merljivi prostori in f; : X; — R merljive
preslikave. Dokazi, da je preslikava F' : X1 x --- x X,, — R, definirana s
predpisom

F(l’l, CIEaES al‘n) = fl(ajl) e fn(ﬂfn),
merljiva glede na produktno c-algebro A; ® - -- ® A,.
2-19. Naj bo (X, A, u) merljiv prostor s pozitivno mero in { E,, } ,en zaporedje

merljivih podmnozic mnozice X. Definirajmo zaporedje merljivih funkcij
{fn}nen s predpisom f, = xg,. Naj zaporedje {f,}nen skoraj povsod kon-
vergira proti funkciji f.

(a) Dolo¢i funkcijo f.

(b) Ali je funkcija f merljiva, ¢e je mera prostora X polna?

2-20. Naj bo (X,.A) merljiv prostor in { fy, }nen zaporedje merljivih funkcij.
(a) Dokazi, da je mnozica vseh = € X, za katere zaporedje {f(z)}nen
konvergira, merljiva mnozica.

(b) Dokazi, da je mnozica vseh x € X, za katere je zaporedje {fn(z)}nen
padajoce ali naraScajoce, merljiva mnozica.
(c) Dokazi, da je mnozica

{re X : VkeN3Im,n>kdavelja|f,(z) — fm(x)] > 1}
merljiva.
2-21. Dokazi, da je vsaka monotona funkcija f : R — R Borelovo merljiva.
2-22. Naj bo F': R — R nara8¢ajoca funkcija. Definirajmo
G(t) =inf{z e R: F(z) > t}.
Dokazi, da je G Borelovo merljiva.

2-23. Naj bo (X, A, ) merljiv prostor in (X, A, i) njegova napolnitev. Dokazi,
da za A-merljivo funkcijo f, obstaja taka A-merljiva funkcija g, da je f = g
skoraj povsod glede na mero .

2-24. Naj bo X neStevna mnozica in
A={E C X : E je stevna ali E° je Steven}.

Dokazi, da je funkcija f na X merljiva natanko takrat, ko je konstantna na
komplementu Stevne mnozice.
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2-25. Naj bo X neStevna mnozica in 7 toplogija na X, ki vsebuje natanko
tiste mnozice, katerih komplementi so koné¢ni in prazno mnozico. Doloci vse
Borelovo merljive funkcije f : X — C.

Nacini konvergence

2-26. Merljiv prostor (N,P(N)) opremimo z mero Stetja tock u. Zaporedje
funkcij { fn}nen je podano s predpisom

fn = X{n;n—&-l,...}'

(a) Ali zaporedje { fy}nen konvergira proti 0 po tockah?
(b) Ali zaporedje { f,}nen konvergira proti 0 po meri?
(c) Ali zaporedje {f, }nen konvergira proti 0 skoraj enakomerno?

2-27. Naj bo {fn}nen zaporedje merljivih funkcij na merljivem prostoru X s
konéno mero.
(a) Dokazi, da zaporedje {f,}nen po tockah konvergira proti fp natanko
takrat, ko zaporedje {f, — fo}nen po tockah konvergira proti 0.
(b) Naj {fn}nen konvergira po tockah proti 0. Definirajmo

1
Apm ={z e X : |fu(x)] < — 74 vse n > k}.

Dokazi, da je |Jpen Ak,m = X za vsak m € Nin Ay, © Apy1m-

(c) Dokazi, da za vsak € > 0 obstaja tak k,,, da je u(Ag,,,m) > p(X) — 7.
(d) Naj bo A = (,,cny Akp,m- Dokazi, da je pu(A°) < € in da zaporedje
{fn}nen konvergira enakomerno proti 0 na A.

(e) Ce zaporedje {fn}nen konvergira skoraj povsod proti merljivi funkciji
f, dokazi, da konvergira proti njej tudi skoraj enakomerno.

Ali trditev iz (e) velja tudi v primeru, ko mera prostora X ni kon¢na?

2-28. Naj bo (X,.A, u) merljiv prostor s pozitivho mero p in naj zaporedje
merljivih funkcij {f, }nen konvergira proti merljivi funkciji f skoraj enako-
merno.

(a) Dokazi, da zaporedje {f, }nen konvergira skoraj povsod proti f.
(b) Dokazi, da zaporedje { f }nen konvergira po meri proti f.

2-29. Naj bo X merljiv prostor s kon¢no pozitivno mero p in naj bo { f, }nen
zaporedje merljivih funkcij, ki skoraj povsod konvergira proti merljivi funk-
ciji f. Dokazi, da zaporedje { f,, }nen konvergira po meri proti f.

2-30. Merljiv prostor (N, P(N)) opremimo z mero Stetja tock .
(a) Dokazi, da zaporedje { f,, }nen konvergira skoraj povsod proti funkciji f
natanko takrat, ko konvergira povsod.
(b) Dokazi, da zaporedje {fy}nen konvergira po meri proti funkciji f na-
tanko takrat, ko konvergira enakomerno.
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(c) S protiprimerom pokazi, da konvergenca po tockah ne implicira enako-
merne konvergence oziroma konvergence po meri.

2-31. Naj bo (X, A, u) merljiv prostor s pozitivno mero p in naj bo dano
zaporedje merljivih mnozic {A,}neny € A s konéno mero. Za vsak m € N
definirajmo nenegativno funkcijo f,, : N — [0, 0o] s predpisom

() = —p(An).

(a) Dokazi, da zaporedje {fn,}men konvergira po tockah proti 0.

(b) Ce je u(X) < oo, dokazi, da zaporedje {fm}men konvergira proti 0
enakomerno.

(c) Ali zaporedje {fm }men konvergira proti 0 enakomerno tudi v primeru,
ko je pu(X) = oco?

2-32. Naj bo podano zaporedje {ay}nen realnih Stevil. Za vsako naravno
§tevilo n definirajmo funkcijo f, : R — R s predpisom

In ((E) = AnX[-n,n] ($)

(a) Poisci potreben in zadosten pogoj, da zaporedje { f,, }nen konvergira po
tockah proti nicelni funkciji.

(b) Poisci potreben in zadosten pogoj, da zaporedje { f,, }nen konvergira po
Lebesgueovi meri proti ni¢elni funkciji.

2-33. Naj bo (X, A, 1) merljiv prostor s pozitivnho mero in naj zaporedji
{fu}nen in {gn}nen merljivih funkcij zaporedoma konvergirata po meri k
nicelni funkciji.

(a) Dokazi, da zaporedje { f,, +gn }nen konvergira po meri proti nicelni funk-
ciji.
(b) Dokazi, da { fngn}nen konvergira po meri proti nicelni funkciji.

2-34. Naj zaporedje { f, }nen merljivih funkcij na o-konénem merljivem pro-
storu (X, A, u) konvergira skoraj povsod proti merljivi funkciji f. Pokazi, da
obstajajo take merljive mnozice Ay, As, ..., katerih komplement unije ima
nic¢elno mero, zaporedje { f,, }nen pa konvergira enakomerno proti f na vsaki
mnozici Ag.

2-35. Naj bo X kompakten topoloski prostor in {f,},en zaporedje zveznih
funkeij, ki narasca proti zvezni funkeiji f. Dokazi, da zaporedje {fn}nen
konvergira enakomerno proti funkciji f.
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Integral nenegativne merljive funkcije

2-36. Neprazno mnozico X opremimo s poten¢no c-algebro. Naj bo xgp € X
poljuben in naj bo 0, Diracova mera na P(X). Za nenegativno funkcijo f

na X po definiciji izracunaj fdog,.
X

2-37. Naj bo f nenegativna funkcija na merljivem prostoru (N, P(N)), opre-

mljenim z mero Stetja tock p. Po definiciji izrac¢unaj [ fdu.
N

2-38. Naj bosta p in uo taki pozitivni meri na merljivem prostoru (X, .A),
da velja 1 (E) < pa(F) za vse E € A. Dokazi, da za nenegativno merljivo

funkcijo f na X velja
/ fdu é/ fdps.
X X
2-39. Izracunaj limite:
n 2.2z "

3 n= cos o . 2 22
(a) nh_)ngo e B g ST 1d:c (b) nh_g)lo (n“x —1)e dz
n n 9
t 2 -1 22012
(c¢) lim / %(néx)e_de (d) lim nrtn e~ w o dx
n—00 14z n—oo | 2n2x3 +2nx? +1
1 1

2-40. Za 0 < a < b < 1 izracunaj

b
< n—1
lim ey ——du.
n—oo J, 1+n—nz

2-41. Naj bo (X, A, p) merljiv prostor in f nenegativna merljiva funkcija. Naj
bo E={zx € E: f(x)<1}. Izracunaj

lim e~ du.

n—oo E

2-42. Naj bo f nenegativna merljiva funkcija na merljivem prostoru (X, A, u)
s pozitivno mero. Definirajmo zaporedji funkcij { f, }nen in {gn }nen s pred-
pisoma

fn(z) = max{f(x),n} in gn(x) = min{f(x),n}

za vse z € X in n € N. Izracunaj

Ly := lim fndp in Lo := lim Indjt.
n—oo D'

n—oo X

Ali je lahko Lo = 00?
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2-43. Naj bo f : X — [0,00] merljiva funkcija na o-konénem merljivem
prostoru (X, A, ). Ce velja [ fdu = 0 za vsako mnozico A s konéno mero,
dokazi, da je f = 0 skoraj poxj;lsod na X.

2-44. Naj bo (X, A, ) merljiv prostor in f : X — R taka nenegativna mer-
ljiva funkcija, da velja / fdu < oo. Dokazi, da za vsak € > 0 obstaja taka

X
merljiva mnozica F € A s kon¢éno mero, da velja

/Efdu>/de,ue.

2-45. Naj bo (X, A, p) merljiv prostor s pozitivnho mero p in naj bo {f, }nen
padajoce zaporedje merljivih funkcij na X.

(a) Ce je / fidp € R, dokazi
s

lim fnd,u:/ lim fpdu.
X Xn—>oo

n—oo

(b) Ali trditev velja iz (a), ¢e je / fndp = 00 za vse n € N?
b'e

o] n n
lim ( ) dz.
n—oo Jq n—+x

2-47. Funkciji F,G : [0,00) — [0,00) sta podani s predpisoma

A n
. dx . ) dz
0 0

2-46. Izracunaj

Definirajmo 0° := 1.

(a) Izracunaj F(t) in G(t) za vsak t € [0, 00).

(b) Ali je funkcija F' Borelovo merljiva na [0,00)7 Ali je funkcija F' zvezna
na [0,00)?

(c) Ali obstaja taka funkcija g € L'([0,00),m), da za vse z,t > 0 in vse

n € N velja
1

— < ?

(14 zt)n — 9(x)

2-48. Naj bo (X, A, p) merljiv prostor in {f,}nen zaporedje nenegativnih
merljivih funkcij, ki skoraj povsod konvergira proti merljivi funkciji f. Ce
velja

lim fndu =0,
X

n—oo



INTEGRAL 23
dokazi, da je f = 0 skoraj povsod.
2-49. Naj bo {f,}nen zaporedje realnih merljivih funkcij na merljivem pro-
storu (X, .A).

(a) Ce obstaja taka nenegativna funkcija g, da je / gdu < oo in da za vse
X
n € N velja | f,| < g, dokazi

limsup/ fnd,ug/ lim sup fdu.
n—00 X X n—oo

(b) Ali neenakosti iz (a) drzi, ¢e izpustimo predpostavko o obstoju funkcije
g?

Integral kompleksne merljive funkcije

2-50. Ali je funkcija f, podana s predpisom f(z) = 222 v L1([1,00),m)?

2-51. Merljiv prostor (N, P(N)) opremimo z mero §tetja tock u. Za f € L'(u)
izracunaj integral [ fdp.

2-52. Naj bo (X, A, 1) merljiv prostor in { f,, }nen zaporedje funkcij v L' (p), ki
v || - |l1-normi konvergira proti funkciji f. Ce je zaporedje { f,, }nen omejeno,
dokazi, da obstaja taka mnozica N z mero 0, da velja || f|n]|co < 0.

2-53. Naj bo (X, A, p) merljiv prostor in {f,},en zaporedje skoraj povsod

nenegativnih merljivih funkcij v L*(u), ki v || - ||;-normi konvergira proti
funkciji f. Dokazi, da je f skoraj povsod nenegativna funkcija.

2-54. Naj bo dano zaporedje merljivih mnozic {FE,},en s konéno mero v
merljivem prostoru (X, A, u). Naj zaporedje funkcij {xg, }nen konvergira v
|| - [[1-normi proti merljivi funkeiji f. Dolo¢i merljivo funkcijo f.

2-55. Naj bo (X, A, 1) merljiv prostor. Naj zaporedje merljivih funkcij { f, }nen
na X konvergira po to¢kah proti funkciji f, zaporedje integralov

J

pa naj konvergira proti 0. Dokazi, da je f enaka 0 skoraj povsod.
2-56. Naj bo (X, A, u) merljiv prostor in naj bo f : X — [0,00) merljiva
funkcija. Definirajmo mnozico
Ar={geL'(w): |g(x)| < f(z) sp.[ul}.

(a) Dokazi, da je Ay zaprta podmnozica v L (u).
b) Ce je A omejena, potem dokazi, da je f € L' ().
f
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2-57. Naj bo (X, A, ) o-konéen merljiv prostor. Naj bo f € L'(u) taka
kompleksna funkcija, da za vsako merljivo mnozico E s konéno mero velja

/ fdu = 0. Dokazi, da je f = 0 skoraj povsod.
E
2-58. Naj bo (X, A, u) o-koncen merljiv prostor. Za p > 1 skonstruiraj tako
merljivo funkcijo f, ki je skoraj povsod vegja od 0 in velja fP € L'(u).
2-59. Zaporedje funkcij { fy, }nen na intervalu [0, 1] je definirano s predpisom
z € [0, 73]

0
fn(z) = 3 xe (ﬁ, %)
0 z € [2,1]

SI—3

(a) Dokazi, da je funkcija f, merljiva za vsak n € N.
(b) Dokazi, da za vsak x € [0, 1] obstaja limita f(z) = lim f,(x).
n—oo

(c) Ali velja enakost

fdm = lim frndm?
[0,1] e o]

(d) Ali obstaja taka pozitivna funkcija g € L'([0,1],m), da za vsak n € N
velja 0 < fp < g7

2-60. Realna stevila opremimo z Borelovo o-algebro in Lebesgueovo mero m.
Zaporedje merljivih funkcij {f,}nen je na R podano s predpisom

fo(x)=n- sin(wn4x)x[0,n%].

Dokazi, da obstaja funkcija g iz L'(m), ki dominira vse funkcije f,.

2-61. Izracunaj limite:

) n 3
. . . nr —x _ a2
(a) lim [ e ™ dx (b) lim [ ————F—e ndx
n—00 n—00 ne*+n— 223
0 0
r n%x% “I‘ n2 L n n2$2 — 1 nz3+21
(c) lim 2767"2"”2 dr (d) lim ————€ e dx
n—o0 n“+1—n n—o0 Jo n‘x +1
2

2-62. Naj bo dana zvezna funkcija f : [0,00) — [1, 00). Izracunaj

2.4 3
lim Gt e*xf(x)%dx.
n—oo Jo n2x? 4 2nx +1
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2-63. Naj bo (X, A, 1) merljiv prostor in f € L'(u). Dokazi, da za vsak € > 0
obstaja taka merljiva mnozica E € A s konéno mero, da velja

[l [ 1fidn =

2-64. Naj bo f zvezna funkcija na intervalu [0, 1] in naj bo F' njena primitivna
funkcija. Dokazi, da velja
1

Tim [ nf(e)te (Z)dm:F(l)—/ol F(a)dz.

2-65. Izracunaj
1

lim lim cos(2mnlx)"dx.
n—o0 m—o0 0

2-66. Ali obstajata taki omejeni zaporedji {ap }nen in {by }nen kompleksnih
stevil, da zaporedje funkcij { fy, }nen, definirano s predpisom
fn(x) = ap sin(nz) + by, cos(nz),
konvergira proti funkciji 1 skoraj povsod na intervalu [0, 27]?
2-67. Naj bo f € L'(R,m).
(a) Dokazi, da obstajata limiti

lim fdm in lim fdm
t—o00 (t,OO) t—o00 (—oo,t)
in ju izracunaj.
(b) Dokazi, da je funkcija z — / fdm zvezna funkcija na R.
(2,00)
2-68. Naj bo {am}men zaporedje kompleksnih stevil in naj bo {am n}mnen
tako dvojno zaporedje kompleksnih Stevil, da za vsak n € N velja

lim an,, = ap.
m—00

Ce obstaja taka absolutno konvergentna vrsta > o2 | by, da pri vsakem m €
N velja |amn| < |bn| za vse n € N, dokazi, da velja

(o] o0
lim E amvnzg Q.-
m—00

n=1 n=1

2-69. Naj bo (X, A, u) merljiv prostor in naj bo {f,}nen zaporedje nenega-
tivnih merljivih funkcij na X ki po tockah konvergira proti 0.
(a) Naj velja

sup/ max{f1,..., fn}dp < oco.
neNJ X
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Izracunaj li_>m / fndu.
n—,oo

(b) Ali trditev iz (a) velja, ¢e je zaporedje integralov neomejeno?
2-70. Naj bo (X,.A) merljiv prostor s kon¢no pozitivno mero p in naj bo
{ fa}nen zaporedje merljivih funkcij iz L' (u).
(a) Ce zaporedje {fy}nen konvergira enakomerno proti funkceiji f, dokazi,
da je
lim [ fodp = / fdp

b'e b'e

n—oo

in feL'(u).
(b) Ali trditev iz (a) velja tudi v primeru, ko je mera prostora X neskonéna?

2-71. Naj bo (X, A, ) merljiv prostor s konéno mero. Vektorski prostor ek-
vivalen¢nih razredov skoraj povsod enakih merljivih kompleksnih funkcij na
X opremimo s preslikavo d, definirano s predpisom

a(ifl.loh = | A=dl g,

x1+1[f—yl
(a) Dokazi, da je d dobro definirana metrika.
(b) Ce zaporedje merljivih funkcij {fn}nen konvergira proti merljivi funkciji
f skoraj povsod, dokazi, da zaporedje {[fn]}nen konvergira proti [f] po
metriki.
(c) Dokazi, da zaporedje {[f,]}nen konvergira proti [f] po metriki, natanko
takrat, ko zaporedje {f,}nen konvergira proti f po meri.
(d) Ce za zaporedje {f, }nen merljivih funkcij na X velja

1m
n—oo [y 14 |fnl

dokazi, da zaporedje {f,}nen konvergira po meri proti 0.
(e) Ali trditve veljajo tudi v primeru, ko je mera prostora X neskoncéna?

dp =0,

2-72. Naj bo { fy, }nen zaporedje merljivih funkcij na merljivem prostoru (X, .A)
s pozitivno mero i, ki po to¢kah konvergira proti nicelni funkciji. Ce obstaja
taka funkcija g € L'(u), da za vse n € N velja | f,| < g, dokazi, da zaporedje
{fn}nen konvergira skoraj enakomerno na X proti nicelni funkciji.

2-73. Dokazi, da je omejena Riemannovo integrabilna funkcija f : [a,b] — R
tudi Lebesgueovo integrabilna in velja

b
/ f(z)dz = fdm.
a [a,b]

2-74. Naj bo (X, A, u) merljiv prostor s konéno pozitivno mero in naj bo F
neprazna mnozica nenegativnih merljivih funkcij na X. Naj obstaja taka
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omejena nenegativna merljiva funkcija g na X, da za vsak f € F in vsak
x € X velja 0 < f(z) < g(z). Dokazi, da je funkcija

(sup F)(z) := sup f(z)
feF

skoraj povsod enaka neki merljivi funkciji.

Integriranje funkcijskih vrst

2-75. Izracunaj vsoto vrste

1 ! + L1 +

2 3 4 '
2-76. S pomocjo integrala funkcije f(z) = 1=z po primerno izbranem inter-
valu izracunaj vrsto
(0.9}
> e
.on+1°

—mn AL

2-77. S pomocjo doloc¢enega integrala primerno izbrane nenegativne funkcije

dokazi, da velja
2n+1 4

n=0

2-78. Na [0, 00) definiramo zaporedje funkcij { fy, }nen s predpisom

fn(a:) — e T _ 2672nx

in naj bo f = an
n=1

(a) Dokazi, da je zaporedje {fn}nen narascajoce.
(b) Dokazi f,, < f za vsak n € N.
(c) Na dva nacina pokazi

o

S [ lfalam = cx.

nzl[O,oo)

2-79. Izracunaj
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1
1
2-80. Podan je posploSeni integral [ = / 3:3 nxldm.
0o I -
(a) Dokazi, da je I enak

(b) S pomocjo (a) izpelji

2-81. Merljiv prostor (N, P(N)) opremimo z mero $tetja tock p. Dokazi, da za
nenegativno funkcijo f na N velja

/Nfdu = ilf(n)-

2-82. Naj bo {anm }n men dvojno zaporedje nenegativnih stevil razsirjene re-
alne osi. Dokazi

oo oo oo 00
PIDBLED P BLTE
n=1m=1 m=1n=1

2-83. Naj bo (X, A) merljiv prostor in naj bo {un}nen zaporedje pozitiv-

nih mer na (X, A). Dokazi, da je preslikava p : A — [0, 00], definirana s
predpisom

WE) = un(E),
n=1

pozitivna mera na (X, .A).

2-84. Racionalna stevila intervala (0, 1) razvrstimo v zaporedje {7, }nen. De-
finirajmo funkcijo f : [0, 1] — [0, o0] s predpisom

Dokazi, da je funkcija f merljiva in velja f(z) < oo skoraj povsod.
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Produktna mera

2-85. Naj bo u mera stetja tock na (N, P(N)). Definirajmo f: Nx N — R s
predpisom

1 : m=n
fmyn)=< -1 : m=n+1
0 : sicer

(a) Izracunaj oba dvakratna integrala.
(b) Alije f € LY(uu x p)?
2-86. Naj bo funkcija f : [—1,1] x [-1,1] — R podana s predpisom

o= { T 020
cx=y=0

(a) Izracunaj / / fz,y)dxdy m/ / f(z,y)dydx.

(b)AhJefelexm

11
2-87. S pomocjo zamenjave vrstnega reda integracije izrac¢unaj / / ey2dydx.
0 =z

2-88. Naj bo 0 < a < b < 1. Dokazi zvezo

b . 1 . .

ba) —

/ aresing / arcsin(bzr) — arcsin(ax) 4
a T 0 €z

T.
2-89. S pomocjo zamenjave vrstnega reda integracije izracunaj integral

d =
/1 x/x @+ 22"

2-90. S pomocjo Fubinijevega izreka izpelji zvezo

1 i 2 1 .
sinx 1
/ dr = / Sln$dw.
0 X 2 0 X

2-91. S pomocjo dvojnega integrala primerno izbrane funkcije dveh spremen-
ljivk na primerno izbranem obmocju izracunaj integral

o0
1—
/ cos(ax) dx
0 ret

2-92. Naj bo a > 1. Izracunaj integral

>~ 1 a’z? +1
—In|{—F——|dz
0o T e +1
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2-93. Naj bo 0 < a < b. S prevedbo na dvojni integral in zamenjavo vrstnega
reda integracije izrac¢unaj integrale.

T omaz? _ ,—ba? T arctg(bx) — arctg(ax)
@ [ ® z v

J 0

I 7 b

x’ — x cro
d d 4

(c) / Inz “ (d) /$(€az+ (e +1) ’

J 0

2-94. Naj bo f : [0,00) — R taka zvezno odvedljiva funkcija, da obstaja
koné¢na limita li_>m f(x) in ' € L'(R). Naj bo 0 < a < b. Izracunaj integral
xr oo

T

/°°f<bx> - flaz)
0

2-95. S pomocjo dvojnega integrala funkcije f po primerno izbranem obmocju
izrac¢unaj integrale.

(a) /e “da;  f(x,y) :ye—(l—i-gc?)yz7
0
Vi 1
nr ) - 1
(®) /gﬂ_ld‘””’ f(@:9) = gy
0 oo
(c) | e *a"tsin’adr;  f(z,y) = e *sin(2zy), s>0.
0
1 oo 2nm .
2-96. S pomocjo enakosti — = /e—xydy izracunaj lim sinz ,
T n—oo x€X
0 0

2-97. Dokazi, da za poljubno naravno Stevilo m velja

2mn
. sin x 1
lim dr =

s
e v T (s ()

2-98. S pomocjo trojnega integrala funkcije

1

f(xmya Z) - (1 +w2y2)(1 —|—$222)
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po primerno izbranem obmocju izra¢unaj integral
oo
arctgx 2
(=
x
0

2-99. Naj bo {apm tnen tako dvojno kompleksno zaporedje, da velja

oo [e.e]
Z Z |anm| < oo.

n=1m=1
Dokazi, da je
oo 0o oo 0o
PIDBLTED B DL
n=1m=1 m=1n=1

2-100. Naj bo f :[0,1] — [1, 00) zvezna funkcija.
(a) Dokazi, da je funkcija F', definirana s predpisom
F(z,y) = (f(y) — f(2))(Inf(y) — Inf(z)),

nenegativna funkcija na [0, 1] x [0, 1].
(b) Utemelji, da Lebesgueov integral

Fd(m x m)
[0,1]x[0,1]

obstaja in je nenegativno stevilo.
(c) Dokazi, da velja

/01 f(z)dx /Ollnf(m)dx < /01 F(z)Inf (z)dz.

2-101. Naj bosta dana merljiva prostora (X, P(X)) in (N, P(N)). Za x; € X
definirajmo mero p = d,, na P(X), v pa naj bo mera stetja tock na P(N).
(a) Dolo¢i produktno mero p X v.

(b) Doloéi L' (p x v).
(c) Za funkcijo f € L'(uu x v) doloéi

/ f,y)d( x 1) (&),
XxY

2-102. Naj bo (X, A, u) o-konéen merljiv prostor s pozitivno mero y in naj
bo f : X — [0,00) nenegativna merljiva funkcija. Naj bo m Lebesgueova
mera na realni osi.

(a) Dokazi, da je mnozica

Gp={(z,y) € X x[0,00): 0 <y < f(z)}
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merljiva glede na produktno o-algebro A ® Bj o)-
(b) Izracunaj (1 x m)(Gy).

2-103. Naj bo (X, A, 1) o-konéen merljiv prostor in f1, fo taki merljivi funkeiji
na X, da velja fi < fs. Naj bo E merljiva podmnozica v X. Dokazi, da je
mnozica

{(z,y) e ExR: fi(z) <y < folz)}

merljiva mnozica z mero
/ (f2 = f1)dp
E

2-104. Naj bo (X, A, u) merljiv prostor in f realna merljiva funkcija na X.
(a) Dokazi, da je graf funkcije f merljiva mnozica v (X x R, A ® Bg).
(b) Ce ima X konéno mero, dokazi, da ima graf funkcije f mero 0.
(c) Koliko je mera diagonale kvadrata [0, 1] x [0,1]?

2-105. Naj bosta (X, A, p) in (Y, B, v) o-konéna merljiva prostora. Za funkciji
f € LY(pn) in g € L'(v) definirajmo funkcijo h X xY — C s predpisom
h(z,y) = f(z)g(y). Dokazi, da je h € L*(uu x v) in dokazi, da velja

[ = s

2-106. Naj bo interval [0,00) opremljen z Borelovo o-algebro Bj ) in Le-
besgueovo mero m. Naj bo f : [0,00) — R Borelovo merljiva funkcija.
Definirajmo funkcijo F': [0,00) x [0,00) = Rz F(z,y) = f(z + y).

(a) Dokazi, da je I’ merljiva glede na produktno o-algebro Bjy o) ® By o)
na [0,00) X [0, c0).

(b) Naj za funkcijo f velja f(z +y) = f(z)f(y) za vse 2,y > 0. Ce je
f € LY([0,00),m), dokazi, da je F' € L'([0,00) x [0,00),m x m) in izrazi

F(z,y)d(m x m)(z,y)
[0,00)%[0,00)
z integralom funkcije f.
2-107. Naj bosta (X, A, u) in (Y, B, v) o-konéna merljiva prostora. Ce je A #

P(X) in B vsebuje kako neprazno merljivo mnozico z ni¢elno mero, pokazi,
da (X xY,A® B, u X v) ni poln.

2-108. Naj bo (X, A, ) o-koncen merljiv prostor s pozitivno mero in f €
LP(u) (1 < p < o) poljubna nenegativna funkcija. Za vsak ¢ > 0 definirajmo

9(t) = p({z € X f(z) > t}).

(a) Dokazi, da je funkcija g merljiva.
oo

(b) Izracunaj integralp/ tP~Lg(t)dt.
0



3. Kompleksne mere

Primeri in totalna variacija

3-1. Ali je Lebesgueova mera totalna variacija kake kompleksne mere?

3-2. Naj bo (N, P(N)) merljiv prostor in {ay }nen kompleksno zaporedje. Za
FE C N definirajmo
AME) = an.

nek
Doloc¢i potreben in zadosten pogoj, da bo A kompleksna mera. V tem primeru
tudi izracunaj totalno variacijo |A|.

3-3. Naj bosta {ay }nen in {by tnen kompleksni zaporedji in naj bosta g in A
zaporedoma pozitivna in kompleksna mera na (N, P(N)), definirani s pred-
pisoma

WE)=> an in AE)=) b
nekr nekr
(a) Dolo¢i potreben in zadosten pogoj, da velja A\ < p.
(b) Dolo¢i potreben in zadosten pogoj, da velja p L A.

3-4. Za kompleksno mero p na merljivem prostoru (X,.A) definiramo presli-
kavo A : A — [0,00) s predpisom

AE) = sup {Z |uw(E;)| = {E;}i—, konéno razbitje za E} .
i=1

Dokazi, da je A = |ul.

3-5. Dokazi, da za kompleksni meri pq in o na merljivem prostoru (X,.A4)
velja
[l = lpoll < | + pal < |l + |-

3-6. Naj bosta p1 in ps vzajemno singularni kompleksni meri na merljivem
prostoru (X, A). Dokazi, da veljajo naslednje enakosti:

pa] = lpell = | + pal = (1 = p2f = || + |pal.

3-7. Dokazi, da za paroma vzajemno singularne kompleksne mere puy, ..., uy
na merljivem prostoru (X, A) velja

a e | = ] - .

3-8. Naj bo A taka kompleksna mera na merljivem prostoru (X, .A), da je
|A|(X) = A(X). Dokazi, da je A pozitivna mera.

33
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3-9. Ali na (R, Bgr) obstaja taka kompleksna Borelova mera u, da za vsako
iracionalno stevilo x velja u((—oo, z)) # p((—oo0, x])?

3-10. Naj bo (X, A, ) merljiv prostor s pozitivno mero p in f € L'(u).
Dokazi, da za vsak € > 0 obstaja § > 0, da iz u(E) < ¢ sledi ‘/ fdu‘ <e.
E

Realne mere

3-11. Naj bo {ay }nen zaporedje kompleksnih stevil. Za poljubno podmnozico

FE C N definiramo
AE) = an.
ner

(a) Doloci potreben in zadosten pogoj, da je A realna mera na (N, P(N)).
(b) Doloc¢i kak Hahnov razcep mere v primeru, ko je A realna mera.
(c) Kdaj je Hahnov razcep enoli¢no dolocen?

3-12. Naj bo p pozitivna mera na merljivem prostoru (X,.A) in naj bo f €
L!(p) realna funkcija. Na o-algebri A definiramo realno mero

ni(E) = [ rn

Doloci taki kon¢ni pozitivni meri pq in pg, da velja py = py — po in py L po.

3-13. Naj bosta 1 in pg konéni pozitivni meri na merljivem prostoru (X,.A).
Definirajmo realno mero A := pq — ug na (X, .A).
(a) Dokazi, da velja |A| < g + po.
(b) Dokazi, da za poljubno nenegativno merljivo funkcijo f na X velja

/X FaA| < /X Fpr + /X Fd.

3-14. Dokazi, da za realno mero A velja [A\| = AT + A~.

3-15. Naj bo A realna mera na merljivem prostoru (X, A).
(a) Ce za totalno variacijo |A| mere X velja [A|(X) = A(X), dokazi, da je A
konéna pozitivna mera.
(b) Ali trditev iz (a) velja, ¢e samo predpostavimo A(X) > 07
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Lebesgue-Radon-Nikodymov izrek

3-16. Naj bosta p in v konéni pozitivni meri na merljivem prostoru (X, .A).
(a) Dokazi, da v primeru, ko obstajata pozitivni meri v, in v, da je v =
Vg + Vs, Vg < 1 in v L i, potem sta enoli¢no doloceni.

(b) Definirajmo
D ={g:X —[0,00] : g merljiva in /gd,u <wv(A)}.
A

Dokazi, da je D zaprta za kon¢ne maksimume.
(c) Dokazi, da je D zaprta za Stevne supremume.

(d) Dokazi, da obstaja f € D, da je / fdu = sup/ gdp.
X geD J X

(e) Definirajmo ps(E) = / fdp in ve(E) = u(E) — py(E). Dokazi, da g

in v4 izpolnjujeta pogoje izEEa).

(f) Dokazi, da obstaja natanko ena funkcija f € L(u), daje v, (E) = / fdu

za vse E € A. r
3-17. Na P(Z) definiramo kompleksno mero s predpisom

AE) =Y e*alH

keE

wE) = %

ke ENN

in pozitivno mero

(a) Doloci |A| in [|A]].
(b) Dolo¢i Lebesgueov razcep mere A glede na mero p.
(c) Dolo¢i Radon-Nikodymov odvod mere A\, po meri p.

3-18. Naj bo {ap}nen zaporedje nenegativnih stevil, zaporedje {by,}nen pa
naj bo element prostora I['. Definirajmo kompleksno mero v in pozitivno
mero 4 na (N,P(N)) s predpisoma

w(E) = Z an, in v(E) = Z b
nek nekl

(a) Dolo¢i Lebesgueovo dekompozicijo mere v glede na mero u. Zakaj ta
dekompozicija obstaja?
(b) Dologi %e.

n

3-19. Naj bo m Lebesgueova mera na intervalu [0, 1], opremljenim z Lebe-
sgueovo o-algebro £. Naj bosta Eq in Es Lebesgueovo merljivi podmnozici
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intervala [0, 1]. Definirajmo Ay in A2 na £ z
)\1(F) = am(F N El) in /\Q(F) = ﬂm(F N EQ)

za o, € C\{0} in F € L.

(a) Dokazi, da sta A\; in Ay kompleksni meri na L.

(b) Poiséi potreben in zadosten pogoj, da sta meri A\; in Ay vzajemno sin-
gularni.

(c) Dokazi, da je mera A; + Ay absolutno zvezna glede na mero m in
d()\l + )\2)

izracunaj p
m

3-20. Naj bo X = [0,1] in A Lebesgueova o-algebra na X, u mera Stetja tock
na A in m Lebesgueova mera na [0, 1].
(a) Ali obstaja Lebesgueova dekompozicija mere u glede na mero m?
(b) Dokazi, da je m < p.
(c) Dokazi, da ne obstaja Radon-Nikodymov odvod Ccll—zl.

3-21. Naj bosta v in A kompleksni meri na merljivih prostorih (X,.A) in
(Y, B). Dokazi, da obstaja na produktni o-algebri A ® B natanko ena taka
kompleksna mera v X A, da je

(v x A\)(A x B) =v(A)\(B)
za poljubni A € Ain B € B.

3-22. Naj bo p o-konéna pozitivna mera in A kompleksna mera na merljivem
prostoru (X, A). Naj bo X absolutno zvezna glede na . Ce je % = f, dokazi,

da velja d(%" =|f].

3-23. Naj bosta p in v taki o-koncéni pozitivni meri na merljivem prostoru
(X, A), da velja p < v < p.
(a) Ali velja L'(u) = L*(v)? Dokazi ali poiséi protiprimer.

3-24. S pomocjo Radon-Nikodymovega izreka dokazi obstoj Hahnovega raz-
cepa realne mere.

3-25. Naj bodo mere A, ¢ in p definirane na merljivem prostoru (X,.A), pri
¢emer sta ¢ in g o-konéni pozitivni meri in A kompleksna mera. Naj bo
A <L ¢ in ¢ < p. Dokazi, da je A < p, med Radon-Nikodymovimi odvodi
pa velja zveza

o _ar dp
dp  do du’
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3-26. Naj bo (X,.A) merljiv prostor in naj bosta dani ekvivalentni o-konéni
meri g in v na (X, A). Dokazi, da velja

du dv

dv d,u:

skoraj povsod na X.

LP-prostori
3-27. Naj bo (X, A, u) verjetnosti prostor in f : X — (0,00) funkcija, ki za

nek p < oo zadosca || f||, = 1 Dokazi, da velja / In fdu < 0.
X

3-28. Naj bo (X, A, p) verjetnosti prostor in f,g taki nenegativni merljivi
funkciji v L'(u), da velja f(z)g(z) > 1 za vsak z € X. Na dva nacina

dokazi, da je
[ sau [ gdn=1.
X X

1
3-29. Naj bo f € L'([0,1],m) taka realna funkcija, da velja /f(:c)dm = 0.
0

Dokazi, da velja

1
/ In(1+ e/ @)dz > n2.
0

3-30. Naj bo (X, A, i) verjetnostni prostor in f € L'(11) nenegativna merljiva
funkcija. Dokazi, da velja

eIl < / @) dyu(z),
X

3-31. Naj za vsako omejeno merljivo funkcijo f : [0,1] — R velja

@ (/01 fdx> < /01(<p0f)dx-

Dokazi, da je ¢ konveksna.

3-32. Naj bo (X, A, 1) merljiv prostor s konéno neni¢elno mero in f € L'(u)
realna funkcija. Naj bo ¢ : R — R konveksna funkcija. Dokazi, da velja

*0<M(1X)/de“> < M(lX)/X(sOOf)du-
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1
Naj bo f : [0,1/v/2] — R taka zvezna funkcija, da velja /ﬂ f(z)dx
0

I
=

Dokazi, da velja

Ins
V2

<

In(1 + 2f(z)%)dx

a5

3-33. Dokazi neenakost Minkowskega za 1 < p < oo s pomocjo Holderjeve
neenakosti.

3-34. Naj bo (X, A, ) merljiv prostor in {f,}nen, {gn}nen zaporedoma za-
poredji v LP(u) in LI(u) za 1 < p < oo. Ce zaporedje {f, }nen konvergira v
prostoru LP(u) proti funkciji f, zaporedje {g, }nen pa konvergira v prostoru
L%(u) proti funkciji g, dokazi, da zaporedje { f,,gn }nen konvergira v prostoru
LY(u) proti funkciji fg.

3-35. Naj bo 1 < p < o0 in {fn}nen € LP(u) zaporedje merljivih funkcij, ki
konvergira v prostoru LP(u) proti funkciji f. Dokazi, da velja

fn — pr

EP

p{ze X [fulz) - f(z)] = €}) <

Dokazi, da zaporedje {fy}, konvergira po meri proti funkciji f.

3-36. Najbo 1 <p<g< 0.
(a) Dokazi, da je I” C 19 in za vsak f € I velja || f|lq < || fl]p-
(b) Ali trditev iz (a) velja tudi v primeru ¢ = co?

3-37. Naj bo p konéna mera na merljivem prostoru (X, .4) in 1 < p < g < oo.
(a) Dokazi, da je L9(u) C LP(p).
(b) Ce je f € L4(u) poljubna funkcija, pokazi, da velja

/\flpdu<u X)r~ <11</ yf\qczu)

(c) Ce je p verjetnostna mera, dokazi, da je vlozitev ¢ : LI(u) — LP(p)
kontrakcija.

3-38. Naj bo k poljubno naravno stevilo in 1 < p < oo. Merljiv prostor
(N, P(N)) opremimo z mero u, ki je definirana kot

p({n}) =

Dolo¢i vsa nenegativna realna stevila ¢, da bo funkcija f, ki je definirana s
predpisom f(n) = n', element prostora LP ().
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3-39. Naj bo p pozitivha mera na merljivem prostoru (X,.4) in naj bodo
fi € LPi(u) merljive funkcije za p; > 1. Ce je p% +--- 4+ — =1, dokazi, da
je fi--+ fn € LY(p) in velja

11 falle < W fillps - N fllpn.-

3-40. Naj bo (X,A, u) merljiv prostor s pozitivho mero in 1 < p < 0.
Za funkcijo ¢ € L*(u) definiramo preslikavo M, na LP(u) s predpisom
wa = feo.

(a) Dokazi, da je M, omejena linearna preslikava na prostoru L”(u) z normo
najvec [|¢]|so-

(b) Ce je mera p o-koncna, dokazi, da je || Myl = [|¢]|-

(c) Ce je mera p o-konéna, dokazi, da je preslikava T : L=(u) — B(LP(u)),
definirana s predpisom 1" : ¢ + M, izometricna vlozitev.

1
Pn

3-41. Naj bo ¢ : LP(u) — R linearna preslikava na realnem prostoru LP(u)
(1 < p < ). Ce ¢ slika skoraj povsod nenegativne funkcije v nenegativna
Stevila, pokazi, da je ¢ zvezna.

3-42. Naj bo k zvezna funkcija na pravokotniku [a,b] x [a,b]. Dokazi, da je
integralski operator T : LP[a,b] — LP[a,b], definiran s predpisom

TN = [ Few)f)dm)
[c,d]
omejen linearni operator, katerega zaloga vrednosti je vsebovana v prostoru
zveznih funkcij na intervalu [a, b].

3-43. Naj bo (X, A, ) merljiv prostor s pozitivno mero in p € [1, oo]. Dokazi,
da je
LY (u) N L% () € LP(n) © L () + L (p).
3-44. Naj bo X = {0,1} in g mera na P(X), definirana z p({0}) = 1 in
p({1}) = oo.
(a) Dolo¢i prostora L'(u) in L™ (p).
(b) Za 1 < p < oo dolo¢i prostora LP(p) in L7(w).
(c) Ali sta prostora L'(u) in L®(p) izomorfna v algebrai¢nem smislu?
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ODGOVORI

1. Merljive mnozice
2. Integral

3. Kompleksne mere
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1. Merljive mnozice

1-3. Ne.

1-8. Bx ={F C X : ena od mnozic E in E° je §tevna}.
1-9. Diskretni metri¢ni prostori.

1-15. (b) 2" za nek n € N.

1-19. Kardinalnost Borelove o-algebre na R je kontinuum.

1-26. (a) Trditev velja.
(b) Trditev ne velja; A =[—1,0) in B = (0, 1].

1-28. 1

1-37. ((AUB) = ((A)

1-46. Mnozice z ni¢elno Lebesgueovo mero imajo prazno notranjost.

1-47. Ne.

1-50. (b) Ne.

1-51. (b) f(z) = Ae* + B (B € R, A>0), ug([0,1]) = A(e — 1).

1-52. (a) £(b*) — f(a) (b) f(a*)— f(a) (¢) F(b*) — Fla*) (d) F(b) — F(a*)

42



2. Integral

2-6. (b) f = 3xu — yve.

2-13.
2-14.

Merljive preslikave so natanko konstantne funkcije.

(b) Naj bo X = R in A o-algebra vseh podmnozic realne osi, ki so

bodisi Stevne bodisi imajo Steven komplement. Iskana funkcija je f(z) = x.

2-16.

(b) Iskana o-algebra ima za generatorje ravno vse mnozice oblike f; ! (B)

za B € B;, i€ 1.
(c) Iskana o-algebra je o-algebra vseh simetri¢nih mnozic v R, ki so stevne
ali pa ne njihov komplement Steven.

2-19.

(a) Funkcija f je enaka skoraj povsod funkeiji liminfy, o xF,, za neko

podzaporedje {ny}ren v N.
(b) V splosnem ne.

2-26.
2-27.
2-31.
2-32.

2-36.

2-37.

2-39.
2-40.
2-41.

2-42.

2-45.
2-46.
2-47.

(a) da (b) ne (c) ne
Ne.
(c) V splosnem ne.

V obeh primerih sta potrebna in zadostna pogoja enaka, t.j., lim a, = 0.
n—oo

f (o)
Z flan)
n=1

(@) (b) 5 () 5 (@) 3
arcsin(b) — arcsin(a)
u(E)
Ly =00, Ly = / fdu, da.
X
(b) V splosnem trditev ne velja.
1
(a) F(t) = xqoy, G(t) = 0.

(b) Funkcija F ni zvezna, je pa Borelovo merljiva glede na Borelovo o-
algebro na [0, 00).
(c) Ne.

2-49.
2-50.

(b) Ne; X =N, A=P(N) in f(n) = xn.
Ne.
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44 ODGOVORI

2-51. ) f(n)
n=1

2-54. [ = linrr_1>i£f XE,, za neko podzaporedje {ng }ren naravnih stevil.
2-59. (c) da (d) ne

2-61. (a) 1 (b) % (c) 2 (d) 3

2-62. 2

2-65. 0

2-66. Ne.

2-69. (a) 0 (b) ne

2-70. (b) ne

2-75. In 2.

In2
2-76. 12,

3
V]

2-79.
2-87.
2-89.
2-91.
2-92.
2-93. (a) 7(vb—v/a) (b) 7Int (c) In 2 (d) 3Ind
2-94. (limg o0 f(x) — f(O))lng.

2-95. (a) /T (b) = (c) Lln =44
2-96. .

2-98. 7?2

2-101. (a) u x v)(E) = |Ey, |

o
|

M‘
= o

In(

ISR e B
—
_|_
S
[\
~—

~

o~
N—" =)
|

—_

SN—

[ee]
(b) Iskane funkcije so natanko tiste funkcije f, za katere velja Z |f(z1,n)] < oo.

n=1

(©) 3 flar,n).
n=1

2-102. (b) /X fdu

2-106. (b) </X fdm>2



2-108. (b) |7

INTEGRAL
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3-1.
3-2.

|1

3-3.

3. Kompleksne mere

Ne.

Potreben in zadosten pogoj je {a, tnen € 11
[o¢]

=" lanl.
n=1

(a) Ce je a, = 0, potem je b, = 0.

(b) anb, =0 za vse n € N.

3-9.
3-11

Ne.
. (a) {an}tneny €M in a, € R.

(b) P={neN: a,>0}in N={neN: a, <0}.
(c) an # 0 za vse n € N.

3-12
3-15
3-17

s = frpin pe = fp
. (b) Ne.Najbo X ={0,1} in A = P(X) ter n({0}) =2 in p({1}) = —1.

- (@) N(B) = Xpep2 ™, 1N = 3.

(b) Aa(E) = ZkeEmN eik2_|k|a As(E) = ZkeEmNC ei2~ 1M
(c) Za predstavnika ekvivalenénega razreda vzamemo

3-18

d)\a@):{ e'n? . N

2"’1
dp 0 : n¢N ~

. (a) Mera p je o-konéna. Naj bo A ={n € N: a, > 0}. Tedaj je

va(B)= > bp,vs(E)= Y bn,

neENA neENA¢

(b) Za predstavnika ekvivalenénega razreda vzamemo

3-19
3-20
3-23
3-36
3-38
3-44

d)\a(x):{gz : neA .
du 0 : neA°

- (b) p(ENF) =0 (¢) “C57 = oxp, + By,
. (a) Ne

. (a) Ne

. (b) Da.

k=1
< >

. (a) Prostor L>(u) je enak mnozici vseh funkcij iz {0,1} v F, L!(u) pa

je enak mnozici vseh funkcij iz {0,1} v I, ki slikajo 1 v 0.
(b) Prostora sta enaka mnozici vseh funkcij, ki slikajo 1 v 0.
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KOMPLEKSNE MERE

(c) Ne, saj njuni dimenziji nista enaki.
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NASVETI

1. Merljive mnozice
2. Integral

3. Kompleksne mere

50

52
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1. Merljive mnozice

1-8. Borelova g-algebra Bx je generirana z druzino vseh zaprtih mnozic.

1-10. Dokazi, da so generatorji o-algebre Bx, ®- - -® Bx, vsebovani v Borelovi
o-algebri topoloskega produkta X7 x - -+ x X,.

1-14. Dokazi, da je B o-algebra.

1-15. (a) Poisc¢i merljivo mnozico, katera nima pravih merljivih podmnozic.
Nato nadaljuj isti postopek na njenem komplementu.

1-16. (a) Definiraj E; = X in konstruiraj E,, induktivno na naslednji naéin.
Ce so mnozice Ei, ..., E, 7e skonstruirane, poiséi tako mnozico C' € A, da
je 0 C E,NC C E,. Sedaj si oglej druzini AN E, NC in AN (E,\C).

(b) Poiséi injektivno preslikavo ¢ : P(N) — A.

1-17. (a) Ce X # A, potem ima X\ A prvi element.
(b) Izberi nestevno dobro urejeno mnozico X. Ce X ne izpolnjuje pogojev
iz naloge, potem obstaja = € X, da I, ni Stevna. Mnozica vseh takih x ima
prvi element.

1-18. Dokazi, da je |J,cq €a 0-algebra, ki vsebuje F.

1-19. Borelova o-algebra na R vsebuje vsaj kontinuum odprtih intervalov. Za
dokaz, da je kardinalnost Borelove o-algebre natanko kontinuum si pomagaj
z nalogo 1-77.

1-25. Pomagaj si z nalogo 1-77.

k k
1-27. Dokazi, da za poljuben k € N velja pu (U En> = Z,u(En).
n=1

n=1

1-28. Dokazi, da za poljuben k € N velja p( ﬂ E,) =1.
n=1

1-29. (c) Koliko je lim u(Ey)?
n—oo

1-33. (b) Predpostavi nasprotno, t.j.,
s:=sup{u(E): u(E) < oo} < oo
in poisci mnozico E € Az u(E) = s.

1-34. Za vsak 0 < 0 < 1 obstaja taka mnozica E,, z u(E,) > 1— 0.
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MERLJIVE MNOZICE 51
1-35. Naj bo H presek vseh kompaktnih mnozic z mero 1. Pokazi, da je mera
mnozice H enaka 1.
1-37. Upostevaj definicijo zunanje mere.

1-38. Upostevaj definicijo (-merljivosti mnozice E za mnozici A in AU E.

o
1-39. Poisci (-merljivo mnozico E, z ((A\E,) < 2 is si oglej mnozico E = | | E,.
n=1
1-45. Mnozica, ki ni gosta, ne seka neke odprte mnozice.
1-46. Kaksna je Lebesgueova mera odprtih mnozic?

1-47. Navzgor oceni mero mnozice A.

1-48. Racionalna stevila razvrsti v zaporedje. Iskana mnozica je Stevna unija
primernih odprtih intervalov, ki imajo sredis¢a v racionalnih Stevilih.

1-49. (a) Omejene mnozice so vsebovane v omejenih intervalih.

(b) Oglej si funkcijo f(x) = m((—o0,z] N K).

1-50. (a) Brez izgube splosnosti predpostavi h = 0 in si oglej mnozico
{r eR: g(x) # 0}.

1-51. (b) Lebesgue-Stieltjesovi meri pf in p14 sta enaki natanko takrat, ko je
f — g konstantna funkcija.

1-52. Funkcija je zvezna v tocki xg natanko takrat, ko se njena leva limita in
njena desna limita ujemata v tocki xg.

1-53. Ob predpostavki, da je ena od mnozic A in B kompaktna, dokazi, da je
A + B zaprta mnozica.

1-55. (a) Vsako mnozico z ni¢elno mero lahko pokrijemo s $tevno unijo od-
prtih intervalov, katerih mere se seStejejo pod e.
(b) Mnotzico tipa F, zapisi kot $tevno unijo zaprtih mnozic, zaprto mnozico
pa zapisi kot Stevno unijo kompaktnih mnozic.
(c) Mnozica je Lebesgueovo merljiva natanko takrat, ko je unija mnozice z
nic¢elno mero in mnozice tipa Fj.



2. Integral

2-8. Mnozica {x € X : f(x) > ¢ > g(z)} je Stevna unija mnozic z nic¢elno
mero.

2-9. Funkcija f je limita zaporedja merljivih funkcij.
2-11. Pokazi, da je druzina B’ = {E C Y : f~1(Y) € A} o-algebra.

2-12. Pokazi, da je A" = {E C X : f(E) € By} o-algebra, ki vsebuje vse
odprte mnozice prostora X.

2-14. (a) Vsaka mnozica je unija svojih singletonov.

2-17. Upostevaj definicijo odvoda funkcije.

2-18. Funkcijo F' zapisi kot produkt funkcij, ki so merljive glede na produktno
o-algebro.

2-20. (a) Konvergentna zaporedja so natanko Cauchyjeva zaporedja. Upostevaj
Cauchyjev pogoj za pozitivna racionalna stevila e.

2-21. Pokazi, da je mnozica f~'((a,c0)) merljiva za vsak a € R.
2-22. Izracunaj G(t) — G(s) za t > s.

2-23. Kompleksno merljivo funkcijo zapisi kot linearno kombinacijo nene-
gativnih merljivih funkcij, nenegativne merljive funkcije pa aproksimiraj z
narascajoCim zaporedjem stopnicastih funkcij. Torej, najprej dokazi trditev
v primeru karakteristicne funkcije.

2-24. Trditev najprej dokazi v primeru, ko je f karakteristi¢na funkcija.
2-25. Upostevaj prejsnjo nalogo.

2-29. Uporabi izrek Jegorova.

2-30. Edina mnozica z mero manjso od 1 je prazna.

2-34. Prostor X zapisi kot Stevno unijo mnozic s konéno mero. Na mnozicah
s kon¢éno mero si lahko pomagas z izrekom Jegorova.

2-35. Za € > 0 definiraj
U,={reX: 0< f(z)— fulz) <€}
Kaksno je zaporedje mnozic {Up, }nen?
2-38. Upostevaj definicijo Lebesgueovega integrala nenegativne merljive funk-
cije.

2-39. (b) Vpelji novo spremenljivko ¢t = nx.

52



INTEGRAL 53

2-41. Lebesgueov izrek o monotoni konvergenci.
2-42. Lebesgueov izrek o monotoni konvergenci.
2-44. Za t > 0 definiraj By = {z € X : f(x) > t}.

2-45. (a) Definiraj g, = f1 — fn-
(b) V splosnem je odgovor ne; oglej si zaporedje funkcij fn = X{n,00)-

2-46. Uporabi padajoco razli¢ico Lebesgueovega izreka o monotoni konver-
genci.

2-47. Za t > 0 velja

ogF(t)gG(t)g/()oo(lil::it)rl.

2-48. Pomagaj si s Fatoujevo lemo.

2-49. (a) Uporabi Fatoujevo lemo za zaporedje funkcij g — fp,.

2-52. Vsako konvergentno zaporedje v L' z limito f ima podzaporedje, ki
konvergira proti f skoraj povsod.

2-54. Kaj lahko poves o funkciji f v primeru konvergence skoraj povsod?
2-55. Pomagaj si s Fatoujevo lemo.

2-57. Zakaj se lahko omejis na primer realne funkcije? Zakaj se lahko omejis
na nenegativne funkcije?

2-66. Pomagaj si z Lebesgueovim izrekom o dominirani konvergenci.

2-68. Definiraj ustrezno zaporedje funkcij na merljivem prostoru (N, P(N)),
opremljenim z mero Stetja tock.

2-69. Uporabi oba Lebesgueova konvergencna izreka.
2-70. Ker je mera prostora X koncna, so konstantne funkcije integrabilne.
2-72. Kaksno mero ima mnozica A = {z € X : g(x) > €} za e > 07

2-73. Izberi poljubno delitev D intervala [a, b]. Definiraj primerni (stopnicasti)
funkciji sp in zp, katerih Lebesgueova integrala na [a,b] sta zaporedoma
enaka spodnji in zgornji Darbouxovi vsoti funkcije f glede na delitev D.
Upostevaj definicijo Riemannovega integrala (lahko izberes zaporedje deli-
tev, katerih dolzine najvecjih delitvenih intevalov konvergirajo proti 0), da
dokazes obstoj merljivih funkcij s iz z, ki sta enaki f skoraj povsod.
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2-T74. Najprej si oglej primer, ko je funkcija g omejena. V tem primeru naj

bo s:=sup | fdu. Pokazi, da obstaja funkcija F', ki je supremum nekega

feFJx
zaporedja iz F in ustreza / Fdy = s.
X
2-81. Definiraj f,, = f(n)x, in integriraj funkcijsko vrsto nenegativnih funk-

cij.

2-82. Pomagaj si z zaporedjem funkcij { f, } nen, definiranih s predpisom f,(m) =

Q-
2-84. Izracunaj fdm.
(0,1]
[e.e]
2-93. (a) Pomagaj si z integralom e dp = ﬁ
2v/a

0
(d) Integrand zapisi kot razliko dveh ulomkov.

2-97. Pomagaj si s formulami za I'-funkcijo.
2-99. Pomagaj si s funkcijo f(n,m) = apmy, na N x N.

2-102. (a) Praslike merljivih mnozic so merljive mnozice. V pomo¢ naj bo
funkcija F(z,y) = f(z) —y.
(b) Kaj je mera mnozice po definiciji?

2-105. Fubinijev izrek.

2-108. (a) Funkcija g je monotona.
(b) V integralu iz naloge upostevaj, kaj je g(t) in uporabi Fubinijev izrek.



3. Kompleksne mere

3-5. Najprej dokazi desno neenakost, za dokaz leve neenakosti pa si pomagaj
z desno neenakostjo za meri p in po — p1.

3-7. Indukcija.

3-8. Naj bo E taka mnozica z A\(E) # 0. Dokazi, da za kompleksni stevili
A(E) in A(E°) velja trikotniska enakost.

3-9. Ce bi Borelova kompleksna mera z iskanimi lastnostmi obstajala, potem

E 7 |ul(E) = .
3-10. Mera fdu je glede na mero p absolutno zvezna.
3-14. AT L.
3-15. (a) Ce je A\(E) < 0 za nek E € A, dokazi, da je A\(X) < |A[(X).

3-21. S pomocjo Radon-Nikodymovega izreka reduciraj dokaz na pozitivni
meri |v] in ||

3-22. Dokaz dd‘—f;' < |f| je direkten. Za dokaz obratne neenakost funkcijo ¢ :=

X E-sgn f aproksimiraj z zaporedjem stopni¢astih funkcij. Koliko je / fodu?
X

3-23. (b) Naj bo h = %. Oglej si preslikavo T : L*(\) — L'(p), definirano s
predpisom f +— fh.

3-24. Dokazi, da je Radon-Nikodymov odvod % realna funkcija, ki je skoraj

povsod enaka 1 po absolutni vrednosti. Nato si pomagaj z njenim pozitivnim
in negativnim delom.

3-27. Uporabi Jensenovo neenakost.

3-32. S pomocjo mere y definiraj verjetnostno mero na (X, .A).
3-33. (a +b)? = a(a+b)P~ +bla+ b)P~ L.

3-34. Pomagaj si s Holderjevo neenakostjo.

3-36. Splosni ¢len konvergentne vrste konvergira proti 0. Drugi del trditve
najprej dokazi v primeru, ko je || f||, < 1.

3-39. Izpelji Youngovo neenakost za n-terico stevil in posnemaj dokaz Holder-
jeve neenakosti v primeru n = 2.

3-42. Upostevaj, da je funkcija k enakomerno zvezna, nato uporabi Holderjevo
neenakost.
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56 NASVETI

3-42. Ce @ ni zvezen, obstaja zaporedje nenegativnih funkcij { f,, }nen z normo

[e.e]
| s &
1, da je ¢(fn) > n°. Oglej si funkcijo Z:l 2
n=
3-43. Prostor X razdeli na mnozico A = {# € X : f(z) > 1} in njen
komplement.
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