Analiza 1: 2. kolokvij

Resitve

1. naloga (20 tock)

Za vsako od spodnjih trditev v pripadajoci kvadratek ¢itljivo oznaci, ¢e je trditev pravilna P

oziroma napacna N .

Ce ne ves, pusti kvadratek prazen, ker se nepravilni odgovor §teje negativno!
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Funkcija f je definirana in zvezna na intervalih [0, 1] in [1, 2]. Potem je tudi enakomerno
zvezna na intervalu [0, 2].

Ceje lim f(z) = oo, obstaja x > 2022, da je f(z) < —2022.

T—r—00
Funkcija z — ch?z je injektivna na intervalu [0, co).

~ 1- 1- — 1- — . ~ . .
Ce velja xl/rnl f(x) xl\ml f(x) =0, je f zvezna v tocki 1

Cauchyjev produkt dveh konvergentnih vrst s pozitivnimi ¢leni je konvergenten.

Naj bo f(x) = e*. Obstaja funkcija g: R - R, da je fog(z) =z za vse x € R.

—1)" . . “ .
Vsota vrste > o7 ( n3) je neodvisna od vrstnega reda seStevanja.

Naj bo f nezvezna v tocki 1. Potem za vsako zaporedje (a,,) z lastnostjo lim a, =1
n—oo
velja lim_f(a,) # f(1).

Naj bo z;ozl an konvergentna vrsta s pozitivnimi ¢leni. Potem velja lim,,_~ &/a, < 1.

Vrsta je konvergentna natanko tedaj, ko zaporedje njenih delnih vsot konvergira k nic.



2. naloga (15 tock)

V odvisnosti od parametra a > 0 obravnavaj konvergenco vrste

(n!)2a™
INE
= ((2n+5)N)
Kako je s konvergenco za a = —37
Resitev: Uporabimo kvocientni kriterij
. Gpy1 . (n+1)%a  a
e gy o TE 4T

Vrsta je konvergentna za a < 4 in divergentna za a > 4. Pri a = 4 kriterij odpove, zato
uporabimo Raabejevega

20n2 + 4
lim n tn —1) = lim M:5>1.
n—00 Ap+1 n—oo 4n* + 8n + 4

Ugotovimo, da je vrsta konvergentna za a = 4. Iz zgoraj zapisanega sledi tudi, da je vrsta
absolutno konvergentna za a = —3.

Tockovnik
+5 Obravnava konvergence za a > 0 in a # 4.
+5 Obravnava konvergence za a = 4.

+5 Obravnava konvergence za a = —3.



3. naloga (15 tock)

Podan je predpis
24w .,
2x—5m)

x <

f(z) = 2=btang; 7 <
T—T ’ 2

x 2

a arccos

cx;

Dokazi, da je z njim definirana funkcija na R. Dolo¢i taka Stevila a,b,c € R, da bo f zvezna
funkcija.

Resitev: Za definiranost funkcije f je potrebno premisliti zgolj, da za x < 5 velja

ESM<1’
2 2¢x — 5w

To storimo tako, da skiciramo graf ulomljene linearne funkcije ali utemeljimo, da gre za padajoco
funkcijo z vodoravno asimptoto pri y = 1. Ker to drzi, lahko ta argument vstavimo v krozno
funkcijo arccos, drugih tezav v predpisu pa nimamo.

Sedaj zagotovimo zveznost v tockah § in 7. Velja:

1(5) = lim o) = amecos (=) = 5. )= lim o) = .

Nadalje opazimo, da mora biti b = 7, saj sicer zaradi neomejenosti funkcije tangens vz = 7,
naslednja limita ne obstaja:

20 —
lim f(z)= lim ’
m\g x\g r—T

tan x.

Za b = 7 to limito izracunamo z vpeljavo neznanke t = x — . Dobimo

. . 0 . 2t . 2t cost 4
lim f(x)=lim — tan (t—{——) = —lim —ctgt = —lim ——r—— = —.
N\ NOE+ S 2 NOt+ 5 N0 (t—F)sint 7
Nazadnje vpeljemo ¢t = z — 7 in izrac¢unamo
2x — 2t 2t int
lim f(z) = lim T T tana = lim kil tan(t + 7) = lim @t4m)sint =7

x S z ) T — T t 0t t 0 tcost

Od tod sledi, da morata biti @ = 6/72 in ¢ = 1.

Tockovnik

+5 Definiranost f na R.

+2 Funkcijski vrednosti f(7) in f (g)
+2 Dolocitev parametra b.

+6 Dolocitev parametrov a in c oz. limit z \, § in z 7 7.



4. naloga (20 tock)

Zaporedje (a,,) je podano s ¢lenom a; = 3 in zvezo

[\JIeE

3\* 1
a =lerta+...+a,— =] —-.
n+1 ( 1 2 n 2) 4
Dokazi, da je vrsta )~ | a, konvergentna in jo sestej. Ali ta vrsta konvergira tudi, ¢e je a; = 37
Namig: Pois¢i rekurzivno zvezo za zaporedje delnih vsot.

Resitev: UpoStevamo namig in ugotovimo, da za zaporedje delnih vsot (S,) zadosca zvezi

2
1
SIL+1 =Sy + an41 = Sn + (Sn - §> - T = SZ — 28, + 2.

Tovrstna zaporedja lahko obravnavamo graficno kot prikazuje spodnja slika. Od tod izpeljemo
sklepa, ki ju dokazemo z indukcijo: e je S € (1,2), je zaporedje strogo padajoe in navzdol
omejeno z 1; ¢e je S1 > 2 je zaporedje strogo naraScajoce. Ker sta edini mozni limiti 1 in 2,
velja, da pri S| = a1 = % zaporedje monotono pada k S =1, pri S; = a1 = 3 pa divergira.

Opomba: Divergenco vrste za a1 = 3 ste nekateri pokazali tudi direktno. Na primer s sklepom,
da iz S, > 3 sledi, da je an4+1 > 2. Se bolj zanimive pa so bile resitve, v katerih ste nekateri z

indukcijo dokazali, da velja:
2n71

3 2 +1
a1:§ e Sn:22qu—_17
@ =3 = 5,=2" +1.

Od tod oba zgornja rezultata sledita direktno.

Tockovnik
+5 Izpeljava rekurzivne zveze.
+10 Obravnava konvergence za a; = %

+5 Obravnava konvergence za a; = 3.




5. naloga (20 tock)

Stevilu z € [0,1) priredimo decimalni zapis 0.z1z2x3 ... brez ponavljajocih se devetic. Stevilo
nicel v decimalnem zapisu Stevila z oznac¢imo z

n(x) :=|{n e N|z, =0} € NgU {co}.

Naj bo funkcija f : [0,1) — R podana s predpisom

fz) =

2-™*). & je n(z) konéno,
0; e je n(x) neskoncno.

a) Dokazi, da je f zvezna v tocki x = 0.
b) Poisci kako tocko = > 0, v kateri je f nezvezna, in to dokazi.

c) Poiséi kako tocko x > 0, v kateri je f zvezna, in to dokazi.

Resitev: Izberimo € > 0 in naj bo § < 107", n € Ny. Potem za = < § velja, da je n(z) > n,
saj ima tako Stevilo prvih n decimalk enakih 0. Torej je f(z) < 27™. Ce zelimo, da je flx) <e
za vse x < § moramo torej vzeti § < 107 1082¢,

Za izbor tocke, v kateri je f nezvezna imamo dve moznosti. Naj bo a > 0 poljubno Stevilo,
za katerega je n(a) € Np in f(a) > 0 (t.j. njegov decimalni zapis je neskonc¢en, nicla pa se v
njem pojavi kon¢no mnogokrat). Naj bo (a,,) zaporedje priblizkov za a na m decimalk, m € N.
Tedaj velja

lim ap, =a in lim f(ay,) =0 # a.
m—r0o0 m—o0

Torej f ni zvezna v a.
Druga moznost za nezvezno tocko je a > 0 s konénim decimalnim zapisom. Res, naj bo k € N,
ar, # 0 in decimalni zapis Stevila a oblike

a=0.aas2...a.
Potem lahko konstruiramo zaporedje
am = 0.a1as...a,99...988. ..,

ki ima v decimalnem zapisu m € N devetic in neskonéno mnogo osmic. Zanj velja, da a,, — a
in da je n(am) = ¢ € Ny za vse m € N. Torej imamo

Tim f(am) =27 #0 = f(a).

Naj dodam, da je ta primer tocke a > 0 zelo poseben, saj se nezveznost zgodi le na levi (t.j.
lim,\ 4 f(x) = f(a)), zato sem nekaj tock dodelil tudi tistim, ki ste ga hoteli navesti in dokazati
kot primer za tocko c).

Nazadnje trdimo, da je f zvezna v vsakem Stevilu a > 0, katerega decimalni zapis je neskoncen
in vsebuje neskon¢no mnogo nicel. Res, za tako stevilo velja f(a) = 0. Naj bo k € N tak, da
je ap # 0 (cifra na njegovem k-tem decimalnem mestu). Ce izberemo § < 10~%*+D bo imelo
stevilo x € [0,1) z lastnostjo |z — a| < § prvih k — 1 decimalk enakih kot a, ter k-to decimalko
spremenjeno za najve¢ 1. To pomeni, da bo imelo stevilo z vsaj toliko nicel kot jih ima a na
prvih £ —1 mestih. Ker ima a v svojem zapisu neskonc¢no mnogo nicel, za poljuben € > 0 obstaja
k€N, daza |z —al <§<10"FFD gledi, da je f(z) < e
Opomba: V tockah b) in ¢) je bilo dovolj poiskati le kak primer stevila, v katerem je f zvezna
oz. nezvezna. Na primer a = 0.5 ali a = 0.3 za b) in a = 0.01 za c).

Tockovnik
+6 Dokaz za x = 0.
+7 Tocka b).
+7 Tocka c).



6. naloga (10 tock)

Naj bo funkcija f : R — R zvezna in periodi¢na (t.j. obstaja a > 0, da velja f(z +a) = f(x) za
vse ¢ € R). Dokazi, da velja

lim f(VET 1)~ (V) =0.

Namig: Ali je f enakomerno zvezna na R?

Resitev: Ker je funkcija f zvezna na [—a,a] je tam tudi enakomerno zvezna. To pomeni, da
za € > 0 obstaja 6 > 0, da za x,y € [—a,a] z lastnostjo |z — y| < § velja |f(z) — f(y)| < e. Pri
tem lahko brez skode za sploSnost predpostavimo, da je § < a. Ker smo vzeli interval z dvojno
periodo, za poljubna z,y € R z lastnostjo |z — y| < & obstaja m € Z, da sta stevili  + ma in
y + ma elementa intervala [—a, a]. Torej velja tudi |(z + ma) — (y — ma)| < § in poslediéno

f(x) = fy)| = |f(x +ma) — f(y +ma)| <e.

Torej je f enakomerno zvezna na R.
Naj bo sedaj € > 0. Vemo, da obstaja § > 0, da velja sklep

Ve+1l—vVr<d=|f(Vz+1)— f(V2) <e.

Ker velja tudi

1
li vae+1-— = N —:07
w300 " Ve N RS

obstaja M > 0, da za vsak z > M velja vz + 1 — /x < §. Torej za x > M velja
(Ve +1) = f(Vo) <¥€

kar ustreza definiciji nicelne limite za x — co.

Opomba: Nekateri ste zeleli argumentirati, da je f enakomerno zvezna na R, ker je zvezna in
omejena na R. To v splognem ne drzi, protiprimer je f(z) = sin(x?). Pogosto ste komentirali
tudi, da lahko za € > 0 na R vzamemo isti § > 0 kot na [0, a]. Tudi to v splosnem ni res, saj je na
R treba upostevati tudi primer, ko sta blizu z € [(m—1),ma] iny € [ma, (m+1)a] zanek m € Z
(t.j. treba je vzeti interval z dvojno periodo). Tudi argument, da enakomerna konvergenca na
nedisjunktnih intervalih [ma, (m + 1)a] porodi enakomerno konvergenco na njihovi uniji v tem
primeru ni povsem zadosten, saj ste na vajah to potrdili le za kon¢no unijo intervalov. Kakorkoli,
najbolj neustrezen pa je bil razmislek, da velja

lim f(Vz+1)— f(v/r) =0 < lim f(Vz+1)= lim f(Vx).

T—r0o0 T—0 T—r00

To bi bilo res le, ¢e bi vedeli, da obe limiti na desni obstajata.

Tockovnik
+5 Enakomerna zveznost.

+5 Dokaz, da je limita nicelna.



