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Naj bo A € R™*™ (C™*™), m > n, matrika ranga r. Potem zanjo obstaja singularni razcep:

A=USV* = m [(n}}m" lZ”]n [;]

—-n

kjer sta U in V ortogonalni matriki, ¥ pa diagonalna matrika singularnih lastnih vrednosti. Ce
upostevamo, da je rang matrike r, potem lahko zapiSemo:

e (6 T2 (5 0 ] (5 W) oo

Iz tega zapisa zlahka preverimo, da velja:
(i
(ii

). Stolpci matrike U tvorijo bazo za im(A).

).
(iii). Stolpci matrike V; tvorijo bazo za im(A*).

).

Stolpci matrike Us tvorijo bazo za ker(A*).
(iv). Stolpci matrike V5 tvorijo bazo za ker(A).

Singularni razcep je mo¢no orodje, ki se ga uporablja za regularizacijo problemov, kompakten
razvoj po bazi nekega prostora, resevanje problema najmanjsih kvadratov, kompresijo podatkov,
odstranjenvanje Suma, ...

Naloga 1 Poisci singularni razcep matrik

. 3 11
A=1[3 0 4] n B_[_l ) 1].
Resitev. Vemo, da so nenicelne singularne lastne vrednosti enake o;(A) = /\;(AAH) =

Ai(AH A). Izra¢unamo

30 4]

= [25]

To pomeni, da ima eno samo singularno lastno vrednost v/25 = 5. Zadnja dva stolpca matrike V'
pa sestavljata bazo za jedro matrike A. Prvi stolpec je enak normiranemu lastnemu vektorju za
lastno vrednost 25,

- O W

-16 0 12 g
ker(ATA—25I)=ker | | 0 —25 0| |={]0
12 0 -9 :

Izracun pokaZe, da naslednja dva normirana vektorja tvorita ortonormirano bazo za ker(A),
oziroma za ker(AT A),

ker(ATA) = ker(A) =

alw O Ut
—



Izracuanjmo Se Avy =5 = buy = uy = 1. Torej velja
*

30 4]=[1][5 0 0 =[1][s 0 o] |-
Izracunajmo Se singularni razcep za B. Zopem bomo najprej izracunali lastne vrednosti in vektorje

matrike
C— BB — ln 1]’

_4
5

Uil O ulw
O = O
O vsolw
O U

0
0 0
3
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Poleg tega velja se

u1 u2

11 7 7
ker(C' — 12I) = ker ([_1 _J) = lf] yker(C'—101) = l_\/fl[]
2 2

Zdaj lahko izra¢unamo Se u; in ue. Uporabimo zvezo

1

Vol AR 7

B*u; = |2V2| = V120, = v, = %
1

V2 V6

202 2 NG

B*'LLQZ —\/i :\/101)2:>1)2: %
0 0

Izrac¢unati moramo samo se vektor vs, ki je normirani vektor v

ker(B) = ker(B*B) =

Naloga 2 Nenicelni projektor se da zapisati v obliki
P=UU",

kjer je U m x n matrika, m > n, z ortogonalnims stolpci. Trivialno je videti, da je P stmetricna
in idempotentna

p=pPH p=p2

Pokazi obrat zgornje trditve. Vsaka simetricna idempotentna matrika je projektor. Pomagaj si s
singularnim razcepom.



Resitev. Naj bo n rang matrike P, dimenzije m x m, to je dimenzija prostora na katerega
projiciramo.

Zapisimo singularni razcep matrike P, kjer je v X1, dimenzije n X n, zbranih vseh n nenicelnih
singularnih vrednosti P :

T [0 e [VE] L "
m{Ul UQ}mnlo 0 1mn[VQH]_U121VI‘

Stolpci U; € C™*™ sestavljajo bazo za sliko matrike A, stolpci Vi € C™*™ sestavljajo bazo za
sliko AT

(o vihe = vy ot
(U121V1H)2 = (U121V1H) (‘/121U1H> = UlEfUlH = U121V1H — V; = U121
viiv, =1, = ()P () = vy, =22 = 1,

Naloga 3 Naj bo A € C"™*™ in m > n. Prevedi racunanje singularnega razcepa matrike A =
USVE na racunanje singularnega racepa v realnem primeru. PokaZi, da ima dobljeni realni
sistem dvojne singualrne vrednosti.

Resitev. Naj bosta u; in v; i-ta stolpca ortogonalnih matrik U in V. Matrika

g1

2: Jn

ima na diagonali (realne) singularne vrednosti o1 > o3 ... > 0,. Potem velja
Avi =UXY VHUZ‘ = UEei = Uorlei = O;U;.
——
€;

Vidimo, da velja Av = ou, kjer je u = u;, v = v;, 0 = ;. UpoStevamo, da za kompleksno matriko
A ter kompleksna vektorja velja:

A = Aj+ iAo,

u = u4iu®,

O

Ker je o realna dobimo

(A1 +id2) (0D +i0®) = o + i) (1)
Arw® — 430 1 i(A10 + A00V) = gu® +iou®
Ao — 4,0 = 5uV) (realni del)
Av® + 4,00 = 54 (imaginarni del).



Zadnji dve enacbi nam predstavljata realni blo¢ni sistem

n n

m Al —A2 Q](l) u(l)
m Ay Ay 1)(2) - u(2) )

Dobljeni sistem je dvakrat vecji, pokazati moramo se, da so singularne vrednosti dvojne. Pomno-

zimo (11)) z —¢ in dobimo

(A +idg)() +i0®) = o +iu®) /- (=)

Ao — Ap0® 4 i(A10®) 4 A0M) ouV +iou® /. (=)
— (Ao — Av®)i + A0 + Ayp™M) 2)

Av® 4 AM

Av® — A0 = —5u® (imaginarni del).

—iouM 4 oul

ocu® (realni del)

Torej velja

m | A1 —Ay || v®@ o)
m | Ay Ay 0| T ]

2)
Nasli smo se drugi levi singularni vektor [ uu(l)] . Pokazimo Se, da sta matriki

Ui U, n i W
U —-U; Vo =V1

ortogonalni. Spomnimo se, da je Uy + iU unitarna matrika. Tako velja

(Uy + iUs)*(Uy 4 iUy) = (UL — iU Uy +iUs) = UL U, + UL Uy + (UL Uy — UL UY) =

i
vlu,+Ulu, =1, UTU, - UTU, = 0.

U2 —U1 U2 —U1 U2 _Ul

v B[ ] [ofr vl ] [Ufui+ulv, UTU,-UTUL]
= \or ir _

U2TU1—UiFU2 UQTUQ—I-UlTUl

I 0
0 I

Naloga 4 Dana je matrika A reda m x n. Matriko B dobimo tako, da matriko A zarotiramo za

90° v smeri urinega kazalca. Na 3 X 2 matriki to izgleda takole

iz aszyp a1 a1
— .

a1 Q22
asz2 az2 Qa2
aszy as2

Ali imata A in B enake singularne vredosti? DokaZi ali poisci protiprimer.

|



Resitev. Najprej napisemo formalni zapis preslikave na elementih matrike:
Qi > Qji > Qj it
Nato opazimo, da lahko naso preslikavo opisemo kot:
A AT — AT g,

kjer je

JIm =

1

matrika, ki naredi naslednjo permutacijo stolpcev, obrne vrstni red stolpcev,

1 2 ... n—=1 n

n n—1 ... 2 1/
Tako smo ze dobili, A = USVH — AT = vyTUuT — AT J,, = VETU*J,,. Matriki V in J,,,V sta
spet unitarni. Na koncu upostevamo $e definicijo o;(A) = \;(AT A) = \;(AAT). "
Naloga 5 Dokazi, da je matrika X z najmanjso normo || X||r, ki minimizira || X A — I,,||F ravno

X = AT. Matrika A je dimenzije m x n, kjer je m > n in rang(A) = r.

Resitev. Naj bo podan singularni razcep matrike A = UXVT dimenzije m x n in ranga 7.
Potem je psevdoinverz AT = VETUT | kjer je

T n—r T n—r
o S 0 + T S—1 0
== 0 e ]

in S = diag(o1,09,...,0.). Lotimo se reSevanja. Najprej zapisemo X kot X = VDU, potem je
IX|lF = [ID[| in velja

I

T T Vortogonalna

| XA—I||lp=|[VDU UXV" —I||p = || DX — I||F.

Zadnji enacaj dobimo tako, da z leve pomnozimo z V7T, z desne pa z V. Matrika V je ortogonalna
(untiarna), tako se Frobeniusova norma ne spremeni. Matriko D predstavimo v blo¢ni obliki

T m—r

o D11 Dia
D= n—r [ D21 D22 ]
Potem je DY oblike
T n—r
o DHS 0
DY = n—r l Do S 0 ’
Ce zelimo, da bo ||DX — I||% = ||D11S — I||% + ||D21S||% + || = In—+||3 minimalna, moramo

izbrati D11 = S~! in Dy; = 0. Radi bi tudi, da je ||D||r = || X||F ¢im manjSa, torej je oc¢itno
najbolje izbrati Dio = Dgy = 0. Velja namrec¢ HDH% = HDHH%‘ + HDQlH% + HDIQH% + HDQQH%
Dobili smo, da mora veljat D = ¥, kar nam da X = VETUT = AT, "



Naloga 6 Naj bo B posevno hermitska matrika. PokaZi, da za matriko

I B
=l ]

. _ B
velja ra(A) = || Allo|| A7 |y = LBl

Resitev. Matrika A je simetri¢na iz Cesar sledi, da so absolutne vrednosti lastnih vrednosti
kar enake singularnim vrednostim. Naj bodo lastne vrednosti urejene po absolutni vrednosti.
Potem velja:

0i(A) = (A 4) = (42) = \/(0(4))? = [Ni(A)).
Polega tega za posevno simetricno matriko B in njen lastni par (o, x), ||z|| = 1, velja:
a =< B,z >=< z,B'z >=< 2, —Bz >= — < 2,Bx >= —< Bz,z > = —a — a € iR.
Na vajah smo uporabili dejstvo, da je B hermitska matrika, kar nam da isti rezultat. 1z tega pa

lahko sklepamo $e, da je iB = QDQ*, oziroma B = Q(—iD)Q. Izpeljimo $e podobno kot za
matriko A :

0i(B) = \JM(B*B) = \/-Xi(B2) = /- (\(B))2 = |\(B).

Spomnimo se Se, da je druga norma matrike ravno enaka najvecji singularni vrednosti.
Poizkusimo izrac¢unati lastne vektorje in vrednosti za matriko A.

A:U_IBx_x—i—By_)\w
yl — |BY I |yl |BHz+y| |y
Dobili smo sistem
x4+ By = Az
By 4y =y

Naj bo (z,«) lastni par matrike B. Podobno kot pri nalogi (3) ugotovimo, da velja

fé ? | = (1) [
in _ o -
To pa Ze pomeni, da velja (A —1)2 =02 - A\ =1+ 01, Ay =1 — 0. n

Naloga 7 Pokazi, da za kompleksno matriko A € C"*™, obstaja polarna dekompozicija
A=U"-P,

kjer je U wunitarna matrika in P hermitska pozitivno semidifinitna matrika. Pomagaj si s
singularnim razcepom A = U XV matrike. Pokazi, da je za obrnljivo matriko A ta razcep
enolicen.



Resitev. Izracunajmo

I
2
A*A = P*UFU, P = P*P = (U,SVy) U\ SVy = ViSUT ULV = ViX2Vy,

torej poizkusimo z P = V1 XV}*, ki je oCitno hermitska pozitivno semidefinitna matrika, saj so
vse lastne vrednosti vecje ali enake 0. Doloc¢imo se mozno izbiro za U,

A=UXV} =UP =UWXV},

torej lahko definiramo U = U, V7.

Pokazimo samo Se enoli¢nost v primeru obrnljive matrike A. Recimo, da velja Uy P; = Uy Py,
potem lahko izrazimo P, = UlH U, P>. Sklep je potreben popravka in Sepa!l Matrika P; je pozitivno
definitna, saj nobena singularna vrednost ni enaka 0. Tako se lastne vrednosti in singularne
vrednosti ujemajo. Poleg tega so levi in desni singularni vektorji enaki lastnim vektorjem matrike.
Naj bo ()1 matrika sestavljena iz levih lastnih vektorjev matrike P;. Matrika A; je diagonalna
matrika z lastnimi vrednostmi P; na diagonali. Potem velja

QP = MO = QU P.

1z enakost in desnih singularnih vektorjev Ps sledi Q¥ = Q¥ U{U,. Kar pomeni U{1U, = I,
oziroma Uy = Us. [ ]

Spodaj so lanske vaje

Naloga 8 Naj bo A hermitska matrika. Prevedi kompleksni problem lastnih vrednost na dvakrat
vecjega realnega.

Resitev. Za hermitsko matriko A = B + iC' velja
A" =BT —iCT = A= B+iC,

iz ¢esar dobimo BT = B in CT = —C. Matrika A je hermitska, posledi¢ni ima same realna lastne
vrednosti. Za normiran lastni vektor x namrec¢ velja naslednji sklep

< Az,x >=<Az,z >=\ =<z, Az >=< 2, Az >=< 2, \x >= \.

Lastni vektor zapiSemo kot = = y + iz, potem velja

Az = (B +iC)(y +iz) = (By — Cz) +i(Cy + Bz) = Az = \y + i)z. (2)
Tako dobimo sistem
By—Cz=M\y
- (3)
Cy+ Bz = \z

Sistem napisemo bloc¢no:

i IERE] ®



Radi bi pokazali, da so se veckratnosti lastnih vrednosti ravno podvojile, zato moramo poiskati
Se en lastni vektor za A. Ta lastni vektor najlazje dobimo tako, da v enacbi (3)) zamnenjamo
y — z in z — —y in opazimo, da s tem sistema ne spremenimo. Vse skupaj spet pospravimo v

blo¢ni sistem
B —-C z ) z
C B~y |-y’

Pokazati moramo seveda sSe, da so vsi vektorji linearno neodvisno. Upostevamo, da vektorji
T; = y; + 1z; tvorijo ortonormirano bazo, torej velja

wllay = () —iz] )yj +iz) =yl yj+ 2] 2 + iyl 25 — 2] ) = 6y

Iz teh zvez lahko zakljuc¢imo, da je tudi sistem blo¢nih vektorjev ortonormiran. [
Naloga 9 (Metoda Danilevskega) Vemo, da so nicle polinoma ravno lastne vrednosti pri-

druzene matrike. To bomo poizkusili izkoristiti za racunanje lastnih vrednosti.

a) Matrika oblike

je pridruzena matrika polinoma
d(z) = 2" + a1z + aex™ P + - + ay.

Pridruzena matrika ni enolicna, druga moznost je recimo Cg. Pokazi, da je ¢(x) karakteristicni
polinom za Cy.

b) S podobnostmi transformacijami pretvori matriko A v obliko pridruZene matrike

0 1 r

P=M"1AM = "
0 1
—Pn —DPn-1 - —DP1

Postopek naj bo iterativen AT = S;lA(”)ST, kjer je AD) = A in AW = P,

Nasvet oglej si matrike Sy, ki si enake indentiteti povsod, razen v r-tem stolpcu, ki je enak
i-temu stolpcu matrike A.

Resitev.

a) Z rekurzijo po dimenziji in potencah polinomov bomo pokazali ujemanje. Determinanto
|Cy — M| razvijemo po prvem stolpcu

-A 1

—Qp  —Qp—1 -0 —A—aq



- 1 1
—-A 1 A 1
—Qp—1 —Qp—92 --°° —A = al —Qp, —Qp_1 - -A—a;

Dobimo, da velja |Cy — M| = (—1)"¢(x).

b) Nas cilj je, da se matrika A+ od matrike A" razlikuje samo v r-tem in (r+1)-tem stolpcu,
kjer r-ti stolpec transformiramo v e,;1, kar dosezemo z matriko S, ki je identiteta, razen
(7 + 1)-ti stolpec S, je enak r-temu stolpcu matrike A("). Tako definiramo

a agi) -

S, = (7".)

ar—l—l,r

(r) 1

any

Kratek izracun pokaze, da velja

_1 _a(lz)/afrzl,r ]

Sr_l = 1/&7(_7_21’7‘

_ag;”) /a’g‘zl,r 1
Po prvem mnozenju dobimo B(") = §-1 A",

Matriko B(") dobimo tako, da (r+1)-to vrstico A delimo z agu, nato pa to vrstico po vrsti

mnozimo z az(»:), 1=1,...,n,1# r+1in jo odstejemo od i-te. Seveda velja S;lA(T)eT = er41.
Po drugi transformaciji AtY = B S, se spremeni le (r 4+ 1)-ti stolpec, ki je linearna
(r)

kombinacija ostalih z a;,” za ¢ = 1,...,n pomnozenih stolpcev.

Naloga 10 Napravi metodo Danilevskega za matriko

110
A=13 1 0
2 1 3
Resitev.
110 1 -1/3 0
S;=10 3 0o, S;t=10 1/3 0
021 0 —2/3 1
Tako dobimo
0 2/3 0 2 0
S;tA=11 1/3 0|, AP =57145=1{1 2 0
0 1/3 3 7 3



Nadaljujemo z

10 2 1 0 —2/7
Sy=10 1 2, Sy'=10 1 —2/7
007 00 1/7
Izra¢unamo
00 —6/7
S;'A® =11 0 —6/7
01 3/7
00 —6/7][1 0 2 00 —6
S7tAPS, =11 0 —6/7| |0 1 2| =|1 0 —4
01 3/7|(0 0 7 01 5
Tako dobimo ¢(z) = 2® — 522 + 4z + 6. "

Naloga 11 Gerschgorinov izrek.
Naj bo A € CV" in C; = {z € C;; |2 — ai| < X7 j4 lais|} krog v kompleksni ravnini, za
i=1,...,n.. Vse lastne vrednosti matrike A lezijo v uniji krogov U}, C;.

Resitev. Naj bo x lastni vektor in A pripadajoca lastna vrednost. Poglejmo si enakost po
vrsticah.

Al )z = Z aijT; = AT
j=1

Kar je ekvivalentno
n
Z aijxj = ()\ — azz)mz
J=1j#i

Uporabimo absolutno vrednost in ocenimo:

n n n
A —aillzil =1 Y0 ayzl < Y agllzsl < lallee Yo lagl.
j=1,j%#i j=1,j7#i J=1j#i
Naj bo |zx| = ||7||co- Ce postavimo i = k dobimo,

n

A —ape| < D agl-
=Lt

Kar pomeni A € C}. Iz tega ze sledi, da vsaka lastna vrednost lezi v uniji krogov. [

Naloga 12 Doloci obmocje v katerem se nahajajo lastne vrednosti matrike

10 4 1
A=|1 10 0.5
1.5 =3 20

a) Uporabi Gerschgorinov izrek.

b) Upostevaj Se, da imata matriki A in AT iste lastne vrednosti.



¢) Podobna matrika QAQ™' ima iste lastne vrednosti kot matrika A. Ponavadi si za Q) izberemo
kar diagonalno matriko. Poisci optimalno matriko

1

Q=1 1 |,
k

pri katert dobis najboljse oceno za tretjo lastno vrednost.

Uporabi Gerschgorinov izrek.

Resitev.

a) Iz prve vrstice dobimo |A—10| < 5, iz druge dobimo |A—10| < 1.5, tretja nam da |A—20| < 4.5.
Oceno za obmodéje lahko izboljsamo tako, da isto oceno naredimo za A’ in podobno matriko
DAD™!, kjer je D diagonalna matrika. Vsako obmodje je dolo¢eno z unijo krogov. Lastne
vrednosti se nahajajo v preseku vseh obmocij.

b) Zamenja se vloga vrstic in stolpcev. Tako dobimo ocene |A — 10| < 2.5, [\ — 10| < 7,
A — 20| < 1.5. Lastne vredosti lezijo v preseku obeh unij.

¢) Izra¢unamo in dobimo

10 4 3
-1 1
QAQ'=| 1 10 05l
1.5k =3k 20
Uporabimo Gerschgorinov izrek in dobimo |A — 10| <4+ ﬁ, IA—10] <1+ O.Sﬁ, IA—20] <

4.5|k|. Radi bi, da ima krog okoli 20 ¢im manjsi radij in prazen presek z ostalima dvema.
To pomeni 20 — 4.5k| > 14 + ﬁ > 11 + 0.5%. Za mejne |k| dobimo kvadratno enacbo

20 — 4.5k| = 14+ (k= —4.5[k|> + 6]k| — 1 = 0. Dobimo w1y = =EVIT=IAS — 2 5 ¥2 Torej

dobimo 0.195 < |k| < 1.13. Vzamemo |k|, ki je ¢im manjsi, tj. 2 — % Se boljge rezultate
dobimo z razsirjenim Gerschgorinovim izrekom.

Izrek 1 Ce je Gerschgorinov krog disjunkten od drugih, potem v njem leZi natanko ena lastna
vrednost.

Najmocnejsa verzija izrek pravi, naj bo mnozica k krogov disjunktna od drugih n — k, potem v
tej mnozici lezi natanko k lastnih vrednosti matrike A.

Dokaz. Dokaz poteka s tehniko zveznega nadaljevanja. Naj bo D diagonala matrike A.
Definiramo druzino matrik M(t) = (1 —t)D +tA, t € [0,1]. Za t = 0 dobimo diagonalo
matrike A. Zanjo izrek ocitno drzi. Naj bodo r; radiji in a;; centri Gerschorinovih krogov
K (aj;, ;) matrike A. Kratek izra¢un pokaze, da ima M () Gerschgorinove kroge K (a;;, tr;)
z istim centrom in radijem odvisnim od ¢. Tudi lastne vrednosti se spreminjajo zvezno od
parametra t, kar najlazje vidimo, ¢e izracunamo determinato in upostevamo, da so nicle
polinoma zvezne funkcije njegovih koeficientov. To pomeni, da ¢e ima A mnozico k disjunktnih
krogov od preostalih, je za vsak ¢ (tudi za ¢ = 1) v njej natanko k lastnih vrednosti. [

Naloga 13 Naj bo A € R™*" diagonalno dominantna, tj.
n
lai| > Z laij| za wsak .
J=Ljti

Potem je A obrnljiva.



Resitev. Dovolj je pokazati, da so vse lastne vrednosti razlicne od 0. Fiksirajmo lastno
vrednost A. Po izreku lezi v vsaj enem krogu. Torej velja

n
A—ai| < > laijl-
J=Lj#i
Ali je lahko A = 0. Ce bi bila, bi veljalo |a;| < E?:L#i laij| < |as|. Kar je protislovje. Matrika
je res obrnljiva. [

Posledica 2 Naj bo A € R™™*"™ simetricna, potem so vse lastne vrednosti realne. Vsak lastna
vrednost lezi v enem od intervalov

n

n
[aii — Y laglai+ Y lagll.

J=Lj# J=Lj#i

Posledica 3 Velja |\ < ||Al]so-

Dokaza posledic sta preprosta in ju prepus¢am bralcu. [

Naloga 14 (Brauerjev izrek) Pokazi, da lastne vrednosti matrike A lezijo v uniji Cassinijevih
ovalov C; = {2; |2 — aiil|z — aj;| < RiRy, kjer je R = 375 4 pz; laik|.

Resitev. Naj bo « lastni vektor in A pripadajoca lastna vrednost. Poglejmo si enakost po
vrsticah. Prepostavili bomo, da ima lastni vektor x vsaj dve neniéelni komponenti, najvecja po
absolutni vrednosti naj bosta ravno xj, druga najvecja pa xp. Drugace je lastni vektor enotski in
je izreku trivialno zadoscéeno.

n
Ay ) = Z aijT; = \x;.
j=1
Kar je ekvivalentno

n

< Z laij| = Ry

j=1,j#k

n

T
> agzy = (A — age)ze = A — ap| | =
j=Li#h

oziroma
n

< Y layl= R

j=1,j#1

n
z
> agry=(A—ap)z = |A—ayl | —

J=14#l

Obe dobljeni neenakosti zmnozimo in dobimo Zeljeno,

|)\ — akkH)\ — a”] < RpR;.

Naloga 15 Pokai, da pri QR algoritmu brez premikov velja A* = @k—lék—l, kjer je @k:—l =
Qo.. .- Qr_1in Rp_1=Ri_1...Ro. S pomocjo te zveze sklepaj, da je aq(ﬁl) priblizek za najmangso
lastno vrednost in tako dober kandidat za premik.



Algoritem 1: QR iteracija brez premika

Ao == A;

for k=0,1,2,... do
A = QrRy;
A1 = RpQp;

end

Resitev. Najprej pokazimo trditev za k = 2. Upostevali bom zveze A = Ay = QuRy,
A1 = RoQo, A1 = Q1R

A1=Q1R1
A’ =AxA=Qy RoQo Ro= QoQ1RiRy.

Pokazati moramo Se korak indukcije. Tukaj bomo uporabili indukcijsko predpostavko za matriko
Ay

AR = QoRy - QoRo = QoA Ry = QoQ1 -+ - QrRy, -+ RiRo.

Tako velja A~k = E,;_lléf_l. Zadnja vrstica matrike Ak je proporcionalna zadnji vrstici matrike
@{_1. Razen v izjemnem in pri numeri¢nem rac¢unanju malo verjetnem primeru, ko e, nima
nobene komponente v smeri ¥, bo vrstica el A=* po smeri konvergirala proti y.. Poleg tega
velja Se: a,k;n = e%Aken in Ay = @;{_11‘1@1«—1- [

Naloga 16 Matrika A € R3*3 naj bo simetricna, njene lastne vrednosti so Ay > A1 > Ag. Doloci
kot med kroznicama, ki se ne dotikata, na enotski sferi, dolocenima z enacbo p(xz, A) = \o.

Resitev. Matrika A je simetri¢na, torej se da diagonalizirati v ortonormirani bazi ). Zapisemo
lahko
A1
QTAQ =D = A2
A3

Tako velja
p(z,A) = 2T Az = 27 QT DQx = y" Dy, kjer je y = Qx.

Upostevali smo, da ortogonalne matrike ohranjajo kote in norme vektorjev. Vektorji so enotski,
saj lezijo na enotski sferi. Tako dobimo enacbo

vi+ys+ys =1
Iz Rayleighovega kvocienta dobimo

AL Y1
{yl Y2 93} A2 Yo | = Myd + Xays + A3y3 = Mo
As| |ys

Prvo enac¢bo pomnozimo z Ao in odstejemo od druge. Dobimo

A1 — A2
Xy — )\3y1.

A= A)yi+(As—A)yz =0=>yg ==+



To vstavimo v prvo enacbo in izracunamo

/\1—)\2 )\1_)\3
yzzi\/l—y%—y%A 3 =i\/1—y%
2 — A3

A2 — A3

Izberemo dve krivulji, ki se ne dotikata.
Al — A3 A1 — Ao
r(y1) = (yh\/l —y%AQ — /\3,\//\2 _)\3y1> ,
Al —A Al — A
ra(y1) = <y17 \/1 - y%)\; — )\iv_\/)\; — )\iy1> -

Dobimo, da se krivulji sekata v y; = 0. Izracunamo se njuna odvoda v y; = 0.

A1 — A
Tll(o) = <1707 )\; — Az) s

AL — A
r’g(o):<1,o,. A;_g).

Velja
AL — A9
Ir O = [0} = m
in
AL — Ao
B0 o) =1 - 2
Tako velja
cos ¢ = Ti (0)7”2(0) _ 1 - i;:i; _ —A3+2X — A\
P OO 1+ {1=52 A=A

Naloga 17 Naj bosta A, E € R"™ ™ simetricni, da velja

A(A) > X2(A) > ... >\ (A4) m M(E) > M(E) > ... > \(E).
Dokazi, da potem velja

Me(A) + A (E) < Me(A + E) < Me(A) + M (E).

Uporabi Courant-Fisherjev minimax izrek.



Resitev. Velja

(A A
A = s ol A),

kjer je p(x, A+ E) = (At B)e _ p(x, A) + p(X, E). Dobimo

T

A+ E) = i A E)) <
(A + E) Randerrﬁan):n_kHIgﬁ;o(p(x, )+ p(z, E)) <

< i A E
rern B s P2, A) £ ol E)).

Velja tudi
An(E) < p(z, E) < M (E).

Ce vzamemo max p(x, E) po celem prostoru, dobimo kvecjemu veé. Torej velja \y(A + E) <
Ne(4) + M1 (E).

Za drugi del neenakosti lahko uporabimo drugi del minimax izreka. Lahko pa uporabimo
pravkar dokazano neenakost za —A in —F. To nam da

A(=A = E) = =Xppy1(A+ E) S A(=A) + A (=E) = =(Ap—k+1(4) + An(E)).

Ce neenakost pomnozimo z —1, smo koncali. [

Naloga 18 Naj bo A simetricna matrika z lastnimi pari Ax; = Njxg, i = 1,...,n. Naj bo x
aproksimacija za lastni vektor x1 in naj bo p = p(A, z) Rayleighov kvocient za x. Potem sledi

= M| < 2[|Al[|z — @1]]3.
Dokazi.

Resitev. Matrika A je simetri¢na, torej lastni vektorji tvorijo ortonormirano bazo. BSS lahko
privzamemo, da velja ||z||2 = 1. Vektor = razvijemo po ortonormirani bazi,

n n
r=> oz, iz |||l = Lsledi Y of =1.
=1 i=1

Kratek racun pokaze, da je

n
p=al Az = Z Ao
i=1
Tako velja

=X = Z)\a —)\1Za

Upostevali smo, da velja

S0 - An)a?| < 20141 Y a2
1=2 1=2

[Ai = A1l < Nl + [ A] < 201 Al

Izra¢unajmo Se
n n
llr = a1l = (o1 = 1)+ 30 > 3" of
i=2 i=2

tako dobimo
i — M| < 2[|Al]|z — 21 ]]3.



Algoritem 2: Rayleighova iteracija
20 # 0;

— 1 .
20 Toll2 %03

for k=0,1,2,... do
z%Azk.
)

O = p(zk,A) = ZZZ]C

resi (A — akI)ka = Zk;

Rk+1 = Yk+1 3
end

lyst1ll2

A1
0 X

Naloga 19 Zgled za konvergenco Rayleighove iteracije. Naj bo A = [ 1 in zacetni priblizek
20 = [EO] 2013 = 3 + 83 = 1. Izracunaj z1 in sklepaj, da dobis kubicno konvergenco.
0

Izra¢unamo lahko oo = p(z0, A) = A\1c3 + A2sg in

A (1—c) — Aos3 0
A—ool = 0 0 .
70 [ 0 )\2(1 — 5(2)) — )\10%
Resimo diagonalni sistem in dobimo
3
c )
by e o o+ st L _ g+
Y1 = S0 ) Hy1||2_ 14 b\ )2’ 21 = $3
/\2(1—52)—>\102 C080 ( 1— 2) — 0
e Vet

V primeru, ko ¢ # so, BSS ¢y > sg, dobimo kubi¢no kovergenco.

Naloga 20 Izracunaj lastne vrednosti in lastne vektorje tridiagonalne matrike dimenzije n X n,
kjer je a;i—1 = ¢, ai; = a, a;;+1 = b in bc > 0. Pomagaj si z ustrezno diferencno enacbo s
konstatnimi koeficient.

Resitev. Upostevamo, da mora veljati Az = Az. Tako dobimo sistem enacb:

(a— XNz +bra = 0 (5)
cxi—1+ (a—Nzx; +bripp = 0, i=2,...,n-1 (6)
ctp—1+(a—Nz, = 0 (7)

Zaradi lazjega racunanja uvedemo Se spremenljivki zg in x, ter robna pogoja x¢9 = x, = 0. Torej
resujemo diferen¢no enacbo
CTi—1+ (CL — )\)xi + bx;+1 = 0.

Uporabimo nastavek za homogeno resitev x; = r* in dobimo kvadratno enacho za r,

c4(a—Nr+br?=0.



Enacbo resimo, resitvi sta
—(a—=X) £+ /(a—N)? —4dbe
r1,2 = %

Zapis se poenostavi, ¢e uvedemo
A—a

cos(p) = Wik

na= s (COSM £ feos2(p) ~ 1 = ﬁ(cos«o) + z'sinm) = \fi

C

Tako dobimo nastavek za resitev ; = ae’? + Be~%. Upostevamo e robne pogoje

ro=a+5=0
Tny1 = ae(nJrl)iap + /667(71+1)i<p

1z prve enacbe dobimo S = —a. Iz druge enacbe dobimo

a (e("H)w - e_(”H)i‘P) =1-2sin((n+ 1)y).

Njena resitev je
km
Vo=7nk,k€eZ=>p=—— ke
(n+1p=m =

Resitev s £ = 0 ni dobra, saj potem sledi x; = 0 za vsak i. Tako dobimo,

km
=——k 1,... .
Pk n+17 6{7 7n}

Za lastne vrednosti velja

A—a km
= = 2 .
cos(p) Wi = A\, = a+ 2Vbccos (n+1>

Pripadajoci lastni vektor ima komponente

® _ i (cF30x — eidor)

Zanima nas le smer, vzamemo lahko kar
jok-m

x(-k)—sin( )
J n+1

2 Az Rayleighov kvo-

T

Naloga 21 (Posplositev Rayleighovega kvocienta) Naj bo p(x, A)

cient simetricne matrike A. Dokazi, da velja
(i). Vrednost = p(x, A) minimizira ming ||Ax — Sz||2.

(ii). Poisci X in p, ki minimizira miny , [|Ax — ABx — uCxl|s.

Vse matrike so simetricne.



Resitev.
(i). Problem najlazje resimo, ¢e prepoznamo, da gre v bistvu za predolocen sistem
xf = Ax =b.

Tako dobimo normalni sistem z” 28 = z7 Az, kar nam 7e da Zeljeno resitev.

Resitev lahko dobimo tudi z iskanjem maksimuma skalarne funkcije f(8) = ||Az — Bz||2.
Lahko pa pokazemo tudi, da velja z L Ax — p(x, A)x.

(ii). Problem spet poizkusimo prevesti na resevanje predolocenega sistema.
Ax = ABx+ uCx

{Ba: Cx} Lﬂ = Az predolocen sistem
(Bx)T A (BT
l(Cw)T {Bm Cm} ul = et Az.
Resitev dobimo tako, da resimo sistem

A
I

< Bzx,Bx > < Bx,Cz >
<Czx,Bxr> <Czx,Cz>

< Bx, Ax >
< Cx,Ax >

Naloga 22 Sturmowvo zaporedje in bisekcija.
Naj bo A simetricna tridiagonalna ireducibilna matrika, noben diagonalni element ni enak 0.
Potem je stevilo nicel p,, (lastnih vrednosti A) na intervalu (a, 00) enako Stevilu wjemanj predznaka

v zaporedju
P(a)

p()(a),pl(a), s ,pn_l(a),pn(a) .

Ce velja ppr1(a) = 0, to stejemo kot ujemanje predznaka. Koncna nicla ni ujemange predznaka.
Stevilo nicel na intervalu (a,b] je enako stevilu ujemanj predznaka v zaporedju P(a) - $tevilo
ujemanyj predznaka v zaporedju P(b). Podana je matrika

T:

O = N

1
2
1

N = O

Polinomi so enaki po(A) = 1,p1(A) =2 — X\, p2(A\) = (2—-X1)2? -1 in
ps(N) = (2= NP —2(2 - \).
Na tej matriki si oglejmo idejo bisekcije s Sturmovim zaporedjem na intervalu (—3,4].

Resitev. Zaporedje P(4) je enako 1, —2,3, —4 zaporedje P(—3) je enako 1, 5,24, 115. Tako do-
bimo, da so na intervalu 3 ni¢le. Nadaljujemo z (0.5, 4]. Dobimo zaporedje P(0.5) 1,1.5,1.25,0.375
Torej so na intervalu (0.5, 4] 3 nicle, na (—3,0.5) pa nobena. Spet razpolovimo interval in dobimo
zaporedje P(2.25) 1,—0.25, —12, 4. Na intervalu (2.25,4] je 1 ni¢la, na intervalu (0.5,2.25] pa 2
ni¢li. Nadaljujemo ... [



Naloga 23 Radi bi preverili, da je izracun LDLT za matriko A — X\ stabilen.

—al - A b1
bl as — A b2 El . dl p 1 51
. . . 1 2 :

bn-1 b1 1 dp
bn,1 an—)\_

Algoritem 3: LDL" za A — \I

d1 = al —)\;
fori=1,...,n—1do
i = b;/d;;
b2
dit1 = (ait1 —A) — ¢ 3
end

Pokazi, da je formula za izracuna d;(\) stabilna. Ce ne pride do prepokoracitve, podkoracitve,
se predznaki izracunanih diagonalnih elementov JZ ujemago s tocnimi d; iz LDLT razcepa matrike
A+ SA, kjer je dar, = 0 in |dby| < g|bk|u, kjer je u osnovna zaokroZitvena mapaka. Ali nam
deljenje z 0 v IEEFE aritmetiki povzroca teZave?

Resitev. Sledimo algoritmu:

b7 (1 + €xy)

.y (T

fi(d;) = [(ai -1+ 6_717,‘) — (1+ 6_7271‘)

Potem lahko definiramo:
> fi(ds)
Y (Tt em1a)(I+eny)
ai—1 = a;1

- (T4 €)1 +€/,)
bim1 = bi—1 + 0bi-1 = bim1 ((1 Fe 1) (I+e 1)1 +epi1

)> ’ =bi_1(1+¢€)

Prvi del indeksa napake oznacéuje operacijo, kjer smo naredili napako, drugi del indeksa katero

po vrsti, zadnji del indeksa oznacuje korak napake. Ocitno velja 1 — %u ~ L‘_%Z <l4¢<

2L &~ 14 Su. Z direktnim vstavljanjem definiranih koli¢in, ugotovimo, da velja:

~ b2
di = a; — A — 1_1 .
di—1

Naloga 24 (Racunanje f(A) prek Schurove forme) Naj bo f(A) analiticna (holomorfna)
funkcija definirana na spektru matrike \(A). Naj bo Q*AQ = T Schurova forma matrike A z
razlicnims lastnims vrednostms.

(i). Pokazi, da velja f(A) = Q*f(T)Q.



(it). Pokazi, da velja (f(T));; = f(Tu).

(7ii). Pokazi, da velja Tf(T) = f(T)T.

(iv). Izpelji zvezo, kako i-to diagonalo f(T) izracunas iz diagonal z manjsim indeksom.
Resitev. Oznacimo B = f(T).

(i). Izra¢unajmo

) = oo b @G- Ay e = o e - QTQr) s -
1 o 1 i
57 B QR =TIQ) e = 5§ F()QEL = T)'Q")dz =

1 _ X %
Q (5 § FEET-T)d2) @ = QFDQ"
Y Jor
Matriki @ in Q* lahko izpostavimo iz integrala, ker predstavljata konstanti.

(ii). Upostevajmo, da velja f(z) = _;cz a;z'. Za diagonalne elemente velja (T%);; = (T};)¥, torej
velja f(T)s = f(Ty). Lahko pa upostevamo, da so diagonalni elementi (21 — T')~1, enaki
. S pomocjo krivuljnega integrala dobimo naso resitev.

z2—ti;

(iii). Ce upostevamo, da velja f(T') = 3 ;cz a;T*, potem o¢itno velja f(T)T = T f(T), saj potence
matrike T komutirajo. Druga moznost je, da upostevamo definicijo s krivuljnim integralom
in komutiranje 7" ter (2 — T)~!

(iv). Za j > i velja
J J
T)ij =Y bixtrs = Y tixb; = (TB)ij
k=i k=1
Ce sta t;; in tj; razli¢na, lahko izrazimo
i+1
—  tikbrj — biktr;

by — ¢, 00 b
=
! — Ly

ij
tjj — ti

heig1 L
Npr. b 5 izracunamo iz b 2, b2 3, b2 4, b5 3, b5.4, b5 5. V splosnem je b;; linearna kombinacija
sosedov levo in pod njim.

fori=1,...,ndo

| i = f(tu);

end

forp=1,....n—1do
forizl,...,n—pdo

_ J+1 tikbr;—birte; |
b”LJ tl.]t 7t Zk‘ i+1 ti;—tii ’
end

end
Stevilo operacij je %n?’ + 0(n?).




Naloga 25 Doloci ¢asovno zahtevnost metode deli in viadaj za irreducibilno simetricno tridiago-
nalno matriko A.

Resitev.  Upostevali bomo Se: Naj bo D = diag(dy,...,dn), dp < dp—1 < -+ < dj in

[Q, D] = de(T);

m = n/2;

n = velikost(T);

if velikost(T) == 1 then
‘ return Q =1, A=T;,

end

deli T :
71 0
T = [01 TQ] + bpvv? (v =em + emt1)

[Q1, D1] = dc(T1);
[Q2, Da] = dc(T3);
Iz Q1,Q2, D1, Dy izra¢unaj D + buu’,

_ Dy 0 o 1 0 _NT
N P )

Resi pripadajoco sekularno enacbo in izracunaj lastne vekorje @Q’.

Q=Qx*Q}
T
u = [ul un} cu; #0zai=1,...,n Lastne vrednosti D + puu’ so resitve sekularne
enacbe f(\) =0, kjer je
A =1+ L
ey p; Y

Ce je a lastna vrednost D + puu’, je (D — o)~ u ustrezni lastni vektor. Zapisimo rekurzivno
zZvezo za ¢asovno zatevnost:

izracun lastnih vektorjev  racunanje Q

resevanje sekularne enacbe A A
T, = 2T, on dn? 3
n = 2lp/o+ cn + n + en

Homogeni del diferen¢ne enacbe ima resitev 0. Uporabimo rekurzivno zvezo, ter poizkusimo s
polinomskim nastavkom 7}, = Cn?, kjer zanemarimo vse ¢lene reda < 2, upostevamo e e < 1 in

ugotovimo: T;, < O(n?) + %n‘g. "

Naloga 26 (Lownerjev izrek) Naj bo D = diag(dy,...,dy), kjer je dy, < dp—1 < ...d1, in naj
bodo oy, < ap—q < -+ < aq dana stevila, ki se prepletajo z d; :

An < p < dp—1 < p_1 < - <dy<ag<d <ap

Potem za vektor u, podan kot,

1
\a¢|:< [T (e = ) )
?:1,j7éi(dj - dz‘)

velja, da so a; tocne lastne vrednosti matrike D = D + ! . Dokai izrek in ga razsiri za primer,
ko p ni enak 1, za D + put’. V nasem primeru so «; ravno resitve sekularne enacbe.



Resitev. 1deja je, da det(f) — AI) izra¢unamo na dva nacina in pokazemo ujemanje. Uposte-
vamo $e, da velja det(I + xy”) =1+ zTy.

det(D — AI) = det(D + i — M) = det (D = A)(I + (D = AI)~'aa")) =

n n n u? n
[T —na+aw-an-a) =] - N (Z - A) = (i =2
j=1 '

i=1 i=1

V zadnjo enacbo vstavimo A = d;. Tako z zamenjavo i <+ j dobimo

1
@:i< o - ¢>Y
' ] 1]751((1] )

Predznake si izberemo tako, da so enaki predznakom v vektorju w. Primer, ko je p > 0, resimo z
uvedbo novega vektorja /pt. Tako lahko zapiSemo puu! = (ﬁﬂ)(\/ﬁa)T Primer negativnega p
resimo tako, da zapisemo D + pua’ = —(—D — puu’). Prepletanje seveda e vedno velja, samo
vrsti red je ravno obrnjen, neenakosti pomnozimo z —1. [

Naloga 27 Na predavanjih ste pokazali, da velja det(I+xy’) = 1+yTx. Naj bosta X,Y € R™*™,
Dokai, da je det(I,, + XYT) = det(I, + YT X).

Resitev. Najprej povejmo elegantno resitev. Definirajmo matriki

A:[I” —YT] n B:[In 0].

X I, -X I,
Izra¢unamo
| L +YTX YT L, —-vT
AB = 0 I ] in BA= [O L+ XTy|"

Velja det(AB) = I,, + YT X = det(BA) = det(I,, + XTY).
Tako se dokaz zelo poenostavi tudi v primeru, da sta z in y vektorja. Alternativno dokaz za ta
primer je, da uporabimo operacije na vrsticah in stolpcih, ki ohranjajo determinanto.

r1y1 + 1 T1Y2 cr T1Yn

Toy1 roy2 +1 -+ oy
I+ xyT = ) . . . "
TnYn TnY2 o Inln

Prvo vrstico pomnozimo z % ter odstejemo od -te vrstice. Dobimo matriko

1+ziy ©1y2 - T1yn
_zo 1
1

i o

1



Zdaj pomnozimo j-ti stolpec z % in ga pristejemo prvemo stolpcu, dobimo

L+ 2y Ty -+ Z1Yn
1

S tem smo koncali. n

To izkoristimo pri resevanju sekularne enac¢be. Dobimo, da moramo resiti enacbo
det(D + puu® — \I) = det((D — X)(I + p(D — X))~ tuuT)),

kar je ekvivalentno resevanju sekularne enacbe

det(I+ p(D — AD) uul) = 14 p > -

Ce je a lastna vrednost D + puu”, je (D — o)~ u ustrezni lastni vektor.

Naloga 28 Resevanje sekularne enacbe. Iscemo nicle funkcije

n 2
u.
A)=1 ¢
FN) +p;dz_>\
Njen odvod je
n 2
/)\ — ui

Za p >0 je f' >0 in funkcija ima asimptoto 1.

Recimo, da iséemo resitev na intervalu (d;,d;y1), kjer je zacetni priblizek x,. Navadne
tangentne metode ne moremo porabiti, saj so nicle zelo blizu polov, zato bi potrebovali zelo dober
zacetni priblizek. Namesto aproksimacije funkcije s tangento raje uporabimo preprosto racionalno
funkcijo, ki se prilega funkciji f na tem intervalu. Poiscemo racionalno funkcijo oblike

C1 C2

h(\) =
N=g o, e

za katero velja h(x,) = f(x,) in f'(x,) = h'(x,). Zaradi stabilnosti razdelimo f na dva dela kot

u

% 2 n u2
FO)=14pd —Fstp D —F
e A S de— A

=1+ 9P1(A) + ¥2(N).

To naredimo tako, da v vsoti () oziroma 1a(\) sestevamo enako predznacene clene. Sedaj

dolocimo ¢, ¢ tako da za
C1

velja hy(z,) = 1(x,) in b (z,;) = Y} (x,). Podobno dolocimo tudi co in ¢ tako, da za

hl()\) + Cll

2
diz1 — A
velja ho(xy) = a(x,) in hy(x,) = Y5(x,). Sedaj je h(X) = 1+ hi(X) + ha(X) iskana racionalna

funkcijo. Enacba h(X) = 0 ima dve resitvi, za nov pribliZek x,.1 vzamemo tisto, ki lezi na
intervalu (diy1,d;). Oglejmo si primer v Mathematici.

hg()\) = + 6/2



Naloga 29 Poisci vektor v, tako da za

al bl 0
T=|"
. bn—l
0 bn—1 G,
mn
ai b1 0 Ap+1 — bk bk+1 0
.- by . e - bt
oap—1 bp— o T by
0 br—1 ar — by 0 b1 an
velja
_|Tn 0 T
T = [0 T + bpvv .
Resitev. V originalni matriki T sta se spremenili le vrstici in stolpca k in k + 1. Veljati mora
ap by ay — by 0 T
= + bpzz".
lbk ak—i—l] [ 0 ag+1 — by F
T
k k+1
Torej mora veljati z = [1,1]7. Tako je potem v = { o -- 1 1 0 --- 0] . n

Naloga 30 Matriko A lahko zapisemo v obliki

A A
A= ,
lAm A22]

kjer so A;; kvadratne matrike dimenzije n x n. Vse matrike A;; se dajo hkrati diagonalizirati
(imajo skupno bazo). Dokazi, da so lastne vrednosti matrike A, kar lastne vrednosti 2 x 2 matrik

k k
o S
)\21 )\22

RN

(k

kjer so )\ij) lastne vrednosti A;j, ki pripadajo skupnemu lastnemu vektorju.

Resitev. Naj velja X A;; X = D;j;, kjer je X matrika lastnih vektorjev in so D;; diagonalne
matrike. Na matriki A naredimo naslednjo transformacijo

X 0 A1l Aipg X1 0 . D11 Do - D
0 X A21 A22 0 X_l N D21 D22 e
Oglejmo si, kdaj lahko velja Dx = Az. Dobimo sistem enacb

Dll(i, Z):L',L + Dlg(i,i)IEiJrn = Ax; 1=1,...
Doy (i,3)x; + Do2(i,1)Titn = ATign i=1,...,n.

E



Ce si ogledamo enacbe z enakim indeksom v prvi in drugi vrstici, dobimo

Dll (’i, ’L) Dlg(i, Z) s . )\ s
Do1(i,i)  Daz(i, i) | |Zitn Titn|
S tem koncamo dokaz, saj velja

k
Dyj(k, k) = ALY

Naloga 31 Poisci ortogonalno matriko (Givensovo rotacijo), ki zamenja dva sosednja elementa
na diagonali zgornje trikotne matrike R.

Resitev. Spomnimo se, da Givensova rotacija Rg]; matrika enaka identiteti povsod razen v i-ti
in k-ti vrstici in preslika ¢-to in k-to komponento vektorja x v vektorja y, ki ima k-to komponento
enako 0.

T; Tk

. . 24z 24 x2
RL([i, K, [ioK]) = | Voireh Vel
N R o

Ce matriko uporabimo na matriki, se spremenita le vrstici ¢ in k, vse druge vrstice ostanejo

nespremenjene.
Poiskali bomo rotacijo, ki zamenja i-ti in (¢ + 1)-ti element na diagonali. Da iskanje
poenostavimo izberemo

i i+1
i cos¢p sing
@= i+1 | —sing cos¢ |

Ustrezno podmatriko oznac¢imo z

S krajsim izrac¢unom dobimo

acos? ¢ + tcos ¢ sin ¢ + bsin? ¢ —acos ¢ sin ¢ + t cos? ¢ + bsin ¢ cos ¢

QAQ™ = —asin ¢ cos ¢ — tsin® ¢ + bsin ¢ cos ¢ asin® ¢ — tsin ¢ cos ¢ + bcos? ¢

Tako smo dobili sistem
b =a cos? ¢ + t cos ¢psin ¢ + bsin? ¢
t = — acos¢sin g+ t cos> ¢ + bsin ¢ cos ¢
a =asin? ¢ — tsin ¢ cos ¢ + bcos? ¢

0 = — asin¢cos ¢ — tsin? ¢ + bsin ¢ cos ¢
Zadnjo enacbo delimo s sin ¢ cos ¢ in dobimo

—a

b
0=—-a—ttangp+ b= tan¢ = ;

Podobno prvo enac¢bo delimo s cos? ¢ in upostevamo, da velja 1 4 tan® ¢ = @

b—a)? b—
(tza):a_i_t ta+b

(b—a)?

=a+ttang +btan’p = b+b 2

cos? ¢



Enakost zares velja, tako se lotimo Se druge in tretje enacbe. Podobno kot prej delimo drugo
enac¢bo s cos? ¢, tako z nekaj premetavanja dobimo

! b—a)? b—a)?
a5 D= (- @ang — Lo Lok

t
( t2 t

Analogen sklep kot za prvo naredimo za tretjo enac¢bo. Mislimo si lahko, da zamenjamo vlogi a
in b ter t z —t. Izraz za tan ¢ je na to spremembo invarianten. [

Naloga 32 Naj bosta A in B simetricni matriki, ki komutirata. PokaZi, da obstaja ortogonalna
matrika @, da veljo Q*AQ = diag(ay,...,ay) in Q*BQ = diag(f, ..., fn). Matriki A in B sta
diagonalizabilni v skupni ortogonalni bazi. Najprej predpostavi, da so vse lastne vrednosti matrike
A razlicne, nato pa rezultat posplosi.

Resitev. Najprej predpostavimo, da so vse lastne vrednosti matrike A razli¢ne. Naj bo z;
lastni vektor matrike A za lastno vrednost «;. Izracunajmo BAz; = a; Bz; = ABz;, torej je Bz;
tudi lastni vektor za «; ali pa velja Bz; = 0. Torej velja Bz; = 3;z;. Matriki si tako delita lastne
vektorje.

Pokazimo Se primer, ko obstaja veckratna lastna vrednost a;. Prvi blok matrike @ = [Q1 Q2]
naj predstavlja bazo lastnih vektorjev za «j. Izracunajmo

Q7 [@rAQr Q1AQ.]  [Qra@r 0
[QE] 4 [Ql QQ] B [QEAC,M QEAQQ] - l 0 Q;AQJ :

Naredimo isti sklep kot prej za lastni vektor z. BAz = a1 Bz = A(Bz), torej je Bz spet element
prostora, ki predstavlja bazo lastnih vektorjev za a1, ali pa je v jedru matrike B. Tako velja

QBQ‘[ "0 Q;BQQ]'

Torej je zadosti, da pokazemo skupno diagonalizabilnost matrik By; = Q7BQ; in A1 = QTAQ;.
To naredimo zlahka, saj je By spet simetri¢na matrika, ki se da diagonalizirati v bazi (J3. Polega
tega Velja AH = QTAQl = a1l in Q§A11Q3 = QE';)OLIQ;), =al. ]

Naloga 33 Naj bo A posevno Hermitska matrika, pokazi da so vse njene lastne vrednosti strogo
imaginarne (iX\). Potem pokaZi Se, da velja:

(i). Matrika I — A je nesingularna.

(ii). Matrika B = (I — A)~Y(I + A) je unitarna.

Resitev. Za posevno Hermitsko matriko velja A¥ = —A. Naj bo x normiran lastni vektor za
lastno vrednost A. Potem velja

(Az,x) = (Az,x) = A 9)
<x,AHac> = (z,—Az) = (z,—\z) = —\. (10)
Iz enakosti prve in druge vrstice dobimo A = —\. Primerjamo realni in imaginarni deli in dobimo,

da so lastne vrednosti ¢isto imaginarne.



(i). Ce je I — A singularna matrika, potem obstaja vektor z za katerega velja
(I-Axr=0= Az ==x.

To pomeni, da bi morala matrika A imeti lastno vrednost 1, kar ne more biti res, saj ima
matrika samo Cisto imaginarne lastne vrednosti.

(ii). Najprej izracunamo B*.
BY = (1= A (1 + ) =1+ (- ") = (1 - A1+ 4)!
Nato pokazemo, da velja BY = B~
Bl =TI+ A)7YI - A)
Pokazati moramo e, da matriki (I + A)~! in (I — A) komutirata. To je res, velja namre¢

(IT+AT+A T -AI+A) =T +AT-AT+A) " I+A)=1-A?

Naloga 34 Izpelji iterativno metodo za racunanje inverza matrike A.
(i). Pomagaj si s tangentno metodo za f(x) = % — a in jo posplosi na matrike.
(ii). Naj bo Yy = AX ) — I, pokaZi da velja Yy1) = —Y&).

(iii). Doloci zadosten pogoj za konvergenco in primeren zacetni priblizek.

Resitev.
(i). Tangentna metoda za f(z) = 1 —a je
f (@) T
Tpi1 = T — o) =z — xk_% = 21p, — axi = 21, — TRaTE.

Tako definiramo X 1) = 2X ) = X AX (k).
(ii).
Yooy = AXFD -1 = A@X ) — Xy AX ) — I =
24X () — (AX()* — I = ~(AX@ = I)* = =Y

(iii). Ce bo spektralni radij matrike Y(0) = AX(p) — I, manjsi od 1, bo veljalo

lim Yy = lim (—1)"(Y{g))* = 0.

1—00 1—00

(iv). Za zacetni priblizek X o) = WA*, bo imela matrika Y(g) = AX () — I lastne vrednosti

Hjﬁ — 1, ki so po absolutni vredosti manjse od 1.



Naloga 35 Pokazi, da za enostavno koncno lastno vrednost poplosenega problema lastnih vre-
dnosti Ax = ABx velja y*Bx # 0, kjer je x desni lastni vektor in y levi lastni vektor.

Resitev. Na vajah smo najprej poizkusili resiti nalogo s pomocjo posplosene Schurove forme.
Vendar ta pot privede v slepo ulico, saj pri Schurovi formi ne moremo izkoristiti dejstva, da je
lastna vrednost enostavna. Potrebno je uporabiti Jordansko formo za posploSene probleme,

Jdl()\l)
By=X(A-AB)X ! = :

Jdk ()‘k)
N

kjer so bloki oznaceni z J konéni Jordanski bloki, NV je blo¢no diagonalna matrika, na njeni
blo¢ni diagonali so neskonc¢ni bloki Ny.

Ja(a) = R eCdxd N, = R e gidxd,
1 IR}
a— A 1

Naj bo A1 enostavna lastna vrednost, potem zanjo obstaja samo ena kletka dimenzije Jq(A1).
BSS predpostavimo, da je to prvi blok v Jordanski formi

AL — A

By =

To pomeni, da sta levi in desni lastni vektor za A; oba enaka e;. Velja se

1

XBX ! =

Tako dobimo e! XBXle; = (! X)B(X1e;) = 1, vektor X ey je ustrezni levi lastni vektor,
vektor X ~'e; je ustrezni desni lastni vektor. [

Naloga 36 Izpelji formulo za izracun spodnje desne 2 x 2 matrike AB™Y, kjer je A zgornje
Hessenbergova matrika in B zgornje trikotna matrika.



Resitev. Problem bomo shematsko ponazorili za matrike dimenzije 6 x 6.

[x X X x x X] [x X X X X X]

X X X X X X X X X X X

A X X X X X . B- X X X X
X X X X X X X

X X X X X

i X X i X |

Za izracun spodnje 2 x 2 matrike bomo potrebovali samo rdece oznacene elemente. Izrac¢un
inverza spodnje 3 x 3 matrike zlahka opravimo, velja namrec¢
1

¢ pl Jot T
o EF| ~ |0 E!
Torej dobimo inverz spodnje 3 x 3 matrike v B kot
1 _ bn72,n71 bn72,n71bnfl,nfbliib'nfl,nf1
bn—2n—2 bn—2n—2bn_1n-1 bn—2n—2bn_1,n—1bn,n
0 1 o bn—l,n
bnfl,nfl bnfl,nflbn,n
0 0 -
n,n

Konc¢nega rezultata ne bomo napisali, saj ga dobimo preprosto tako, da zmnozimo zadnji dve
vrstici A in zadnja dva stolpca B~1.

Naloga 37 Izpelji formulo za izracun prvega stolpca matrike
N = C? — 5led(P)C + det(P)I = C? — (A1 + X\2)C + M Ao
Matrika C je enaka AB™', kjer so matrike A in B iste kot v prejsnji nalogi.

Resitev. Matrika C' je spet zgornje Hessenbergova. Naslednja shema prikazuje izra¢un njenih
prvih dveh stolpcev,

X X X X X X|][x X X x x X X X X X X X
X X X X X X X X X X X X X X X X X
X X X X X XXX oox| X X X X X
X X X X X X x| X X X X
X X X X X X X X
L x x| L X | i X X
Izracun prvega stolpca C? poteka na naslednji nacin:
[x X x x x X][x x x x x X] [ X X X X X]
X X X X X X|[|x x x x x X X X X X X
X X X X X X X X ox x| X X X X X
X X X X X X x x| X X X X X
X X X X X X X X X X
L x x| L X X i X X X

Tako lahko uc¢inkovito izra¢unamo pri stolpec matrike N. Skicirajmo Se premikanje grbe v tem pri-
meru. Najprej transformiramo prvi stolpec AB~! v prvi stolpec N z ustreznim Householderjevim

zrcaljenjem
3
Q1= 4‘7] .



To zrcaljene pokavari le prve tri stolpce matrik A in B.

X X X X X X X X X X X X

X X X X X X X X X X X X

014 = X X X X X X O\B = X X X X X X
X X X X X X X

X X X X X

i X X i X |

Nas cilj je premakniti grbo spodaj desno. Uporabimo ustrezna Householderjeva zrcaljenja z leve
in desne.

X X X X X X X X X X X X

X X X X X X X X X X X

X X X X X X X X X X

AH|R; = BHR; =

Q1 AH Ry v % % x x x| @BHLI v % %

X X X X X

i X X L X |
[x X x X x X] [x X x x x X]
X X X X X X X X X X X
X X X X X X X X X X

HyQ1AH Ry = HyQ1BH Ry =
2Q1AH 1 Ry % x x x| 2Q1BH 1 Ry < x x x x
X X X X X
i X X i X |
Tako grbo premikamo navzdol, dokler v zadnjem koraku ne izgine. [

Naloga 38 S pomocjo kaksnih ortogonalnih transformacij lahko v primeru B(i,i) = 0 premakemo
to niclo v B(n,n) in hkrati v matriki A naredimo se A(n,n —1) =0.

Resitev. Resitev si bomo ogledali na primeru 5 x 5 matrik, kjer je B(3,3) = 0.

X X X X X X X X X X
X X X X X X X X X
A= X X x x|, B= 0 x x
X X X X X
i X X X
[x x x x X] X X X X X
X X X X X X X X X
Q34A = X X X X|, QuB= 0 x x
X X X X 0 x
i XX X
[x x x x X] X X X X X
X X X X X X X X X
Q34AZ23 = X X X x|, Q3uBZy3 = 0 x x
0 x X X 0 x
i X X X



X X X X X X X X X X
X X X X X X X X X
Qu5Q34AZ23 = X X X x|, QuQ3aBZy = 0 x X
0 x X x 0 x
i XX X 0
[x x x x X]| X X X X X
X X X X X X X X X
Qu5Q31AZ23734 = X X x x|, QuQ3aBZy3Z34 = X X X
0 x X x 0 x
i X X 0
[x x x x X] X X X X X
X X X X X X X X X
Qu5Q31A 223734245 = X X X x|, Qu5Q34BZy3731 745 = X X X
0 x x x X X
i 0 x| 0

Naj bo A € R™*™ (C™*™), m > n, matrika ranga r. Potem zanjo obstaja singularni razcep:
m E n
A=USV =m [U] " [ "]n v,
m—n

kjer sta U in V ortogonalni matriki, ¥ pa diagonalna matrika singularnih lastnih vrednosti. Ce
upostevamo, da je rang matrike r, potem lahko zapiSemo:

T m—-r Z O T n—r
A:m[Ul U2} ’ l r ]n[vl VQ} = U3, V7.
m-—r
Iz tega zapisa zlahka preverimo, da velja:
(i). Stolpci matrike U; tvorijo bazo za im(A).
(ii). Stolpci matrike Us tvorijo bazo za ker(A*).
(iii). Stolpci matrike V; tvorijo bazo za im(A*).

(iv). Stolpci matrike V5 tvorijo bazo za ker(A).

Singularni razcep je mo¢no orodje, ki se ga uporablja za regularizacijo problemov, kompakten
razvoj po bazi nekega prostora, resevanje problema najmanjsih kvadratov, kompresijo podatkov,
odstranjevanje Suma, ...

Naloga 39 Dokazi, da za matriko X z najmanjso normo ||X||r, ki minimizira || XA — I,||F
velja X = A™. Matika A je dimenzije m x n, kjer je m > n in rang(A) = r.



Resitev. Naj bo podan singularni razcep matrike A = UXV7T dimenzije m x n in ranga 7.
Potem je psevdoinverz AT = VETUT | kjer je

T n—r T n—r
x|S0 L r St
== 0 o e Y

in S = diag(o1,09,...,0,). Lotimo se reSevanja. Najprej zapisemo X kot X = VDUT | potem je
I X||p = [|D||F in velja

I

T T Vortogonalna

I XA-I|[p=|[VDUUZV" —I|lp = IDE = I||F.

Zadnji enacaj dobimo tako, da z leve pomnozimo z V71, z desne pa z V. Matrika V je ortogonalna,
tako se Frobeniusova norma ne spremeni. Matriko D predstavimo v blo¢ni obliki

T m-—-r
o D11 Dia
D_n—r [DQl D22]
Potem je DY oblike
T n—r
Dy1S 0
Dy =" :
n—r [ Doy S 0 ]
Ce zelimo, da bo ||DY — I||% = ||D11.S — L||% + || D21S||% + || = In—r||% minimalna, moramo

izbrati D1; = S~ in D9y = 0. Radi bi tudi, da je ||D||r = || X||r ¢im manjsa, torej je ocitno
najbolje izbrati D1 = Dag = 0. Velja namre¢ ||D||% = ||D11|% + || Da1||% + || D12||% + || D2al|%-
Dobili smo, da mora veljat D = ¥, kar nam da X = VXtUT = A+, [

Naloga 40 Poisci singularni razcep matrik

A=1[30 4] B:[_?’1 :1)) ﬂ

Resitev. Vemo, da so nenicelne singularne lastne vrednosti enake 0;(A) = /\;(AAHT) =

Ai(AH A). Tzracunamo

3 0 4] |o] = [25]
To pomeni, da ima eno samo singularno lastno vrednost v/25 = 5. Zadnja dva stolpca matrike V'

pa sestavljata bazo za jedro matrike A. Prvi stolpec je enak normiranemu lastnemu vektorju za
lastno vrednost 25,

=~ O W

—-16 0 12 3
ker(ATA—25I)=1] 0 0 0|=<10
12 0 -9 2

Izracun pokaze, da naslednja dva normirana vektorja tvorita ortonormirano bazo za ker(A),
oziroma za ker(AT A),

ker(ATA) = ker(A) = 1

Ut O otk



Izracuanjmo Se Avy =5 = buy = uy = 1. Torej velja
4 *

3 0 4/=11/|5 0 0 0 1| =11{|5 0 0| |—
B oa=[p ooy o 1l =[] o0
5
Izracunajmo Se singularni razcep za B. Zopem bomo najprej izracunali lastne vrednosti in vektorje

matrike
C— BB — ln 117

Uil O ulw
O votw
—_ o O
O UUUT

1 11

1].1—>\ 111_)\ |:(11_A)2_1:>)\1:12’)\2:10:>01:\/E,UQI\/E

Poleg tega velja se

u1 u2

11 7 7
ker(C' — 12I) = ker ([_1 _J) = lf] ,ker(C'—101) = l_\/\%[]
2 2

Zdaj lahko izra¢unamo se u; in uo. Uporabimo zvezo

o 1
V2 — V6

B*u; = |2V2| = V1201 = v, = %
1

V2 i

o 2

2v/2 —— NG

B*us = | —v2| = V10vy = vy = ;—;}
0 0

Izrac¢unati moramo samo se vektor vs, ki je normirani vektor v

U3

ker(B) = ker(B*B) =

Naloga 41 (Psevdospekter) PokaZi, da so naslednje trditve za psevdospekter ekvivalentne.
Naj bo A € C™" in mnoZica L. zadosc¢a pogojem:

a) z je lastna vrednost matrike A+ 0A za nek ||[0A|] < e

b) obstaja vektor uw € C"*", da velja ||(A — zI)u|| <€ in ||u]| =1
c) on(A—2zI)<e

d) [(A—2D)7H| > e

Singularne vrednosti so indeksirane od najvecje do najmanjse, o, je tako najmanjsa singularna
vrednost. Ce je z lastna vrednost A, potem definiramo |[(A — 2I)7Y| = oo.



Resitev. Dokazovali bomo po naslednji poti d) = ¢) = b) = a) = d).

(i).

(ii).

(iv).

Naj bo A — 21 = UXVH singularni razcep A — zI, kjer je

1
01 e

E: C. :>Z_1: "

On

Potem velja (A — 2I)~! = VXU Matrika (A — 2I)~! ima tako po velikosti naslednje
singularne vrednosti é, ...,01. Sklepamo lahko, da velja

- _ _ 1
<NA==D = [[VETUH |l =27l = —

n

a | =

. Naj bo z = v, singularni vektor A — zI, torej velja

(A — zD)v; = oju,.
Iz Cesar sledi
(A = 2D)ella = [[(A — 2D)vallz = [[ontnlla = ol ]l = o0 <
Poleg tega seveda velja ||z|| = ||vn]|2 = 1.

Vemo, da obstaja u, tako da velja |[(A — zI)ul|2 < € in ||u||2 = 1. Definirajmo r := Au — zu.
Is¢emo 6 A, da bo veljalo

(A+dA)u = zu = JAu = zu — Au = —r.
Ce definiramo 6 A := —rufl, potem velja
AU = —ruflu = -,
saj ima v normo 1. Poleg tega velja

16A]12 = || = ru|l2 = [Irll2llull2 = [|r[l2 <.

Vemo, da je druga norma ru’ enaka najvedji singularni vrednosti. Singularne lastne

vrednosti so ravno koreni lastnih vrednosti matrike urfrufl = (rfr)uu®. Slika te matrike
je razpeta z vektorjem u. Torej je to edini kandidat za lastni vektor pripadajoc¢ nenicelni
lastni vrednosti. Ocitno velja (rr)uu’u = rfru. Torej je rHr edina nenicelna lastna

vrednost.

Izracunajmo,
(A+0A)u = zu, Xkjerje |lull2=1,||04] <e€
(A—2zI)=—50Au
u=—(A—20)"15Au
1

€

L= [Jullz < [I(A = 2D)7H[2l|0A] |2 lullz = [I(A = 1) 7|2 >



Naloga 42 Naj bo A € C™*" in m > n. Prevedi racunanje singularnega razcepa matrike
A =USVH na racunanje singularnega racepa v realnem primeru. PokaZi, da ima dobljeni realni
sistem dvojne singualrne vrednosti.

Resitev. Naj bosta u; in v; i-ta stolpca ortogonalnih matrik U in V. Matrika

g1

ima na diagonali (realne) singularne vrednosti oy > oy... > 0,. Potem velja
A’Ui =UX VHUZ‘ == UZe, == U0'16i = O;Uy;.
——
e

Vidimo, da velja Av = ou, kjer je u = u;, v = v;, 0 = ;. Upostevamo, da za kompleksno matriko
A ter kompleksna vektorja velja:

= Ay + 1Ay,
u = uj+tug,
= vy + 1vs.
Ker je o realna dobimo
(A + iAg)(Ul + ivg) = a(u1 + iUQ) (11)
Aqvy — Agvg + ’i(Alvg + AQ’Ul) = ouy + tous
Ajvy — Agvg = oy (realni del)
Ajvg + Asvy = oug (imaginarni del).

Zadnji dve enacbi nam predstavljata realni blo¢ni sistem
n n
m A1 —AQ U1 — 0 Ul
m A2 A1 V2 - () ’
Dobljeni sistem je dvakrat veéji, pokazati moramo se, da so singularne vrednosti dvojne. Pomno-
zimo (11)) z —¢ in dobimo

(A1 + iAg)(Ul + ivg) = a(u1 + iUQ) / . (—Z)
Ajvy — Agvg + i(Ajve + Agvy) = ouy +ioug /- (—i)
—(Ajvy — Ague)i + Ajvg + Agv1 =  —iouy + oug
Ajvg + Aov1 = oug (realni del)
Agvg — Ajv1 = —owuy (imaginarni del).

Torej velja



s " S . U
Nasli smo Se drugi levi singularni vektor l i ] . [
—u1

Naloga 43 Naj bo A € R™" A = [Al Ag} , kjer je A1 € R™™ in Ay € R Singularne
vrednosti matrike A so o1 > g9 > ... > o, > 0. Singularne vredosti matrike Ay so 11 > 19 >
.. > T 2> 0. PokaZi, da velja o > 7 > 0j1pn—m Pomagaj si s Cauchyjevim izrekom o prepletanju
lastnih vrednosti.

Resitev. Vemo, da so singularne lastne vrednosti matrike B, ravno koreni lastnih vrednosti
matrike BT B, 0;(B) = /(BT B). Ozna¢imo matriko AT A z C. Velja

a7 [aTa, ATA,
¢= [AT} A A = lAgAl AT 4y

Torej je zadosti pokazati
AJ(C) 2 )‘](Cm) > >‘j+nfm(c)’

kjer je C,, = AT A;. Po Cauchyjevem izreku sledi
Ai(C) = Aj(Cr-1) = Aj1(C).
Ce izrek uporabimo se za C,_1, dobimo
A(C) = Aj(Cr1) 2 Aj(Cr—2) > Aj41(Cn-1) > Aj12(B).
Po n — m zaporednih uporabah izreka za C,C,_1,...,Cp11 dobimo
Ai(C) = Xi(Cr) = Ajn—m(C).

Trditev bi v resnici morali pokazati z indukcijo, kjer je indukcijska predpostavka

N(C) = Nji(Cami) = Aii(C).

Naloga 44 Naj bo B posevno hermitska matrika. PokaZi, da za matriko

I B
=l ]

velja ko (A) = || Allo][ A7 = T




Resitev. Matrika A je simetri¢na in tudi pozitivno definitna, tako so lastne vrednosti kar
enake singularnim vrednostim. Velja namrec

I Bl |x
H H _ . H H
ey ][BH I] Mx rHYY

Spomnimo se Se, da je druga norma matrike ravno enaka najvecji singularni vrednosti.
Poizkusimo izracunati lastne vektorje in vrednosti.

Aa:_IBx_:c—i—By_)\x
y| |B" I||y|  |BTz+y| Ty
Dobili smo sistem
r+ By = Az
Bz 4+y=)\y

Tako iz prve enacbe dobimo x = By/(A — 1). Vstavimo v drugo:
BEBy/A\—1)4+y=M < BIBy=(\-1)%

To pomeni, da velja (A —1)2 =0} = A\j =1+01, A\, =1 — 0p. n

Naloga 45 Za simetricno in pozitivno definitno matriko A definiramo nestandardno pogojenostno
stevilo

Lir(A)
det(A)=
Pokazi, da velja
1<K(A) < M = ka(A),

n

kjer so A1 > Ao > -+ > A\, lastne vrednosti matrike A.

Resitev. Najprej pokazimo levo neenakost. Ker je A spd matrika, so lastne vrednosti
enake singularnim vrednostim. Torej je det(A) = [[iq A\i = [[imq 04, tr(A) = X0 A = Dieq 03
Dokazati je potrebno: ([T O’Z‘)l/ "< Ly 0. To pavelja po izreku o aritmeti¢ni in geometrijski
sredini.

Druga neenakost dobimo kot:

2 (Tiio) _ 2 (Xtio) _ o
([Mo)/™ = on " on

Naloga 46 Pokazi, da za kompleksno matriko A € C™*"™, obstaja polarna dekompozicija
A=U"-P,

kjer je U wunitarna matrika in P hermitska pozitivno semidifinitna matrika. Pomagaj si s
singularnim razcepom A = U XV{" matrike. PokaZi, da je za obrnljivo matriko A ta razcep
enolicen.



Resitev. Izracunajmo
I

* */_;\ * *\ % * * * 21 7%

A*A = P*UFU;, P = P*P = (U,SVY) TSV = ViSUTUL SV, = ViB2Vy,

torej poizkusimo z P = V1 XV}*, ki je oc¢itno hermitska pozitivno semidefinitna matrika, saj so
vse lastne vrednosti vecéje ali enake 0. Dolo¢imo Se mozno izbiro za U,

A=TXVy =UP = UK SV,

torej lahko definiramo U = U; V7.
Pokazimo samo Se enoli¢nost v primeru obrnljive matrike A. Recimo, da velja

U P =UsP,
P, =UU,P,
Matrika P; je pozitivno definitna, saj nobena singularna vrednost ni enaka 0. Tako se lastne
vrednosti in singularne vrednosti ujemajo. Poleg tega so levi in desni singularni vektorji enaki

lastnim vektorjem matrike. Naj bo Q1 matrika sestavljena iz levih lastnih vektorjev matrike P;.
Matrika A; je diagonalna matrika z lastnimi vrednostmi P; na diagonali. Potem velja

QP = QA = (QFUU,) P».

1z enakost levih in desnih singularnih vektorjev P, sledi Q{I = Q{{ UlH Us. Kar pomeni UlH Us =1,
oziroma Uy = Us. [ ]

Naloga 47 Nenicelni projektor se da zapisati v obliki
P=UU",

kjer je U m X n matrika, m > n, z ortogonalnims stolpci. Trivialno je videti, da je P stmetricna
in idempotentna

p=pPH p=p2
Pokazi obrat zgornje trditve. Vsaka simetricna idempotentna matrika je projektor. Pomagaj si z
singularnim razcepom.

Resitev. Naj bo n rang matrike P, dimenzije m x m, to je dimenzija prostora na katerega
projiciramo.

Zapisimo singularni razcep matrike P, kjer je v X1, dimenzije n X n, zbranih vseh n nenicelnih
singularnih vrednosti P :

R N I B

m—n m—n

] = U, V.
Stolpci U; € C™*" gestavljajo bazo za sliko matrike A, stolpci V3 € C™*™ gestavljajo bazo za
sliko A7,
(2 v = vis Ul
(Ui V2 = (Vi) (Msiof) = B30l = sV = Vi = sy
ViV, = I, = (U S)H (1% = Ui U 8, = 93 = 1.



Naloga 48 Dana je matrika A reda m x n. Matriko B dobimo tako, da matriko A zarotiramo
za 90° v smeri urinega kazalca. Na 3 X 2 matriki to izgleda takole

ail] a
12 azr a1 ail
— .

a1 Q22
a3z a2 12
as; as2

Ali imata A in B enake singularne vredosti? Dokazi ali poisci protiprimer.

Resitev. Podrobnosti dokaza prepusc¢am bralcu. Glavni korak dokaza je, da opiSemo naso
preslikavo kot:

A AT — AT g,

kjer je

matrika, ki naredi naslednjo permutacijo stolpcev, obrne vrstni red stolpcev,

1 2 ... n—1 n
n n—1 ... 2 1/

Na koncu upostevamo $e definicijo o;(A) = \; (AT A) = N\, (AAH). "

Naloga 49 Dokazi, da za matriko X z najmanjso normo || X||q inducirano s skalarnim produk-
tom definiranim za pozitivno definitno matriko G, (z,y) = ™ Gy, ki minimizira ||AX — B||g
velja X = AT B.

Resitev. Najprej izracunamo:

||Allq = HrﬂaleAxHG = foax VaTATGAx = max VaTATVTV Ax
z||g= T =1

2TVTVz=1
y=Vz

= max \/yTV_TATVTVAV_ly = [[VAV ™yl
yTy=1

Zdaj lahko porac¢unamo
|AX — Bllg = ||[VAXV L = VBV Y|y = |[VAV VXV — VBV Y|,
Torej je matrika VXV ™! z najmanjo drugo normo, oziroma ||[VXV~!||s = || X||g, enaka ravno

VXVl = (VAV_1)+VBV_1 = VATV IWBV~! = VATBV~!. Upostevali smo lastnost
psevdoinverza (VAV 1)t = (V)T ATV+ = VATV~ Tako dobimo X = AT B. n



Naloga 50 Podano je vezje na spodnji sliki:

A
S 0] o |

Napisi sistem diferencialnih enacb in s pomocjo Kirchoffovih zakonov poisci resitev sistema. Vse
skupaj na koncu prevedi na resevanje posplosenega problema lastnih vrednosti.

Najprej zapisemo enacbo, ki jo dobimo z upostevanjem, da je padec napetosti po krozni zanki
enak 0. Cez srednji upor tece tok I; — Is.

5(I) — I) +4(h — L) + I, + 30 + 21, = 0

Podobno dobimo enacbo iz druge krozne zanke, kjer upostevamo se, da gremo cez vir napetosti
U=6V.
Iy + I +4(I2 — Il) + 5([2 — Il) =6

Sistem prepiSemo v matri¢no obliko:

A B I
—_—~ . ——N—
6 —4| L] |9 5| |h n 0
—4 4| |L| |5 -6 6"
Homogeni del predstavlja resitev sistema AI = BI. Regitev je seveda matri¢na funkcija
I(t) = P,

Za izracun te funkcije potrebujemo lastne vrednosti in vektorje posplosenega problema lastnih
vrednosti BI = MAAI. To najlazje izracunamo v Matlabu z ukazom [V, lambdal] = eig(B, A).
Splosno resitev homogenega dela lahko zdaj zapisemo kot:

I(t) = Velambda'tfo = clvleAlt + CQ'UQC)\Qt,

T
kjer je Iy = [CO 01} . Partikularna resitev sistema predstavlja stacionarno stanje, reSitev sistema:

T
BI, = [O 6} . Splosna resitev je oblike:

I(t) = crv Mt + cpuge?! + I,

Zacetna tokova c; in ¢y dolo¢imo iz pogoja I(0) = 0.



Naloga 51 Podan je sistem na sliki, kjer prvo uteZ periodicno vzbujamo. PokaZi, da v primeru,
ko se frekvenca vzbujanja pribliza kateri izmed lastnih frekvenc,

brez sile teze

F sin(wt)

my
| Y1

ma
I Y2

amplituda nihanja poljubno naraste.

miyh = —k(y1 — y2) — ky1 + F1 sin(wt)
maga = k(y1 — y2) — ky2

miy1 = —2ky1 + kyo + F} sin(wt)
maya = ky1 — 2kys

Vse skupaj zapisemo v matri¢ni obliki:

M v K Y F
mi 0 y1| —2k k Y1 F1 .
lO mgl [yQ] N l E —=2k| |y2 o sin(wt)

Kar na kratko zapiSemo kot MY = KY + F sin(wt). Sistem bomo prevedli na sistem diferencialnih
enacb prvega reda. Zapisemo lahko

5
= zZ
. 4
I olfy] _Jo 1 y+().(®
o M||v| ™ |k ol |v|T|F|™™¥

Zdaj lahko postopamo kot pri pri prejsnji nalogi. Za resitev homogenega dela je potrebno
poiskati lastne vrednosti in vektorje posplosenega problema lastnih vrednosti:

0 I I 0
Ugotovili bomo, da so lastne vrednosti problema iste kot lastne vrednosti posplosenega problema
Kz = Mz.

‘—M 0 I

K QA:‘KVM(J:iM_VM‘



Zapisimo Se po blokih:
.y I A - — A2+ M\ . 0
K -2M Zy|  |KZy—AMZy| |0
Iz ¢esar dobimo Zs = AZ; in K Zy = A\?Zy. Torej so tudi lastni vektorji obeh problemov povezani.
Splosna resitev homogenega dela je tako Y () = >°1" ; [a; sin(A;t) + b; cos(Ait)] vi, kjer so (A, v;)

pari lastnih vrednosti in vektorjev posplosenega problema lastnih vrednosti Kz = \z.
Poiscimo Se partikularno resitev, dobimo jo tako, da uporabimo nastavek

Y = l%j sin(wt)

To vstavimo v enacbo, pokrajsamo s sin(wt) in izra¢unamo:
1% 1% F
2 1 _ 2 1 _ _ 11
wM[ ] K o (K me M

Wa
Iz Cesar ze vidimo, da bo amplituda nihanja, ko se frekvenca bliza lastni frekvenci sistema,
poljubno velika.
Sledijo zgledi v Matlabu.

Wi
Wa

Fy

Tlo




