Afina in projektivna geometrija

Afini prostori in podprostori

Afini podprostori v R™ so posplogitve pojmov premice in ravnine v R?. MnoZica A je afin
podprostor v R” dimenzije k, ¢e jo lahko zapisemo v obliki

A=a+U,

kjer je a € A poljubna tocka, U C R™ pa linearen podprostor dimenzije k. Tocka a je analog
zacetne tocke na premici, prostor U pa lahko razumemo kot mnozico smeri na A.

afin podprostor

linearen podprostor

V nadaljevanju bomo spoznali, kako lahko afine podprostore afinih prostorov opisemo v
parametri¢ni in v normalni obliki.

(1) V ravnini 3z + 2y + z = 7 lezijo tocke Ty(1,1,2), T1(3,—1,0), T»(0,3,1), A(2,0,1) in
B(0,4,—1). Dolod¢i lego tock A in B glede na trikotnik 747} T5.

Resitev: Afine podprostore R" lahko podamo v parametri¢ni in v normalni obliki. Pri tej
nalogi se bomo posvetili parametri¢ni obliki in spoznali afine koordinate.

Zaceli bomo z opisom ravnine v R3. Ravnino lahko podamo v parametri¢ni obliki
r = F() + t1§1 + t2§2,

kjer je 7y zaCetna tocka in § ter S, smerna vektorja. Ce je ravnina definirana s tremi
nekolinearnimi to¢kami 7y, T} in T3, lahko poljubno tocko te ravnine izrazimo v obliki

T=T0+t1ﬁ+t2m-

Steviloma 1,%, € R re¢emo afini koordinati tocke T glede na afino ogrodje {Ty, T}, T}

V nasem primeru je ravnina dolo¢ena z enacbo 3x+2y+2z = 7. Za zacetno tocko vzemimo
To(1,1,2), za smerna vektorja pa:

oy

L =ToTh = (2,-2, —2)
T, = ).

Najprej izracunajmo afini koordinati tocke A glede na afino bazo {Tp,T1,T>}. Doloceni
sta s sistemom enacb

c”l

(27 07 1) = (17 17 2) + tl(za _27 _2) + t2(_1727 _1)
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oziroma po komponentah:

2 =142t — to,
0=1—2t; + 2t,,
1:2—2t1—t2,

ki ima reSitev t; = % in to, = 0. Od tod sledi, da je tocka A sredisce stranice TyT}.

Afini koordinati toc¢ke B glede na afino bazo {7y, T1, T} sta doloceni s sistemom enach

(0,4, 1) = (1,1,2) + t1(2, =2, =2) + to(—1,2, —1)

oziroma:
0 == 1 + 2t1 - tQ,
4 =1-—2t + 2o,
—1=2—-2t;] — to.

Ta sistem ima resitev t; = % in ty = 2. Ker je to =2 > 1, lezi tocka B izven trikotnika
ToT1T.

B(1/2,2)

T2

AN

To A(1/2,0) T

]

V afinem prostoru R? so dane tocke A(4,6,—2), B(—2,0,4), C(0,4,1) in premica p s
parametrizacijo 7(t) = (3,2,3) + (2,1, 1).

(a) Pokazi, da se premica p in trikotnik ABC' ne sekata.

(b) Konstruiraj ravnino 7, ki razdeli R* na dva odprta polprostora tako, da leZita premica
p in trikotnik ABC vsak v svojem polprostoru.

Resitev: (a) Oznac¢imo s 3 ravnino, ki vsebuje trikotnik ABC'. Pokazali bomo, da premica
p seka ¥ v tocki, ki lezi izven trikotnika ABC. Normala ravnine ¥ je

7= AB x AC = (—6,—6,6) x (—4, —2,3) = (—6, —6, —12).
Ce upostevamo, da na ravnini ¥ lezi tocka A, dobimo njeno normalno enacbo
r+y+22=06.

Presek premice p in ravnine Y dobimo tako, da koordinate tocke na premici vstavimo v
normalno enac¢bo. Tako dobimo enacho

(B+2)+ (2+1t)+2(3+1t) =6,
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ki ima resitev t = —1. Presek premice in ravnine je torej tocka 7'(1,1,2). Izra¢unamo
lahko, da sta afini koordinati tocke T" glede na afino ogrodje {A, B,C} enaki \; = % in
Ay = —1, kar pomeni, da tocka T lezi izven trikotnika ABC.

(b) Najprej bomo konstruirali premico ¢, ki lezi v ravnini 3 in je enako oddaljena od tocke
T in nosilke stranice AB.

Ta premica vsebuje tocko S(6,7, —%), njena smer pa je E = (—6,—6,6). Sedaj moramo
poiskati ravnino II, ki vsebuje to premico in ne seka premice p. Normala ravnine II je
torej

= AB x 3, = (—6,-6,6) x (2,1,1) = (—12, 18,6)
njena normalna enacba pa je
—2r 43y +2z=7%.
O

Naj bosta K; in K, pravokotnika v R?. Pokazi, da sta K; in K, disjunktna natanko
takrat, ko obstaja premica p C R2, za katero sta K; in K, vsak v svoji polravnini glede
na p.

Resitev: Denimo najprej, da obstaja premica p C R?, za katero sta K; in K, vsak v svoji
polravnini glede na p. Ker sta polravnini disjunktni, sta tudi pravokotnika disjunktna.

7 dokazom ekvivalence v obratni smeri bomo imeli ve¢ dela. Denimo torej, da sta K
in K, disjunktna pravokotnika v R?. Definirajmo zvezno funkcijo d : K; x Ky — R s
predpisom

ATy, To) = /(21 — 22)2 + (y1 — y2)%.

Mnozica K; x Ky je kompaktna, zato funkcija d na K; x Ky zavzameme minimalno
vrednost d,;, v nekem paru tock (77, 73). Ker sta K7 in Ky disjunktna, je d,,;, > 0.

Ti T,

Ki

P

Naj bo sedaj p simetrala daljice T75. 7 uporabo protislovja bomo pokazali, da p ne
seka pravokotnikov K; oziroma K,. Recimo, da premica p seka pravokotnik K5 v tocki
T. Zaradi konveksnosti Ky je potem cela daljica med T in T, vsebovana v K,. Torej
je v Ky tudi pravokotna projekcija 7" tocke T na daljico med T in T5. Torej velja
d(Ty,T") < d(T1,T3), kar pa je v protislovju s predpostavko minimalnosti.



T T,

Ky

Kz
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Ta izrek o separaciji se uporablja pri SAT algoritmu za testiranje prekrivanja konveksnih
mnogokotnikov v ravnini.

(1) Najprej ozna¢imo smeri normal na stranice obeh mnogokotnikov z ns,...,n; in za
vsako normalo oznac¢imo s p; premico skozi izhodis¢e v smeri normale.

(2) Izracunamo pravokotne projekcije oglis¢ obeh mnogokotnikov na dane premice (pri
tem je dovolj projicirati samo oglisca).

(3) Ce sta za katero od premic projekciji disjunktni, sta mnogokotnika disjunktna, sicer
pa se sekata.

P1

]

P2

Poleg izreka o separaciji je v algoritmu uporabljen se dodatek, ki pravi, da lahko za premico
p izberemo neko premico, ki je vzporedna eni od stranic enega od mnogokotnikov. [

Predstavi dane afine podprostore s sistemom enacb:

(a) poljuben podprostor oblike A =a + U v R™,
(b) premico skozi tocki (0,1) in (2,2) v Z2,
(¢) premico skozi tocki (0,1) in (i,2) v H?.

Resitev: (a) Pri tej nalogi bomo pokazali, da so afini podprostori R™ ravno mnozice resitev
sistemov linearnih ena¢b. Dobro znana sta primera premice v R? in ravnine v R3, ki ju
lahko podamo z normalno ena¢bo. Premico v R? pa lahko po drugi strani podamo kot
resitev sistema dveh neodvisnih enach.

Naj bo A C R™ afin podprostor oblike A = a + U, kjer je a € A in U C R™ linearen
podprostor dimenzije k. Denimo, da je {si, ..., s;} neka baza vektorskega prostora U in
{ni,...,Nm_} neka baza prostora W = U=,
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Potem je A ravno mnozica resitev sistema enach

ny-Tr=nmny-a,

Ng - = N9 - a,

Nm—k * T = Nym—k * A.

(b) Premica p skozi tocki (0, 1) in (2, 2) v F2 ima zacetno tocko a = (0, 1) in smer s = (2, 1).
Zato je njena parametrizacija oblike

r(t) =(0,1) +1(2,1),
kjer je t € F5. Tako lahko izracunamo, da na premici p lezijo tocke
p= {(07 1)7 (2’ 2)7 (47 3)7 (17 4)a (37 0)}

Tokrat imamo opravka s konc¢no afino ravnino, ki jo sestavlja 25 tock, na vsaki premici
pa lezi 5 tock.
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Konc¢nih obsegov ne moremo urediti, zato tudi ne moremo dobesedno posplositi pojma
skalarnega produkta in ortogonalnosti. V vektorskih prostorih nad poljubnimi obsegi zato
normalne vektorje zamenjamo z ustreznimi linearnimi funkcionali, ki si jih predstavljamo
kot koordinate na vektorskem prostoru. Za vektorski podprostor U C F", kjer je [F polje,
definiramo anihilator

Ut ={¢e (F")|¢(U) = 0}.
Ce je {s1,...,s,} neka baza vektorskega prostora U, so v U~ vsi linearni funkcionali ¢, ki
zadoscajo pogoju ¢(s1) = ¢(s2) = ... = ¢(sx) = 0. Ce je na primer {¢, ..., ¢o_x} baza
prostora U+, lahko prostor A = a + U zapisemo v obliki sistema enach:
¢1(z) = ¢1(a),
P2(x) = ¢2(a),

Snn(@) = Gur(a)

V naSem primeru imamo premico s smerjo s = (2,1) v F%, za bazo anihilatorja pa lahko
vzamemo funkcional ¢(x,y) = 2z + y. Tako dobimo enacbo nase premice

20 +y=1.



(¢) Zacnimo s parametricno enacbo. Premica skozi dani dve tocki ima smerni vektor
s = (i, 1) in zacetno tocko (0,1). Zato jo lahko parametriziramo v obliki

r(t) = (0,1) + (i, 1) = (ti, 1 + t)

za t € H. Parametri¢na oblika enac¢be ima enako obliko nad vsemi obsegi. V nadaljevanju
pa bomo videli, da moramo biti v primeru nekomutativnih obsegov pozorni pri zapisu
normalne oblike enacbe.

Ker je s = (i,1), lahko uganemo, da bi bil primeren linearni funkcional ¢(z,y) = = — iy,
kar bi nam dalo enacbo
T — 1y = —i.
Tej enacbi ustrezata tocki (0,1) in (4,2), poglejmo pa, ¢e ji zados¢ajo vse tocke na nasi
premici. Ce vstavimo x = ti in y = 1 4+ ¢ za poljuben ¢ € H, dobimo:
ti —i(l+1t) =—1,
ti = it.
Od tod bi sledilo, da kvaternion ¢ komutira z vsakim kvaternionom, kar pa seveda ni res,
saj jeij = —j1 = k.
V primeru kvaternionov (oziroma bolj splosno nekomutativnih obsegov) moramo enacbo

premice zapisati v obliki
xa 4+ yb = c.

V nasem primeru tako dobimo enacbo
T — Yy = —i.
Ko sedaj vanjo vstavimo z =t in y = 1 4+ ¢, dobimo:
ti — (14 t)i = —1,
ti —i—ti = —i,
kar je v skladu z nasimi pricakovanji. [
Ugotovi, ali sta ravnina skozi tocke Ty(1,0,0,0), 77(2,0,2,1) in T5(1,1,1,0) in premica,

dolocena s sistemom enach r —w =0,z —y+ 2 =1 in x + y — 2w = 2, vzporedna afina
podprostora v R*,

Resitev: Naj bosta A in A" afina podprostora v R" in naj velja:

A=a+ U,
A/ — a// + U/.
Potem re¢emo, da sta A in A’ vzporedna, ¢e je U C U’ ali pa U’ C U. Ce imata A in A’

enako dimenzijo, sta vzporedna natanko takrat, ko je U = U’. V primeru dveh premic to
pomeni, da imata vzporedna smerna vektorja.

V praksi lahko vzporednost afinih podprostorov preverimo na naslednja nac¢ina. Denimo,
da je dim(A) < dim(A’). Potem sta A in A’ vzporedna natanko takrat, ko velja:

(1) vsak smerni vektor A je linearna kombinacija smernih vektorjev A’



(2) vsak normalni vektor A’ je linearna kombinacija normalnih vektorjev A,

(3) vsak smerni vektor A je pravokoten na vse normalne vektorje A’

V nasem primeru imamo premico in ravnino v R*. Premica je dolo¢ena s tremi neodvisnimi
enacbami z normalami 77; = (1,0,0,—1), 7iy = (1,—1,1,0) in 7i3 = (1,1,0,—2). Smerni
vektor premice je pravokoten na vse tri normale, zato njegove komponente zadoscajo
sistemu enacb:

r—w =0,
r—y+z=0,
r+y—2w=0.

Ta sistem enacb resi na primer vektor §= (1,1,0,1). Ravnina ima po drugi strani smerna
vektorja:

_’1 = TO_jl = (]-7 07 2a 1)a
Sy = TOjQ = (07 L, 170)
Premica in ravnina sta vzporedni natanko takrat, ko je smerni vektor premice linearna

kombinacija smernih vektorjev ravnine. Pa denimo, da obstajata realni stevili oy in o,

da velja
(1,1,0,1) = ay(1,0,2,1) + a2(0,1, 1,0).

Po komponentah dobimo sistem enach:

1= ai,
1= a2,
0 =207 + ao,
1=a,
ki pa ni resljiv. Od tod sledi, da premica in ravnina nista vzporedni. O

svve

vV

Resitev: (a) Linearna premica v F} je podprostor oblike
A={as|acF,}

za nek neniceln s € F). Na vsaki taksni premici lezi izhodisce in pa p — 1 nenicelnih
tock. Ce bi tocko s zamenjali z neko drugo neni¢elno toc¢ko na A, bi dobili isto premico,
a z drugo parametrizacijo. To pomeni, da vsaka neniCelna tocka a € F} natanko doloca
linearno premico in da po p — 1 nenicelnih tock doloc¢a isto linearno premico. Ker je vseh
nenicelnih tock v F natanko p™ — 1, je

pr—1
p—1

stevilo linearnih premic v ) =

V afini ravnini F2 imamo tako na primer 6 linearnih premic. Na vsaki izmed njih lezijo
Stiri nenicelne tocke.
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(b) Afine premice dobimo s translacijami linearnih premic. Vsako linearno premico lahko
premaknemo na p" nacinov, vendar pa nam po p translacij doloca isto vzporednico. Za
vsako smer imamo torej p"~! vzporednic s to smerjo, od koder sledi

pr—1
p—1

Stevilo afinih premic v Fj = p"~" -

V afini ravnini F2 imamo v vsaki smeri 5 vzporednic. Ena izmed njih pa je linearna.
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