1 Doloceni integral

NALOoGA 1.1. Naj bo f: [—a,a] = R zvezna soda funkcija. Pokazi, da je
fx)dz = 2/ f(z)dz.
—a 0
RESITEV. Imamo
a 0 a
fl@)de = f(m)da:+/ f(z)dx,
—a —a 0

kjer v prvi del uvedemo novo spremenljivko z = —t in nadaljujemo z
0 a a a a
ft s [ fayde= [ e [ fa) = (50 = ) =2 [ fla)do.
a 0 0 0 0
NALoGA 1.2. Naj bo f : [—a,a] — R zvezna liha funkcija. Pokazi, da je
f@)dz=0.
RESITEV. Imamo

a 0 a
t@ar= [ f@aes [ rwa,

kjer v prvi del uvedemo novo spremenljivko = = —t in nadaljujemo z
0 a a a
—t) (—d dr = —t)d de = (f(—t) =— =
| renas [ = [ [ e = e = -r)

| s [ reas=o.

NALOGA 1.3. Izracunaj doloCeni integral

2
/0 sinz — 3 dx .
RESITEV. Velja
sinx—llz{slinx._é ; ze(f,
2 5 —sinz ; x€l0,F)U(F,27]

Imamo

o1 1o I T
sinz — =| dz = — —sinz dxr + sinz — —dxr + — —sinxdr =
0 2 0 2 x 2 = 2




NALOGA 1.4. Izracunaj doloceni integral

1 2
x
/ S a—
0o Vb +4
RESITEV. Vpeljemo novo spremenljivko
t=a3 dt = 32% dx

in dobimo

1 2 1
T 1 dt 1
— _dx=-= =_In(t+Vt2+4
/0 Vab 4+ 4 3/0 t2+4 3 ( )

| W (Lt V5

= —1n .
0o 3 2
NALOGA 1.5. Izracunaj doloCeni integral

dr .

/2 (23 — 42 + 2) cos(z* — 822 + 8z + 3)
o x4 —8x2+8x+3

RESITEV. Vpeljemo novo spremenljivko
1
t=a*—82° + 8z +3 Zdt:(x374x+2)d:r

in dobimo

/2 (x3—4x+2)cos(x4—8x2+8x+3)dx_/g’costdt_
o z* — 822+ 8z +3 Sy 4

NALOGA 1.6. Izracunaj doloceni integral

1
/ V1—z2dz.
-1

RESITEV. Spomnimo se formule za uvedbo nove spremenljivke (¢ = ¢(z))

b »(b)
/ﬂﬂﬂdmm=/ f(t) dt
a »p(a)

b o1 (b)
[ t@de= [T remetdr,
a p1(a)
Ce bi hoteli v fil V1 — z2 dx vpeljati zamenjavo ¢t = 2, ne moremo direk-
tno uporabiti prve formule, saj v/1 — 22 ni oblike f(2?)2z (opazimo, da v tem
primeru tudi dobimo obe meji enaki 0, kar seveda da napacen rezultat).
Dejansko, ¢e bi bila takSna nekontrolirana menjava spremenljivk (v prvi
formuli) dovoljena, bi to takoj pomenilo, da so vsi dolo¢eni integrali ni¢elni, kar
bi sledilo iz uvedbe nove spremenljivke ¢t = (z — a)(z — b) v integral fab f(z) de.
Raje uporabimo drugo formulo, kjer npr. uvedemo

T =sint dr = costdt



in dobimo

1 b
/ V1—22dx = / | cost|costdt.
—1 a
Tu sta a, b taksni Stevili, da je sina = —1 in sinb = 1, torej lahko vzamemo za
a=-%,-5 3% _inzab=Z, 5, —3T . Najenostavnejsi primer dobimo, ¢e
vzamemo ¢ = —3 in b = 7. Dobimo

z

1 2
/ \/1—w2dac:/ cosztdt:z.
. 2

Bl

Opomba 1.7. Zamenjava spremenljivke = = %sint pa zopet ne bi bila v redu,
saj potem ne bi mogli dolo¢iti mej integrala, saj ni nobenega ¢, za katerega bi
bilo 1sint = +1.

NALOGA 1.8. Zan =1,2,3,... naj bo dan integral

/1 dx
o (I+a?)n

1. Izracunaj I;.

2. Pokazi, da velja

1 1
Ippi=(1—— Iy + ——.
i < 2n> + n2ntl

3. Izracunaj Is.

RESITEV. 1. .

R
I = — arctanz
0 0

1+ 22

2. Imamo

1 1 2 2 1 2

dx 1+2°—=x T
I = = de=1,— | —~ 4
- /0 (1+ a2 /0 L+t /0 A+ a2y

Na drugem delu izvedemo per-partes

o dv= T gumdr v= -
“=s v7(1+x2)”+1 vear = 2n (14 a2)n
in dobimo
1 1
1 x 1 dz 1 1
Liyw=Ihi+————| — — = 1——1,.
1 * 2n (1 +22)7 |, /0 2n (14 22)n  n2ntl + ( 2n>

3. Ker je Iy = 7 iz zveze

1 1
Tpoi= (1= —)1,+——.
+ ( Qn) + n2n+l

1\« 1 T+ 2
I: ]_—— — —_— =
? ( 2>4+22 8

1 2 1
13<1)7r+ Jr7:3%—1—8.

dobimo, da je

in

4 8 16 32



NALOGA 1.9. Izracunaj
1 n
lim — " ky/n? — k2.
n—oo N 1

RESITEV. Spomnimo se, da lahko doloc¢eni integral izra¢unamo s pomocjo Ri-
emannovih vsot, konkretno velja

! A AN
[ o=t 3 (5) 5

Imamo (samo malo preoblikujemo)

1 n n k k 2
4 . § /2 L2 — 1 E _ _ _
nh_}rrgc n3 = kv ke = nh_}n;@ (n> 1 (n>

k=1

1
1
:/ 33\/1—de$=§.
0

1
n



