Koliko nicel lezi na enotski kroznici?
Sodobni trendi v izobrazevenju matematike
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Gradivo prirejeno po [1].
Opomba: Besedilo v modri barve te po kliku na to besedilo odpelje na neko
spletno stran.

Za uvod v temo si poglej video.

V gradivu obravnavamo polinome oblike
p(z) =2"+2F —1

nad poljem kompleksnih stevil, kjer je n,k € Nin 1 < k < n — 1. Polinom
ima n nicel (sledi iz osnovnega izreka algebre), nas pa zanima, katere od
teh nicel lezijo na enotski kroznici. Spomnimo se Se, da stevilo na enotski
kroZnici po de Moivreovi formuli lahko zapiemo kot €™, kjer je ¢ € [0, 27].

Definicija 1 Unimodualarne nicle so tiste nicle, ki leZijo na enostski kro-
Znict v kompleksni ravnind.

1 Potrebni in zadostni pogoji

Unimodualarne nicle lahko oznac¢imo z €. Denimo, da polinom
p(z) = 2™ + 2 — 1 ima neko unimodularno ni¢lo. Potem velja:

e 4 etk — 1.

To nam pove, da sta ¢lena v vsoti unimodularni kompleksni stevili, katerih
vsota je natanko 1 (tudi unimodularno Stevilo). S konjugiranjem enakosti
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https://youtu.be/feQtGBbjkAc

dobimo tudi e~ + ¢~ = 1. Edini tak par je 3 £ z\/g = /3 Izrazimo
sedaj n in k;
77
ne = ig + 21

ke = qtg + 27,

za «, 3 € Z. Izrazimo kot ¢ iz posamezne enacbe, ena¢imo in racunamo:

T 2T« T 2np
SR il
3n + n :F3k k
+m +6ra  Fr + 6703
3n 3k

3k(xm + 6mar) = 3n(Fr + 67))
+37(k +n) = 67 - 3(—ka + npf)
n+k==+6(ns — ka)
S tem smo izpeljali lemo, ki nam pove potrebne pogoje za unimodularne

nicle polinoma:

Lema 1 Naj bosta n,k € N, 1 <k <n — 1. Ce polinom p(z) = 2" + 2* — 1
tma unimodularne nicle, potem n + k =0 mod 6.

To je potreben pogoj, ni pa zadosten. Nadaljuj z ogledom videa in po-
zorno poslusaj razlago v njem.

ObrazlozZitev k videu, dodana 25. 3. 2022, 13.27: Opozorjeni sva bili na
napako v izracunu nicel za u® +u —1 = 0. Dejanski nicli sta: uy o = %‘/5,
torej brez imaginarne enote. Nicle polinoma p izracunamo kot &, /1 3. Sleds,

da je z19 = £/ u1; up = ’lz/g, pri cemer korenimo negativno stevilo in tukaj
dobimo imaginarno enoto. Se vedno pa velja, da so z1 234 kompleksna stevila,

ki ne leZijo na enotski kroznici. Za napako se opravicujeva.

Lema 2 Naj bosta n,k € N, 1 < k < n—11in g = gcd(n,k). Potem
ima polinom p(z) = 2" + 2¥ — 1 unimodularne nicle, ce in samo ée ima
q(2) = 29 + 29 — 1 unimodularne nicle.

Dokaz. Denimo, da je zy unimodularna ni¢la polinoma p. Tudi z{ je unimo-
dularno stevilo (to hitro vidimo, ¢e uporabimo deMoirov zapis za kompleksno
Stevilo). Racunajmo: g(z§) = (2§)™9 + (2§)*/9 — 1 = p(2) = 0. Denimo e,
da je wy unimodularna nicla polinoma ¢. Oznac¢imo z w kompleksno stevilo,
da velja w9 = wy. Radunajmo: p(w) = w" 4+ wh — 1 = (w9)s + (wg)g —1=


https://youtu.be/feQtGBbjkAc?t=167

q(wp) = 0. O

Po tej lemi lahko obravnavamo le polinome p(z) = 2" + 2*¥ — 1 | kjer sta
n in k tuja (v tuji literaturi relatively prime).
Spomnimo se rezultata iz teorije Stevil za resitve diofantskih enach:

Trditev 1 Celostevilska enacba ax+by = ¢ za par (x,y) ima resitve natanko
tedaj, ko g = ged(a, b) deli c. Se vec, ce je (xo,yo) partikularna resitev, potem
ostale resitve dobimo z

b a
I‘:x()—i_m*?y:yo_m*u
g
zam € Z.
Lema 3 Ce velja n +k = 0 mod 6 in ged(n, k) = 1, potem sta e*™/3 edini

unimodularni nicli polinoma p(z) = 2™ + 2F — 1.

Dokaz. 1z predpostavk o Stevilih n in £ sledi, da obe stevili nista deljivi niti z
2 niti s 3. Denimo, da 2|n. Potem je n = 2m in k = 20+ 1, saj sta Stevili tuji.
Ker je njuna vsota deljiva s 6, je deljiva tudi z 2 in s 3. Iz prej povedanega
pasledi n+k = 2(m—+1{)+1 in smo prisli v protislovje. Podoben razmislek je
za deljivost n s 3. Za izpeljavo lastnosti za stevilo k£ vlogi n in k v napisanem
razmisleku obrnemo.

Iz nedeljivosti stevil z dva in s tri, sledi, da sta Stevili kongruentni £1 mod 6.
Torej obstajata stevili s,t € Z,, dajen =6s=+1in k = 6t F 1. Vzemimo
n =6s+1in k = 6t — 1, dokazovanje za obraten primer je podobno. Imamo
torej:

p(z) = 2851 4 8L = B, Z6ti 1
Hiter racun pokaze, da velja p(e*™/3) = 0.
Denimo sedaj, da obstaja nek ¢, da p(e’?) = 0, torej, da ima polinom p neko
unimodularno niclo. Pokazali bomo, da je ¢ = +%, morda Se pristejemo
vecrkratnik 27. Po lemi [1] sledi, da za potence velja n + k = 0 mod 6.

Enakost lahko zapisemo kot dve linearni (neodvisni) diofantski enacni:
—6ka+6ng=n+k

6ka —6npg =n+k,

kjer sta a, 8 celotSevilski neznanki v enacbah. Oglejmo si resitve posamezne
enacbe. Po trditvi [1] iz teorije stevil o obstoju resitve linearne difonatske
enacbe le v primeru, ko najvec¢ji skupni delitelj koeficientov pri neznankah



deli prosti ¢len sledi, da mora ged(6n, 6k) deliti n + k. Ker ged(n, k) =1, je
ged(6k,6n) = 6 in velja 6|(n + k) po lemi

Ocitno par o« = s, =t resi prvo enacbo, kjer sta s,t iz prej predpisane
oblike stevil n,k; n =6s+ 1, k=6t —1. Para =n —s,8 =k —t pa resi
drugo enacbo. Po trditvi [l so resitve prve enacbe oblike

a=s+m-n,=t+m-k,
kjer je m € Z. Resitve druge enacbe pa so oblike
a=n—s—m-n,p=k—t—m-k,

kjer je m € Z.
Pri izpeljavi leme [I] smo uporabili izrazavi:

ne = ig + 21

ki = qt% + 2B,

Enacbi sestejemo in uporabimo n = 6s+ 1 in k = 6t — 1.
p(n+ k) =2r(a+p)

(65 + 6t) = 2m(a + f3)
o ma+f
7T 3 s+t

Dobili smo izrazavo za kot, ki predstavlja unimodrularno niclo e*. Ce upo-
rabimo resitev prve linearne diofantske enacbe dobimo:

3.5—1—752§7

T s+t T . ,
oziroma e™/3.

Uporabimo Se resitev druge linearne difonatske enac¢be za m = 1 in dobimo:

™ —s—1 ™ . —in/3
=" = ——, oziroma e .
3 s+t 3
Res smo dobili ¢ = +£% mod 2. 0J

Oglej si Se zadnji del videa.


https://youtu.be/feQtGBbjkAc?t=296

2 Glavni rezultat

Izrek 1 Najbop(z) = 2"+28—1,1 <k <n—1, in oznacimo g = gcd(n, k)
najvecjega skupnega delitelja eksponentov. Ce 6 deli ™ + S: potem ima p
natanko 2 - g unimoduralnih nicel, ki so konjugirani pari zm,, zZm, definirani

kot
[,(W 27rm>] [,1 s
Zm=expli| —+— || =exp z(+27rm> )
39 g g\3
kjer 0 <m < g— 1.

Dokaz. Dokaz preprosto sledi iz prej$njih lem; polinom q(z) = 2™9 + 2#/9 — 1
zadostuje pogojem leme [3|in ima zato natanko dve unimodularni nicli oblike
wo = eT/3 tj. pri kotu ¢ = +%. Iz dokaza leme [2f sledi, da so nicle w
polinoma p take, da velja w9 = wy, torej g -ti koreni nicle wy, ki jih znamo
resiti s pomocjo de Moivreovega zapisa kompleksnega stevila. ¢ = % + %’r -m,
kjer je m € {0,1,...,9 — 1}. O

3 Vaje

Naloga 1 V motivaciji v videu je prikazan primer polinoma p(z) = 27+ 2° —
1, za katerega smo iz animacije v GeoGebri razbrali, da ima natanko
dve unimodularni ni¢li. Najdi ti nicli! Zakaj pri ostalih polinomih iz
druzine p(z) = 27+ 2% — 1, 1 < k < 6 ni unimodularnih ni¢el?

Naloga 2 Najdimo unimodularne ni¢le v druzini polinomov p(z) = 2 +
2F —1,1 < k <69. Za lazje racunanje si pomagaj s programom, ki ti
izracuna primerne k.

Naloga 3 Vzemimo splosen primer, ko je p > 5 prastevilo in k£ omejen z 1 in
p — 1. Kdaj so zadosceni pogoji za glavni rezultat predavanja? Koliko
nicel dobimo v primeru, ko je zadosc¢eno tem pogojem?

Naloga 4 PoiS¢imo unimodularne ni¢le polinoma p(z) = 2%+ 2! — 1 in skle-
pajmo na nicle polinoma ¢(z) = 2°™ + 1™ — 1.
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