PDE solsko leto 2021/22

1. Resi toplotno enacbo

0%u _ Ou
0x2 ot
ob pogojih
u(0,t) =0, w(mt)=0, =zat>0,
in
2x s
2. 0< 5
u(z,0) = T TS za 0 <z <m,
sinz @ F<z<m
Resitev:
Vpeljemo

od koder dobimo

Iz robnih pogojev u(0,t) =0, wu(m, t) =0, zat >0, sledi

Torej netrivialne resitve dobimo v primeru A > 0 in tedaj ob upostevanju rbnih pogojev

dobimo
A=n? neN
Xn(x) =sinnz, neN.
Resimo ,
m
? = —Nn
T(t) = Ae "t
Pisimo

Up(x,t) = T (t) Xn(x) = Ape "tsinnz neN,

o o
u(z,t) = Zun(:v,t) = ZAne_”Qt sinnz.
n=1 n=1

UposStevajmo zacetni pogoj

oo
u(x,0) = Z Apsinnz, x € (0,m).
n=1

Ay, =by, = / u(z,0)sin (nz) do =
0



Naj bon > 1.
2 ( (222 A
=— (/ — sin (nz) dz +/ sin z sin (nx) dm) =
T 0 m 0

a [z . . A 4
= /0 x sin (nx) J;+7r/0 sinzsin (nz) dz | =

4 —-m  nm 1 . nm 2 [sin(1—n)z sin(l+n)z]"
= ——COsS— + —sin——| + — -
2 1-n 14+n

Jus

4 [-# nw 1 | nm 1 [ sin(l-n)5 sin(l+n)§
= — | =—cos + —sin—| +— |—
72 T 1-n 1+n
Posebej moramo obravnavati primere, ko n = 1 in v primeru, ko je n > 1 in je n sod

oziroma lih. Obravnavajmo najperj primer n = 2k, k € N, k > 1.
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Najbon=2k+1, k€ N.
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Izracunajmo Se
4 3 2 [z
A1:b1:2</ xsin (x) d:c+/ sin z sin (x) da:) =
d 0 T Jo

™

4 .. 2 1
:ﬁ[—xcosac—i-smgv]o2 +7T/’2r 5(1—COS2(L') dz =

4 T T L -7 n 1 n sin 2x "
= — | ——cos — +sin — — |z
w2 2 2 2 T 2

[ME]



2
T2 = (2k + 1)
2. Resi toplotno enacbo
0%u _ Ou
ox?2 Ot
ob pogojih
u(0,t) =0, w(mt)=0, =zat>0,
in
u(z,0)=z(r—2z) zal<z<m.
Resitev:
Vpeljemo

od koder dobimo

Iz robnih pogojev u(0,t) =0, wu(m,t) =0, zat> 0, sledi

Torej netrivialne resitve dobimo v primeru A > 0 in tedaj ob upostevanju rbnih pogojev

dobimo
A=n% neN
Xp(z) =sinnz, neN.
Resimo ,
"
? = —"Nn
T(t) = Ae ™"
Pisimo

To(t) = Ane .

Up(z,t) = T (t) Xn(x) = Ane ™ 'sinnz n €N,

[e.e] [e.e]
u(x,t) = Zun(az,t) = ZAne_"2t sinnz.
n=1 n=1

Upostevajmo zacetni pogoj

u(z,0) = Z Apsinnz, x € (0,7).
n=1



o
x(m— ) ZA” sinnx, z € (0,m).
n=1
Razvijmo funkcijo z (7 —2z) za 0 < z < 7. v sinusno Fourierovo vrsto. Naj bo n € N,
n > 1.

by, = 2/W:E(7T—ZL‘)Sin(n£U) dsz/wacsin(nx) d:x—2/7rac25in(nx) dzr =
T Jo 0 T Jo
=2 [2 cos (nx) + % sin (nm)]: - % [:f cos (nx) + (iﬁ) sin (nx) + % cos (ng:)}: =
=2y (2 - ) =
e

3. Poisci resitev valovne enacbe
9%u 1 9%u

0x2 2 o2
a (x,t) € [0,1] x [0, 00) ob pogojih

u(0,t) =0, wu(l,t)=0, zat>0,

in

Ou
ot
Resitev: u(z,t) = cos (bmet) sin (b)) + 2sin (Tret) sin (Trz).

u(z,0) = sin bz + 2sin Tz, (,0) =0, zal0<z<m.

4. Resi toplotno enacbo

Pu_ o
ox?2 Ot
ob pogojih
u(0,t) =0, wu(mt)=0, zat>0,
in
0 <z
’U,(.Z', O) = ! ! 2
T—x s<z<m
Resitev:
Vpeljemo



od koder dobimo

Iz robnih pogojev u(0,t) =0, w(m,t) =0, zat> 0, sledi

Torej netrivialne resitve dobimo v primeru A > 0 in tedaj ob upoStevanju rbnih pogojev

dobimo
A=n? neN
Xp(x) =sinnx, neN.
Resimo ,
L
T
T(t) = Ae™™"
Pisimo

To(t) = Ane ™.

o o
u(z,t) = Zun(:c,t) = ZAne_" sinnz.
n=1 n=1
Upostevajmo zacetni pogoj
oo
u(z,0) = Z Apsinnz, x € (0,m).
n=1

2 ™
Ap =by, = / u(x,0)sin (nx) de =
0

™

2 T
bn:/ f(z)sinnx dox =
T Jo

2 (3 2 [T 2 [T .
= — rsinnx dr + — rsinnx dr — — rsinnx dr =
v 0 T %

T )=
-1 nmw 2 . onrw 2 2 nm
= — COS — + —= sln — + —— COSNT + — COS — —
n 2 2 2 n n 2
2 n 2 in ( )+1 nmw 2 . onw
—cosnm + —— sin (n7 —COS— — ——=sin— =
n n2m n 2 2 2
4 . nr
= ——sin— =
2 2

0 : n =2k
7r(2k4—1)2 sin (2k;1)7r : n=2k-1

%0 qyk+1 )
u(z,t) = %Z ((2];21)2 sin((2k — 1)z)e” k=17,
k=1



Upostevamo

sin — =

nm { (-t s n=2k—1

2 0 : n =2k
. T 1 .
/CL‘SIDTLZE dz = —— cos (nz) + — sinnz dr.
n n
. Poiséi resitev valovne enacbe
9%u 1 9%u
oxr2 2 o2

za (z,t) € [0, 7] x [0,00) ob pogojih
u(0,t) =0, w(mt)=0, zat>0,
in

Ou

8t($’0):1’ za0 <z <.

u(z,0) = cosz,

Resitev:

Vpeljemo

u(z,t) = X(x)T(t)
od koder dobimo

1 T/l X/l

T X
Iz robnih pogojev u(0,t) =0, w(m, t) =0, zat >0, sledi

-\

Torej netrivialne resitve dobimo v primeru A > 0 in tedaj ob upostevanju rbnih pogojev

dobimo
A=n? neN
Xp(z) =sinnz, neN.
Resimo .
177 _ 2
2T =

T" + n*T = 0,
T,(t) = Ay cos (ent) + By, sin (ent),

up(x,t) = T, (t) Xpn(x) = (A cos (ent) + By sin (ent))sinnz  n € N,

u(z,t) = Z Up(z,t) = Z (A, cos (ent) + By, sin (ent)) sin nz.
n=1 n=1

UpoStevajmo zacetni pogoj

oo
u(z,0) = Z Apsinnz, x € (0,7).
n=1



o0
Z nen(—sin (ent) + Bpen cos (ent)) sinnx,

n=1
oo

ut(x,0) = Z (Bpcn)sinnz.

n=1

Torej doloc¢iti moramo koeficiente naslednjih sinusnih Fourierovih vrst

o
cosx = ZA” sinnz, z € (0,7)

n=1

in

o0
E (Bpcn) sinnz.
n=1

2 ™
b, = Bpen = / sinnz dz =
™ Jo

0
2
=—— )= ((=D)"=1) =
nw(cosnﬂ ) mr(( ) )
A s n=2k-1
1 o0 n =2k
B o s n=2k-—1
" 0 n =2k

Izra¢unajmo Se koeficiente A,, n € N.

2 vy
A, = — coszrsinnx dx.
™ Jo

Naj bon > 1.
2 ™
An:/ coszsinnz dr =
™ Jo

2 [T1
= / §[Sin(nx+x)+sin(n:c—x)] dr =
0

1_1 [cos (n Jrll)x cos (n 11):6]7r _
T n+ n— 0
% [cosnn;—ll)w n COST(L’I%_—11>7T B <n—1|_ 1 N _ i 1)} _
I () AR R [ e B B
s [ (n+1)(n—1) nQ—J

8k : n = 2k

{ 0 S n=2k—1
m(4k2-1)



izracunajmo Se Aj.

2 [T 1 /7
Alz/ cos x sinx dx:/ sin 2x dx = 0.
™ Jo 0

™

WE

u(x,t) = (Agy, cos 2kct + Bajer) sin 2kx+

e
Il

1

+ Z Agp—1c0s (2k — 1)ct + Bg— l)ct) sin (2k — 1)z
k=1

8k

— -1) em (2k — 1)

= Z <7W4l€2 cos (2kct) sin (2kz) + % sin ((2k — 1) et)sin ((2k — 1) 1:)) .



