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1 Vitezi in oprode
Logicne uganke o vitezih in oprodah so tipi¢no sestavljene na sledec¢i nacin:

« na fiktivnem otoku zivijo vitezi, ki vedno govorijo resnico, in oprode,
ki vedno lazejo,

« vsak otocan je natanko ene vrste, torej bodisi vitez bodisi oproda,
« vsak otoc¢an pozna vrsto vsakega otoc¢ana (vkljuéno s svojo),

» nekateri otocani nam podajo izjave o tem, katere vrste so drugi otocani
ali oni sami.

Uganko resimo, ko za vsakega (v uganki nastopajocega) otocana dolo¢imo,
katere vrste je.

Primer 1 Na otoku srecamo skupino treh otocanov — Alojza, Brino in Cirila.
Alojz rece, da je Ciril oproda. Tudi Brina izjavi, da je Ciril oproda. Brina
dodatno pripomni, da Alojz in Ciril nista otocana iste vrste. Doloci, katere
vrste otocan je vsak od ngjih.

Uganko iz primera lahko resimo kar s preizkusanjem, saj imamo v primeru
treh otocanov le 23 = 8 moznih regitev. Izpeljali bomo, da je resevanje te
naloge ekvivalentno reSevanju sistema enacb



a=c+1
b=c+1
b=a+c

2 Logika preko algebre

2.1 Izjave in njihove vrednosti
V SSKJ najdemo naslednjo definicijo.

Definicija 1 Izjava je vsak stavek, ki je pravilen ali napacen.

Ob tem pripomnimo, da ne nujno vemo, katera od teh dveh alternativ drzi.
Primer 2

o 2 plus 2 je4.”

e "—1je3.”

o e” je integrabilna in |x| je odvedljiva, ce in samo ce je masa Zemlje
vecja od mase Sonca.”

Definicija 2 Vrednost izjave je njena resnicnostna vrednost, torej bodisi
resnica bodisi neresnica.

Za vrednost izjave P bomo uporabili oznako [P].

Iz prakti¢nih razlogov bomo pisali:
« [P] =1, ée in samo ¢e je P resnica,

o [P] =0, ¢e in samo Ce je P neresnica.

Opazimo, da sta izraza "[P] = 1” in "[P] = 0” tudi izjavi. Za njuni vrednosti
velja

["'IPT =171 =[P]

za obe mozni vrednosti izjave P.



2.2 Modularna aritmetika

Definicija 3 Element x kolobarja je idempotent, e 22 = x.

Definicija 4 Kolobar K imenujemo Boolov kolobar, ce je vsak njegov
element idempotent.

Mnozica vrednosti izjav {0,1} je Boolov kolobar. Se ve¢, {0,1} je polje
karakteristike 2, torej velja z + x = 0 za vsak z.

Ravno te lastnosti nam omogocijo, da lahko izjave pretvorimo v enacbe in
jih tudi reSeujemo.

2.3 Izjavni vezniki

Ker v logi¢nih ugankah o vitezih in oprodah nastopajo sestavljene izjave z
razlicnimi izjavnimi vezniki, je smiselno ugotoviti, kako se izrazajo v nasem
kolobarju.

Izjavni veznik | Izrazava s standardnimi vezniki | Izrazava v kolobarju
Konjunkcija pAq Pq
Disjunkcija pVyq pq+p+q
Negacija -p p+1
Implikacija qV —p pg+p+1
Ekvivalenca (pAq)V (—pA—q) p+qg+1

Veljavnosti izrazav v kolobarju lahko bralec preveri s primerjanjem vrednosti
izrazave in resni¢nostne tabele za izbrani izjavni veznik.

3 Iz uganke v enacbe

Ko nam otocan A poda izjavo P, to prevedemo v enacbo

a=p,
kjer je a = ["A je vitez”] in p = [P].



To je smiselno, ker bo tako v primeru, ko je A vitez, njegova izjava resnicna.
V nasprotnem primeru, ko je A oproda, je pa njegova izjava neresnicna.

Splosna oblika logi¢ne uganke o vitezih in oprodah sestoji iz izjav Py, ..., P,,
ki jih podajo otocani Ay, ..., A,. Ob tem je dovoljeno, da nek otocan poda
tudi vec izjav. Mi pa lahko ta problem prevedemo na resevanje sistema enach

a1 = P1

ap = Pn

v nasem kolobarju.

Primer 3 Na otoku srecamo otocana A in B. Otocan A izjavi: “Ce je B
oproda, potem sem tudi jaz oproda.” Doloci, katere vrste otocan je vsak od
njeju.

Primer 4 Na otoku srecamo skupino treh otocanov — A, B in C. Najprej A
izjavi: "Ce je C vitez, potem je tudi B vitez.” Potem pride do besede Se B in
rece: A je oproda, ce in samo ce je C vitez.” Doloci, katere vrste otocan je
vsak od njih.

Primer 5 Na otoku srecamo skupino Stirih otocanov — A, B, C'in D. A
izjavi: "B je oproda in D je vitez,” B izjavi: “C je oproda in A je vitez,”
C izjavi: "A je oproda in B je vitez.” Doloci, katere vrste otocan je vsak od
ngih.

4 Naprednejse razlicice vitezov in oprod

4.1 Normalnezi

Normalnezi so taka vrsta otocanov, ki véasih govorijo resnico, vcasih pa
lazejo.

Problem resimo tako, da za vsakega otoCana A poleg spremenljivke

a = ["A je vitez.”], vpeljemo Se spremenljivko o’ = ["A je oproda.”] in
dodamo enac¢bo aa’ = 0. Ta enacba simbolizira dejstvo, da A ne more biti
hkrati vitez in oproda. Interpretiramo:

o A je vitez, Ce in samo ¢e a = 1,

e A je oproda, ¢e in samo ¢e a’ = 1,
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e A je normalnez, ¢e in samo ¢e a = a’ = 0.

Ko nam A poda izjavo P vemo, da bosta naslednji izjavi zagotovo resni¢ni:

o Ce je A vitez, potem je P resnica,

o Ce je A oproda, potem je P neresnica.

To v nas sistem enach zapisemo kot

Opazimo lahko, da Ze iz tega sledi enakost aa’ = 0. Ce bi veljalo a = ' =1,
bi p bil hkrati 0 in 1.

Primer 6 Na otoku vitezov, oprod in normalnezev srecamo otocana A in B.
A nam pove: "B je vitez,” B pa izjavi: "A ni vitez.” Doloci, katere vrste
otocan je vsak od njiju.

4.2 Pazi

Pazi so taka vrsta otocanov, ki vsak drugi dan govorijo resnico, vsak vmesni
dan pa lazejo. Naloge, ki vkljucujejo paze, imajo navadno podane podatke o
interakciji z otocani tekom dveh dni.

Problem resimo tako, da vrsto vsakega otocana A doloc¢imo preko urejenega
para (aq,as), kjer je a; = 1, ¢e in samo e je A i-ti dan govoril resnico.
Interpretiramo:

o A je vitez, ¢e in samo Ce (ay,as) = (1,1),
« A je oproda, ¢e in samo ¢e (aq,as) = (0,0),

» A je paz, ¢e in samo Ce velja (a1, a2) = (1,0) ali (a1,a2) = (0,1).

Sistem enacb tvorimo tako, da izjave vsakega otocana A podane i-ti dan
oznac¢imo z a;, reSujemo ga pa kot v standardni razlicici ugank o vitezih in
oprodah.



Primer 7 Na otoku vitezov, oprod in paZev smo vceraj srecali trojico otoca-
nov — A, B in C. A je izjavil: "Jaz sem paZ,” B je rekel: "Jaz se vitez,” C
pa je dejal: "Jaz sem oproda.” Danes zjutraj smo ponovno srecali to trojico,
tokrat pa je A izjavil: ”B je vitez,” B je rekel: "C je paz,” C pa je dejal: A
je paz.” Doloci, katere vrste otocan je vsak od ngjih.
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Resitve nalog iz primerov

Primer 1: Alojz in Brina sta viteza, Ciril je oproda.

Primer 2: — ["2 plus 2 je 47] =1,
— [’=1je 3] =0,

— [7e* je integrabilna in |z| je odvedljiva, ¢e in samo Ce je masa Zemlje
ve¢ja od mase Sonca.”] = 1.

Primer 3: A je oproda, B je vitez.
Primer 4: A in B sta viteza, C je oproda.
Primer 5: A, B, C in D so oprode.
Primer 6: Dobimo tri mozne resitve:

— A je oproda in B je normalnez,
— A je normalnez in B je vitez,

— A in B sta normalneza.

Primer 7: A, B in C so pazi.



