LINEARNA ALGEBRA 2021/22
VAJE: linearne preslikave

Sedemnajste vaje

1.

B ={(1,2,3,4)T (-2,1,0,1)T,(1,0,1,1)T,(2,-1,0,3)T} je baza R*. Izrazi stan-
dardno bazo R* z B. Menjavo baze zapisi s prehodno matriko.

. Kdaj je »linearna« funkcija f(z) = ax + b linearna preslikava?

Naj bo @ = (ay,as,a3)(= (1,2,0)) € R3. Naj bo A(ZF) = @ x Z. Preslikavi A doloci
pripadajoc¢o matriko v standardni bazi.

Naj bo b # 0 in (@,b) = 0. Pokazi, da je {@,b,a x b} baza R3. Preslikavi A dolodi
pripadajoc¢o matriko v tej bazi.

Za linearno preslikavo A: U — V pokazi ekvivalenco naslednjih trditev.

a) A je bijektivna

b) Za vsako bazo {u; | ¢ = 1,...,m} prostora U je {Au; | i = 1,...,m} baza
prostora V.

c) Obstaja baza {u; | i = 1,...,m} prostora U, za katero je {Au; | i =1,...,m}
baza prostora V.

Pokazi, da je preslikava A: R[z], — R|z], podana s predpisom

Apla)) =" ()
linearna.

Ali je izomorfizem? Za n = 2 preslikavi zapisSi pripadajo¢o matriko v standardni
bazi.

Osemnajste vaje

1.

2.

. Naj bo L: R® — R3 ki prostor raztegne za 3-krat v smeri (1,
1

Zapisi matriko, ki v standardni bazi pripada zrcaljenju ¢ez premico y = kx.

Naj bo A: R?® — R? preslikava, ki jo dobimo z zaporedjem preslikav: razteg v smeri
(1,2,0) za 2-krat, zrcaljenje ¢ez premico razpeto z (0,1, 1) in skréitvijo celotnega
prostora za 2-krat. Preslikavi zapisi pripadajoco matriko v standardni bazi.

1,1) in obrne v
pozitivni smeri za 7/2 (Kaj pa za poljuben kot ¢7) okoli osi (1,1,1). Preslikavi
zapisi pripadajoc¢o matriko v standardni bazi.

Dolodi rang in nic¢elnost linearnih preslikav # +— @ x 7 in & +— (@ X &) X b v odvisnosti
od @,b e R3.



5. Pokazi, da ima enacba (Z,d)d + d X & = b za d # 0 natanko eno resitev.

6. Poisci bazo jedra in bazo slike preslikave A: R[z],, — R[z],, podane z

Devetnajste vaje
1. Pokazi, r(AB) < min{r(A),r(B)} in n(AB) > max{n(A),n(B)}.

2. Naj bo matrika A podobna B. Pokazi, da je za vsak polinom p matrika p(A)
podobna p(B). Naj bo A ekvivalentna B. Ali je p(A) ekvivalentna p(B)?

3. Naj bo A endomorfizem (matrika). Pokazi, da je vsota in presek invariantnih
podprostorov preslikave A tudi invarianten prostor.

4. Naj bo U = V @& W in P projekciji na V vzdolz W. Pokazi Podprostor V je
invarianten za preslikavo A natanko tedaj, ko je PAP = AP. Podprostora V in W
sta oba invariantna za A natanko tedaj, ko je AP = PA.

5. Naj matriki (endomorfizem) A in B komutirata. Pokazi, da je im(A) invarianten
za B.

6. Poisci lastne vrednosti in lastne vektorje matrike

2 -3 1
A=11 -2 1
1 -3 2

Dvajsete vaje
1. Naj bodo 1,2, 3 lastne vrednosti in (2, —1,1)7 lastni vektor za 2 matrike
—2

A= 4
b

(RSN
o O O

Doloéi a, b, ¢ in preostala lastna vektorja. Dolo¢i A0 (AF).

2. Naj bo A obrnljiva in p(t) njen karakteristi¢ni polinom. Pokazi, da je (d_ez)jp(l/t)
karakteristi¢en polinom matrike A~!.

3. Izrazi prosti ¢len in koeficient pri "1 karakteristicnega polinoma matrike A. PokaZi,
da je tr(A) enak vsoti lastnih vrednosti stetih z alg. veckratnostjo in det(A) produkt
lastnih vrednosti Stetih z alg. veckratnostjo.

4. Poisc¢i matriko nad R, ki ni podobna zgornje trikotni matriki nad R.



sV Ve

1 a —a-3
0 0 2
0 -1 3

podobna diagonalni matriki.

Enaindvajsete vaje

1.

. Naj bo A € M,(C) matrika za katero velja A> = 0. Pokazi, da je A podobna lo 01

Naj A in B komutirata. Pokazi, da sta im(A) in ker(A) invariantna za B. Pokazi,
da so lastni in korenski podprostori preslikave A invariantni za B.

Naj B komutira z A. Pokazi, da imata matriki (za vsako lastno vrednost matrike
A) vsaj en skupen lastni vektor nad C.

Naj ima A same razlicne lastne vrednosti. Pokazi, da je vsaka matrika, ki komutira
z A, diagonalizibilna.

Naj bosta A in B podobni diagonalnim matrikam nad C. Pokazi, da je AB = BA,
natanko tedaj, ko obstaja baza sestavljena iz skupnih lastnih vektorjev.

Naj bo A: U — U in V invarianten podprostor. Na bo B = A|y: V — V. Pokazi,
da karakteristi¢ni/minimalni polinom B deli karakteristi¢ni/minimalni polinom A.

Naj ima A: U — U diagonalizacijo. Pokazi, da ima Aly diagonalizacijo.

0 0
ali [8 é] .
Naj bo A € M,(R) nenicelna in A%> = 0. Pokazi, da je im(A) C ker(A) in 1 <
rang(A) < 3.

Dvaindvajsete vaje

1.

Naj bo A € My(C) matrika za katero velja A? = 0. Pokazi, da je A podobna [8 8]
ali lg (1)] .

Naj bo A € M,(R) nenicelna in A*> = 0. Pokazi, da je im(A) C ker(A) in 1 <
rang(A) < 3.

Naj bo V' vektorski prostor in P neniceln endomorfizem, z minimalnim polinomom

1'2—1'.

Pokazi, da je V =im P & ker P.



4. Zapisi vse mozne Jordanove forme matrike, ¢e sta karakteristi¢ni in minimalni poli-
nom:

a) p(A) = (A= 1°(A=2)%,m(A) = (A= 1)*(A = 2)*.
b) p(A) = (A=1)*(A=2), m(A) = (A = 1)(A = 2)%
c) p(A) = (A2 —4X + 3)3(A — 1),m(N\) = (A2 — 4\ + 3)? in ima preslikava 5 LN

lastnih vektorjev.

Dvaindvajsete vaje

1. Pois¢i Jordanovo formo in prehodno matriko za

2 -1 1 -1 -1 2 0 00 0
?1188 1 0 0 1 -1 1 0 00 —1
3 = _gls (00 -1 4 1], 1 =110 -1
L1 3 1 0 0 -1 3 1 0 0 01 —1

00 0 0 1 -1 1 00 2

2. Poisci Jordanovo formo in prehodno matriko za

1 2 2
A=12 —-10 -7
-3 17 12
ter izracunaj exp A.
3. Izracunaj VA, VT + A, exp(A)

3 0 -2

A=|-1 1 1

2 0 -1

4. Pokazi, da je (A, B) = tr(ABT) skalarni produkt na M, (R). PokaZi, da so matri¢ne
enote ortogonalne. Pokazi, da tr(AB) ni skalarni produkt.

5. Naj bodo {a; | i = 1,...,n} razli¢na realna sStevila. Pokazi, da je

n

(p.q) =>_pla)q(a;)

=1

skalarni produkt na R,_;[x] ne pa tudi na R,[z].

Pokazi, da je mnozica {l; | i =1,...,n}, kjer je
T —a;
i
j#i T4
ortonormirana.



6. Naj bodo {a; | i =1,...,n} razlicna kompleksa Stevila. Pokazi, da je

n

(p,q) =>_plai)q(a;)

=1

skalarni produkt na C,,_1[z] ne pa tudi na C,[z].

Pokazi, da je mnozica {l; | i =1,...,n}, kjer je
T —a;
=T
i1 %T4
ortonormirana.



