Neskonc¢na druzina kriterijev deljivosti

Barbara Bone in Lucija Bogataj
Sodobni trendi v izobrazevanju matematike

22. 4. 2022

Pisno gradivo in u¢na ura o neskonc¢ni druzini kriterijev deljivosti te bo pri-
peljala do postopka, kako lahko kar sam iznajdes kriterij za preverjanje de-
ljivosti naravnega stevila z nekim drugim naravnim Stevilom. O nekaterih
kriterijih deljivosti Ze veliko ves iz osnovne in srednje Sole, zato te za zacetek
v spletni ucilnici ¢aka kviz, ki te bo vodil skozi ponovitev.

Stevila, ki so tuja 10

Ugotovili smo, da je za deljivost stevila n s potencami stevil 2 in 5, npr.
2t ali 5°, dovolj preverjati le deljivost i-mestnega konca Stevila n z 2% ali 5.
Vsa stevila, ki v prafaktorskem razcepu ne vsebujejo niti faktorja 2 niti 5,
pa so tuja stevilu 10. To so natanko tista stevila, ki imajo enice v mnozici
{1,3,7,9}. Za izdelavo kriterijev deljivosti z naravnim Stevilom p, ki se konca
na 1, 3, 7 ali 9, bomo potrebovali najmanjsi taki naravni stevili j in k, da bo
veljalo
pj = 10k + 1.

Primer 1 Zanima nas kriterij za deljivost s 37. Zapisemo
37-3=111=10-11+1,
saj 1-37 ni od najbljizjega vecratnika stevila 10, tj. 40, oddaljena za 1, ampak

za 3. Prav tako je 2 - 37 = 72 od 70 oddaljena za 2, kar ni 1. Za 37 torej
dobimo j = 3 in k = 11, predznak pa +.



Kriterij deljivosti z rezanjem enice

Postopek za preverjanje deljivosti si natan¢no preberi, nato pa si oglej video,
kako ta postopek deluje na konkretnem primeru.

Naj bo n naravno stevilo in p stevilo, za katerega je ged(p, 10) = 1.

1. « Cesepkonéana 1 ali 9, pois¢i tako stevilo k, da bo p = 10k + 1.
« Ce se p konca na 3 ali 7, poiséi tako stevilo k, da bo 3p = 10k + 1.
2. Od stevila n = @ a,_71 ... aza1a¢ odrezi enico, tako da dobis aza,_ ... azaq,
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stevilo, ga za naslednji korak pomnozi z —1.

F kag, potem ponavljaj korake 2 — 4 na
ny = "5 F kag, ng = Mg F kay, ... Ce v nekem koraku dobis negativno

Primer 2 Ugotovi, ali 37 deli 2035.
3-3T=111=10-1141 = k=11

Od 2035 odrezemo enico 5 in dobimo 203. Izracunamo 203 — 11 -5 = 148.
Nadaljujemo postopek. Od 148 odreZemo 8 in dobimo 14. Izracunamo 14 —
11-8 = —=74. Od 74 odreZemo 4 in izracunamo 7 — 11 -4 = =37. Iz tega
vemo, da 37 | 2035.

Oglej si video, nato sam resi spodnjo nalogo.

Naloga 1 Ali je stevilo 16762 deljivo s 17¢

Zakaj zgornji postopek deluje

Vsako naravno stevilo p, ki je tuje 10, lahko zapisemo kot pj = 10k &1 za
neki naravni stevili j in k. Najmanjsi mozni j za Stevila z enico enako 1
ali 9, je 1. Za stevila z enico 3 ali 7 je najmanjsi mozni j enak 3, saj je
3:3=9=10—-1in3-7=21=10-2+ 1. Najmanjsi mozni j in njemu
pripadajoc¢i predznak je odvisen le od enice stevila p, vrednosti so prikazane
v tabeli 1.



Enica stevila p | j | vrstica pri predznaku + in F
1 1 zgornja
3 3 spodnja
7 3 zgornja
9 1 spodnja

Tabela 1: Tabela najmanjsih moznih j in predznakov glede na enice Stevila
.

Naravno Stevilo n = @ a,_1 ... axa1a¢ zapisemo v desetiski bazi kot
as10% + as_110°71 4+ -+ 4+ 4110 + a.

Izraz nekoliko preurejamo. Sam razmisli, da sta tretja in Cetrta vrstica zares
enaki, ne glede na to, ali vzamemo zgornje predznake ali spodnje. V 5. vrstici
upostevamo pj = 10k + 1:

n=as10° +as_110°  + -+ +a;10 + ap
= a,10° + a,_1105 ' 4+ - -+ + @110 +10kag — 10kag +ag
= a,10° + as 11051 4+ -+ + 6110 + ag(10k — 10k + 1)
= 0,10° + as_110°7" + -« 4+ 110 + ag((10k & 1) F 10k)
= as10° + as_110°"" + -+ 4+ a1 10 + ao(£pj F 10k)

as10° 4+ as_ 110t + -+ + @110 £ pjag F 10kag

=10 (as10°" + as_110°2 + - - + a; F kao) % pjag
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Zdaj imamo n zapisan kot vsoto dveh stevil. Desni je enak £pjag, zato
je deljiv s p. Velja ged(p, 10) = 1, zato sledi

n — Qo
10

Ko postopek nadaljujemo, moramo za ni, no ... imeti pozitivna stevila.
V nasprotnem primeru z odstevanjem enic in deljenjem z 10 ne rezemo stran
enic.

pln < p| F kao.

Dokazali smo izrek:

Izrek 1 Naj bosta n in p naravni stevili, gcd(p,10) = 1. Naj bosta j in k

najmangjsi mozni naravni stevili, za kateri velja pj = 10k £ 1. Potem je

n — ao
10

pln < p| T kay.



Posplositev kriterija na neskonc¢no druzino kriterijev

Do sedaj smo v izrazu pj = 10k = 1 vedno izbrali najmanjse mozno naravno
stevilo j, kar je tudi pomenilo najmanjse mozno naravno stevilo k. Vendar
imata znotraj celih Stevil linearni Diofantski enacbi pxr = 10y + 1 in pxr =
10y — 1 vsaka neskon¢no mnogo resitev. Med seboj sta enacbi povezani: e
(7, k) resi eno od enach, potem (—j, —k) resi drugo. Ko poznamo eno resitev
(7, k) za pr = 10y + 1, ostale najdemo kot

pr=10y+1 < =75+ 10t,y =k +pt,t € Z.

Sledi, da vsak par (z,y) = (£j + 10t, £k + pt) ustreza eni od enacb pr =
10y + 1 in pzr = 10y — 1. Od tod dobimo

n=10- (n Ioao :Fyao) =+ pxay,

zato
n — Qg

10

Mogoce se je prepricati, da na tak nacin pridobimo vse mozne razlicne
kriterije deljivosti, ki delujejo na nacin rezanja zadnje Stevke stran in priste-
vanja ali odstevanja njenega veckratnika. Dokaz bomo izpustili, ¢e te zanima,
lahko razmislis sam ali na u¢ni uri prosis za dodatno gradivo.

pln < p| F yag; y € Ltk + pt.

Primer 3 Konstruirajmo neskoncno moznih kriterijev za deljivost s 7. Velja
3:-7=10-2+41,
zato je (j, k) = (3,2). MnoZica moznih y je
y==x24T7 t €.

Potem deljivost lahko prevrejamo tako, da

n—ao

 od n odreZemo zadnjo Stevko, nato od "7

ye{..,—12,-5,2,9,..}, ali
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n—

 od n odreZemo zadnjo stevko, nato k "7

ye{ .., —9-2512,...}.

pristejemo ag - v,

Naloga 2 Ali 7 deli stevilo 2163077 Prepricaj se, da enak rezultat dobis z
uporaboy=k=2iny=—-k+1-p=—-2+7=>5. Pazi, v katerem primeru
odstevas in v katerem pristevas.

Naloga 3 Poisci mnozico moznih y za kriterij deljivosti s 13.
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