LINEARNA ALGEBRA 2021/22
VAJE: Vektorski prostori s skalarnim produktom

Stiriindvajsete vaje

1. Pokazi, da je (A, B) = tr(ABT) skalarni produkt na M, (R). Pokazi, da so matri¢ne
enote ortogonalne. Pokazi, da tr(AB) ni skalarni produkt.

2. Naj bodo {a; | i = 1,...,n} razli‘na realna Stevila. Pokazi, da je
(p.a) = >_plai)q(a:)
i=1

skalarni produkt na R,_;[x] ne pa tudi na R,[z].

Pokazi, da je mnozica {l; | i =1,...,n}, kjer je
x —aj
li - H J
j#i i T 4
ortonormirana.
3. Naj bodo {a; | i =1,...,n} razlicna kompleksa Stevila. Pokazi, da je

n

(p.q) =>_pla)q(a;)

=1

skalarni produkt na C,_;[z] ne pa tudi na C,[z].

Pokazi, da je mnozica {l; | i =1,...,n}, kjer je
T —a;
=T
j#i 44y
ortonormirana.

4. Pokazi (f,g) = J™. f(t)g(t)dt je skalarni produkt na prostoru zveznih funkcij na
intervalu [—7, 7] — R. Pokazi, da so {1} U {sinnz, cosnz | n € N} ortogonalni.

5. Pokazi, da je vse zvezne funkcije f,g: [a,0] = R

/abf(t)g(t)dt’ S/ab|f(t)|2dt/ab|g(t)|2dt.

6. Poiséi kaksno ortogonalno (ortonormirano bazo) prostora
V= Lln{<17 17 07 O)TJ (07 17 17 O)T7 (_17 17 17 1>T}
glede na standardni skalarni produkt.

7. Poi$¢i ortogonalno bazo prostora Rs|[x], glede na skalarni produkt (f, g) = [*, f(t)g(t)dt.

8. Naj bo {vy,...,v;} ortonormirana mnozica (glede na nek skalarni produkt) v vek-
torskem prostoru V. Za poljuben u € V poisci v € Lin{vy,..., v}, ki mu je
najblizje.



Petindvajsete vaje

1.

Naj bodo V; podprostori vektorskega prostora s skalarnim produktom W. Pokazi,
a.) Ce je S podmnozica W, potem je (S+)* =1lin S.

b) ViCcVy = Vit Cc Vit

c) i+ W)t =Vi-nVy

d) VinVe)= =Vi-+ V-

Poisci ortogonalni komplement

1 0 3
-2 1 -1
01,(0f,] 2
1 1 0
0 1 -1

v R glede na standardni skalarni produkt.

.V Ry[z] poiséi vektorja, ki po Rieszovem izreku pripadata linearnemu funkcionalu

Lp = p(0), glede na skalarna produkta

1

(fa)= [ f0gar w (1.9 = [ F@g0

Sestindvajsete vaje

1.

Naj bo R? opremljen z obi¢ajnim skalarnim produktom. Izra¢unaj adjungirano
preslikavo preslikave x +— a X x.

. Najboa e Uinbe V, kjer sta U in V vektorska prostora s skalarnim produktom.

Izra¢unaj adjungirano preslikavo linearne preslikave U — V dolocene z x +— (x, a)b.

Pokazi, da je vsaka preslikava A: U — V z rang A < 1 oblike Ax = (z, a)b za neka
acUinbe B.

Izra¢unaj adjungirano preslikavo odvajanju v Ry[z] glede na skalarni produkt (f, g)

i F(8)g(t)dt.

. Pokazi, da je ker(A*A + B*B) = ker(A) Nker(B) (ker(37_; A7A;) = M), ker A;)

Naj bo A: V — V in W invarianten za A. PokaZi, da je W+ invarianten za A*.

Sedemindvajsete vaje

1.

Naj bo A € M,(R) in naj velja AT = —A. Pokazi, da ima A samo imaginarne
lastne vrednosti. Pokazi, da je I — A obrnljiva matrika.



2. Naj bo V vektorski prostor s skalarnim produktom in W podprostor z ortonormi-
rano bazo {by,...,b,}. Naj bo preslikave P: V — V definirana z

n

Px = Z<$, bj>bj

j=1
PokaZi, da je P> = P in P* = P.

3. Naj bo V' vektorski prostor nad C. Pokazi, da je A = 0 natanko tedaj, ko je
(Az,x) = 0 za vse x € V. Pokazi, da trditev ne velja za vektorske prostore nad R.

4. Poisc¢i diagonalizacijo matrike A z ortogonalno prehodno matriko

4 -1 1
-1 4 -1
1 -1 4

5. Za normalno matriko A pokazi:

a) ker A = ker A*

b) im A = im A*

c¢) Ceje ker A Cim A , potem je A obrnljiva.
d) Ceje A2 =0, potem je A = 0.

6. Naj bo A = (a;;) hermitska matrika in A njena najvecja lastna vrednost. Pokazi,
da je A > a;; za vsak q.

Osemindvajsete vaje
1. Dolo¢i vse a, b, da bo matrika
1 a
2 b
normalna.
2. Naj bo realna matrika
B —-C
C B
normalna/ortogonalna. Pokazi, da je B + iC' normalna/unitarna.

3. Naj bo P pozitivno semidefinitna. Pokazi, da je SPS* pozitivno semidefinitna.

4. Naj bosta P, () sebi adjungirana idempotenta. Pokazi, da je () — P sebi adjungiran
idempotent natanko tedaj, ko je ) — P pozitivno semidefiniten.

5. Naj bo V' vektorski prostor s skalarnim produktom in vy,...v, € V vektorji. Naj
bo G = (i)} j=1 matrika, kjer je gi; = (vi, v;).
Pokazi, da je G pozitivno semidefinitna.

Pokazi, da je G pozitivno definitna, ¢e so vektorji vy, ..., v, linearno neodvisni.
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Devetindvajsete vaje

1. Naj bo U normalna matrika. Pokazi, da je U unitarna natanko tedaj, ko je U?
unitarna. Pois¢i primer matrike za katero je A2 unitarna A pa ni.

2. Naj bo A = (a;;) pozitivno semidefinitna matrika. Pokazi, da je
Q55 = @?j.
Kaj lahko poves o matriki, ¢e je a;; = 0.
3. Klasificiraj vse skalarne produkte na C".

4. Izracunaj singularni razcep in psevdoinverz matrik

4 11 14
8 7 =2

in
1 —1
0 0
1 -1
5. Pokazi:
51. At T =A

5.2. Ce je A obrnljiva, je At = A1,
5.3. (AT)r = A+T
54. (@A)t = 1A+



