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1. Dan je Poissonov proces s funkcijo intenzivnosti p(t) = e*.

(a) Pogojno na dogodek, da se skupaj zgodita totno dva prihoda, izra¢unaj
verjetnost, da je med njima minilo vsaj d > 0 ¢asa.

(b) Koliko je verjetnost, da na intervalu dolzine d > 0 po prvem prihodu
T1 ni bilo nobenega prihoda ve¢? Upostevaj tudi moznost, da sploh
ne pride do nobenega prihoda, pri ¢emer je pogoj formalno izpolnjen.

Resitev :

(a) 1. nacin : Vemo, da pogojno na N, = 2 velja
(51,92)[Now = 2 = (Uq1), Ugz))

kjer sta U(y) in U o) vrstilni statistiki neodvisnih spremenljivk U, V' ~
Exp(1). Ocitno je potem

P(S2 -5 > d|Noo = 2) = P(|U — Vl > d)
kar pomeni, da integriramo skupno gostoto
fov (,v) = e 10 ) 0,00 (U )

po obmo¢ju |u — v| > d. Dobimo

oo u—d
P(|U-V|>d) = 2/ / e~ W) dydu,
u=d Jv=0
= 2/ et — el 2ugy,
u=d
= efd

2. naéin : Pogojno na T; < oo in Noo — Np, = 1 je To ~ Exp(1),
neodvisno od Ty (recimo po krepki lastnosti Markova). Potem je

P(TQ > d|T1 <00, Ny — ]VT1 = 1) =4
kar je neodvisno od vrednosti 7T3. Sledi

P(Ty > d| Ny = 2) = E(P(Ty > d|Ty < 00, Noo — Ny, = 1)) =@

(b) Najprej ugotovimo, da je Ny ~ Exp(R(t)), kjer je

t
R(t) = / e fds=1—e"
0



Sledi No, ~ Exp(1) in s tem P(S; = 00) = P(N,, = 0) = ¢~ 1. Potem

imamo

]P(TQ > d) = ]P(TQ > d|T1 < OO)]P)(Tl < OO) + IP(TQ > d|T1 = OO)IP(Tl = OO)
= P(Ty>d|T) <oo)(1—et)+et

Bistven del je torej izracun P(T5 > d|T} < 00).
1. nacin : Pogojimo na vrednost 77 = t. Imamo

P(Ty > d|Ty = ¢, Ty < 00) = P(Nyyg— N, = 0) = ¢ 77—
saj je Nypq — Ny ~ Pois(R(t + d) — R(t)). Rabimo Se (pogojno na
T) < o0) porazdelitev T.

Fr() =P(Ty <t) =P(N, >0)=1—¢° !

in .
le (t) =e° e

Rezultat tako dobimo z integriranjem

P(TQ > d|T1 < OO) = E(P(Tg > d|T1 < OO,Tl))
= P(Ty > d|T; = t) fr, (t)dt
0

—(t+d) _ —t —t_ 4
eC e et t 1dt

0
C _+a
= ¢! / et e tdt

2. nacin : Pogojimo na vrednost No, = n, n > 1. Po definiciji imamo
P(TQ > d|NOO =111 < OO) =1

Za n > 1 je vektor (Sa,...,S,) pogojno Ny, = n porazdeljen enako
kot vektor (Ui, ...,Um—2)) vrstilnih statistik neodvisnih spremen-
ljivk U; ~ Exp(1) + T37. Podobno kot pri (a) nalogi lahko sklepamo,
dajeje P(U; — S1 >d) =e ¢ (zai > 1in pogojno na T; < 00). Ker
so Us, ..., U, neodvisne spremenljivke, imamo

P(Ty > d|Nao = n, T} < 00) = ¢~ ("4



Za rezultat moramo torej sesteti vrsto

IP(TQ > d|T1 < OO) = E(P(TQ > d|T1 < OO,NOO))

= Y P(Ty > d|T} < 00, Nog = n)P(No =)
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2. Sosolca Arne in Bine tekmujeta v resevanju racunskih nalog. Arne za
nalogo potrebuje od 1 od 4 minute, Bine pa od 2 do 5 minut (oboje
enakomerno porazdeljeno). Vsako nalogo zacneta reevati hkrati in vedno
pocakata, da oba koncata z racunanjem, preden se takoj lotita nove naloge.
Koliko je dolgoro¢no stevilo Arnetovih zmag na uro?

Resitev : Oznacimo z U ~ UJ[l,4] oz. V ~ UJ2,5] ¢as, ki ga potrebuje
Arne oz. Bine, da reSita eno nalogo. Predpostavljamo, da sta U in V'
neodvisna.

Imamo prenovitvetni proces z medprihodnimi casi
T; ~ max(U,V)
z nagradami
Wi~ 1w<vy

Za izracun E(W;) pogledamo relativno ploséino obmodja u < v v (u,v)-
ravnini znotraj kvadrata [1,4] x [2, 5]. Iz skice vidimo, da je

7
HE(L@H) = 6
Porazdelitveno funkcijo T1 dobimo kot produkt porazdelitvenih funkcij
t—1
Fut) = 5 lpa)®) + 1)
t—2
Fyt) = Tl[zs)(t) + 15,000 (1)
Dobimo
t—1)(t—2 t—2
Fr (1) = PRy () = 2 0+ 050 4 100

Ker imamo nenagtivno sluc¢ajno spremenljivko, lahko pricakovano vre-
dnost dobimo z integriranjem prezivetvene funkcije

00 2 1 4 1 5
]E(Tl):/ 1—FT1(t)dt:/ dt+§/ —t2+3t+7dt+§/ —t + 5dt
0 0 2 4



0 1107
27 6 54
Dolgoroc¢no stevilo zmag na minuto je tako
Wy E(Wh) 42
— = =-—=021
M = Ry 17

ali priblizno 12.8 zmag na uro.

. Dano imamo zaporedje neodvisnih prenovitvenih procesov z medpriho-
dnimi ¢asi, ki jih oznac¢imo s Ti(n) (zan=0,1,...). Zan > 1 je medpri-
hodni ¢as n-tega procesa porazdeljen Tfm ~ Gamma(n, A), za n = 0 pa
definiramo Ti(o) =0.

Tvorimo nov prenovitveni proces na naslednji na¢in: medprihodni ¢as T;
dobimo tako, da najprej neodvisno izberemo Stevilo n glede na vrednost
slucajne spremenljivke N, ki je porazdeljena N + 1 ~ Geom(p) (torej
P(N =n)=p(1 —p)" zan=0,1,...), nato izberemo T; = Ti(n).
Izrac¢unaj prenovitveno mero tako dobljenega prenovitvenega procesa.
Resitev :

1. nac¢in : Porazdelitveno funkcijo medprihodnega ¢asa lahko izrazimo
kot

F(t) = i P(T) < t|N = n)P(N = n)

n=0

= P(N=0)+ i P(Ty < t|N = n)P(N = n)

n—1

oo t
_ n, . n S —As
= p—l—z_:l/\ pq /0 7(71_1)!6 ds

kjer smo oznacili ¢ = 1 — p. Njena Laplaceova transformacija pa je

~ e A"
F(z) = p+ Y pi" ——
n=1 (Z + )\>

=2 (5)
p _ plz+A)

— =
1— 25 PA+ 2

(Lahko seveda tudi najprej sestejemo porazdelitveno funkcijo in nato izra¢unamo
Laplaceovo transformacijo).

Za Laplaceovo transformacijo prenovitvene mere dobimo

p(z+A)

]\’4\(2): F(z) _ Az :g+g'§
1-F(z) 1-220 ¢ q =z

Obrat je



2. nacin : 7 nekaj razmisljanja lahko opazimo, da bi enako porazdeljen
prenovitveni procesi dobili, ¢e bi z verjetnostjo p izbrali T; = 0, z ve-
rejtnostjo ¢ pa medprihodne ¢ase HPP(\), kjer posamezen prihod spet
sprejmemo z verjetnostjo p (tako dobimo geometrijsko mnogo eksponen-
tnih spremenljivk oz. gama spremenljivke), kar ima enako porazdeljene
prihode kot HPP(p\) (ker HPP(\) samo razredéimo). Za tako situacijo
smo na vajah izracunali

A
M) =224 P
q q



