Test srednjesolske snovi s skicami resitev, Didaktika matematike, 14. 06. 2022

1. Dana je druzina parabol y = 22 — 4(a — 1)z + 2a, (a € R).

(a) Obravnavajte presecisca parabol z abscisno osjo.

(b) Dolocite enacbi parabol, ki se dotikata abscisne osi, nariSite njuna grafa in izracunajte ploscino
lika ograjenega s parabolama in abscisno osjo.

(a) V odvisnosti od parametra a so presecisCa parabole z abscisno osjo 2a — 2 £

V4a? — 10a + 4. Torej

i. Za % < a < 2 presecisc ni.

ii. Zaa € {3,2} imamo dotikalis¢a vz =2 (a = 2),0z. = —1 (a = }).
iii. Za a € (—00, 3) U (2, 00) imamo dve preseiséi in sicer 2a — 2 & v/4a? — 10a + 4.

(b) Z absciso dotikajoci se paraboli dobimo pri 4a? — 10a + 4 = 0, torejzaa = 2in a = %
Iskani paraboli stay = (z + 1)? iny = (x — 2). S pogledom na sliko

ugotovimo, da je iskana ploscina enaka

2/2(:v+1)2dx: %

1




. Dani sta tocki A(2, —1,—3) in B(5, —1, —7). Dolo¢ite koordinate tocke C'(—2,4, z) tako, da bosta
vektorja AB in AC pravokotna. Tedaj izracunajte plos¢ino trikotnika AABC' in napisite enacbo
ravnine, ki vsebuje tocke A, B in C.

Iz skalarnega produkta ustreznih vektorjev hitro izracunamo, da je z = —6 in torej
C(—2,4,—6). Vektorski produkt AB x AC = (20,25, 15). Ker je absolutna vrednost tega
vektorja 25/2, je plos¢ina trikotnika enaka %ﬁ Normala nase ravnine je pa 77 = (4,5, 3) in
njena enacba 4z + 5y + 32 + 6 = 0.

\.

. Dana je neskon¢na geometrijska vrsta (a + 1) + (3 — 2a) + . ...

(a) Koliksen mora biti a, da bo vrsta konvergentna?
(b) Tedaj izracunajte vsoto vrste!

(c) Dolocite a tako, da bo vsota vrste najmanjsa!

(a) Koli¢nik je ¢ = 3(;31“ Iz slike preproste racionalne funkcije ali iz racuna ugotovimo, da

jelgl <lza2 <a<4.

2
(b) Tedaj hitro izracunamo, da je neskon¢na vsota enaka (gj—g
2 2
(c) Lahko si pomagamo z grafom racionalne funkcije (;:__1)2 in odvodom ((g:—_l;)/ =
%ﬁ, kijeenak Opria = —1linpria = %

Ocitno funkcija na intervalu (%, 4) doseze minimum (vre-
fL20) s T J 1

(%nostje S)pria = 3. 11\

Ce racunamo le z odvodom, bi za dolo¢itev/potrditev mi- N . =

nimuma morali izracunati Se drugi odvod ALI iz vsote '

(tocka b) sklepati, da vsota (na intervalu (2, c0) zvezna

3
1)2 c o .
(g;i; )pria = % gotovo ne doseze maksimuma,

saj se vsota s priblizevanjem a vrednosti % in vrednosti 0o _
vecCa v neskonc¢nost. ]

funkcija
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4. Dan je trikotnik AABC' s podatki a = 40, b = 30, a — 8 = 90°. Trikotniku o¢rtamo krog in skozi
tocko C' narisemo premer C'C'.
(a) Dokazite, da je C'C'; vzporedno AB.

(b) Izracunajte povrsino in prostornino vrtenine, ki nastane z vrtenjem trikotnika AABC' okoli
premera C'Ch.

(a) Ob prvi skici

sklepamo takole: Ce narigemo AC}, vemo, da je po talesovem izreku ZCy AC' = 90°. Ker
pajea = 90°+ 3 je LZBAC, = [3. Ker je obodni kot nad isto tetivo enak je ZCC1 A = f.
Kota ob nosilki AC'; sta enaka (izmenicna) in C'C';, AB sta torej vzporedni.

(b) Ob pogledu na drugo sliko ugotovimo, da je trapez C'C'; B A enakokrak. Zaradi simetrije
in ker je kot ZC1 AC = 90° po pitagorovem izreku izratunamo, da je premer C'C'y = 50.
Ce nastavimo enacbi
z® +v* = 307
(50 — z)% + v* = 40?
izracunamo x = 18 in v = 24 (skica).

Iste vrednosti lahko hitro izracunamo tudi po sinusovem izreku. Iz osnovnega trikotnika
AABC po sinusovem izreku takoj dobimo tan 5 = % incos § = % tersin § = g od koder
takoj izracunamo iste vrednosti z = 18 in v = 24 (8 pri C)).

Povrsina je vsota povrsin plascev dveh stozcev (enega z radijem v = 24 in robom b = 30
ter drugega z istim radijem in robom a = 40) in plasca valja z istim radijem in visino (v
trikotniku ¢ = 14) 14(= 50 — 2 -18). Torej P = v-b-w+v-a-7+2-v-c- 7w =
vem-(a+b+2c) =247 (40 4 30 4 28) = 23527.

2 2'C_W'U2'(C+(L’)-%:2'”'”2'071-:

1
x3+7rv 3

Prostornino dobimo podobno V' = 7-v

2r2 U = 53767
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5. Dvaintrideset igralcev si nakljucno razdeli dvaintrideset (razlicnih) barvnih kart (taroka). Vsakdo
pozna le svojo karto. Karte narobe obrnjene postavijo na mizo in jih premesajo ter obrnejo tako, da
so vidne. Prvi igralec zatem z zavezanimi o¢mi naklju¢no vzame eno karto. Zatem vsi ostali igralci
drug za drugim iz mize vzamejo svojo karto, ¢e je le ta e na mizi. Ce karte igralca, ki je na vrsti, ni

na mizi, igralec vzame nakljucno od preostalih kart. Koliksna je verjetnost, da bo zadnji igralec dobil
svojo karto?

Kaj pa ce igra Stiriinpetdeset igralcev z vsemi stiriinpetdesetimi (razlicnimi) kartami (taroka)?

c

Verjetnost je % in je neodvisna od Stevila igralcev (kart), ce je Stevilo igralcev (n > 1).

Dokaz: Resimo nalogo za n igralcev. Verjetnost, da bo n-ti (zadnji) igralec dobil svojo karto
ozna¢imo s P(n).

Poenostavimo in si zaporedne igralce in njihove karte, zaporedno ostevil¢cimo 1,2,3,...,n.

« Ce prvi igralec vzame svojo karto (verjetnost %), bodo vsi ostali igralci (vklju¢no z za-
dnjim) vzeli svojo karto z verjetnostjo 1.

« Ce je n > 3 in prvi igralec izbere k-to karto, kjer je 1 < k < n, bodo igralci 2, ...,k — 1
vzeli vsak svojo karto. Sedaj se k-ti igralec obnasa identi¢no kot bi se obnasal prvi igralec
vigrisn — k + 1 igralci (kartami). Izbere namre¢ nakljucno karto, pri ¢emer lahko 1-vo
karto smatramo kot njegovo (¢e namrec k-ti igralec izbere 1-vo karto, bi imela 1-vi in
k-ti igralec zamenjani karti). Ce je torej prvi igralec izbral k-to karto, bo n-ti igralec dobil
svojo karto z verjetnostjo P(n — k + 1).

Ker lahko prvi igralec izbere poljubno karto, torej velja

P(n):%—F%P(n—1)+%P(n—2)+---+%P(2)

Pln) =+ %(gp(i))

Z indukcijo sedaj pokazemo, da je P(n) = % za vsak n.
« Zan = 2 je ocitno P(2) = 3.

+ Pri predpostavki P(i) =  za vsak i < n izratunamo

n—1
1 1 1 1 1 1 1
P = — — - = - — o — Moo= = =,
() n+n(z2> n+ (n=2) 2 2

1=2

Razen pete so naloge iz zaklju¢nega izpita na eni izmed slovenskih gimnazij junija 1979 . Peta naloga je verzija naloge #55 (e-ucilnica: 31. 03.
in 04. 04. 2022), ki smo jo natané¢no resili 04. 04. 2022.
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