Analiza 3: 2. izpit
29. 6. 2022 10%

Cas pisanja je 120 minut. Mozno je doseci 100 tock. Vse odgovore dobro
utemeljite. Veliko uspehal

Ime in priimek

O — O
989 60000000 0382
90650 60000000 0509

9680 60000000 630°
06 60006006 6°

Sedez (2.01)

Vpisna Stevilka

M o w




1. naloga

Dan naj bo integral s parametrom

I,(a) = /OO o
" 1 I+ antt
kjer je n € N.

a) Dolo¢i konvergenéno obmocje danega integrala s parametrom v odvisnosti od n in preveri,
da je I,(a) odvedljiva funkcija za vse n € N.

b) Izracunaj I (a).

Resitev:
. . . _ 1
Definirajmo f(t;a) = PV Ee
da bo integral v vsakem primeru konvergiral na (0,00). Pokazali bomo, da integral konvergira
lokalno enakomerno. Naj bo a € (a, 00), kjer je brez skode za splosnost 0 < o < 1. Ker je

Za a = 0 je f(t;0) = t~!, zato integral divergira. Slutimo,

™t < a"tt < 14 a"t?, (1)
velja
1 1 1 1
f(t, CL) tm — t.an/242 an/2 3
Ker je

Tl dt <

1 an/2 3 o0
zacetni integral konvergira enakomerno na (o, c0). Opazimo, da neenakost 1 velja, ¢e je n sod
in je bodisi a € («,00) bodisi a € (—o0,—«)) ali ¢e je n lih in je a pozitiven. Zaradi tega isti
racun pokaze, da integral konvergira lokalno enakomerno

e na (0,00) za sode n,
e na (—00,0) za sode n in
e na (0,00) za lihe n.

Ce je a < 0 in je n lih, izraz v/1 + a™t? ni definiran na [1,00) (vsaj ne v realnem smislu), zato
so ta obmodja tudi maksimalna. Torej je konvergenéno obmocje I,, enako R\ {0} za sode n in
(0,00) za lihe.

Pokazimo, da je funkcija I,,(a) odvedljiva. Najprej izra¢unamo odvod

nanfl t3

2 Vifa®

Naj bo spet a € (a,00) za 0 < a < 1. Podobno kot prej lahko sklepamo, da je

fa(tja) = —

na" t* _oon 1 n 1
2 @3n/246 — 9gn/2+1 3 = 9qn/2+1 43"

| fa(t;a)] <

Integral izraza na desni po [1,00) bo o¢itno konvergiral. Zato je

n—1 ) 3
t
I'(a)= -2 / ~dt
2 1 A /1 + ant4
Izracunajmo integral na desni. Ce vpeljemo novo spremenljivko = = 1 + a™t*, dobimo

1 dx 1

oo t3 oo
—dt = T T ——
/1 V1t anid /1+an r3/24a™ 2471+ a®

Torej je
n

I'a) = ——————.
n(@) 4a+/1 4+ a™



2. naloga (25 tock)

Dano naj bo telo
T= {(m,y,z) eR?;ze0,n], *+22< sinzm} )

///Txda:dydz.

Resitev: Vpeljemo ’cilindriéne’ koordinate

Izrac¢unaj trojni integral

T=2a Y = T COS P z=rsing

21 T sin x
I:///:dedydz:/ dcp/ d:r/ xrdr
T 0 o Jo
27?/ d:L'/ zrdr

0 0

/ zsin’(x) dz

0

/ x(1 — cos2x) dz
0

3

iy
/ x cos2x dz.
0

Pri zadnjem integralu uporabimo per partes z 4 = x in v = %sin 2z in pora¢unamo, da je

1 ™
— / sin2xdz. =0,
2 Jo

in dobimo

Il
3

4;‘—\4 N
N

& 1
/ zcos2xdr = —zsin 2z
0 2

0

torej je



3. naloga (25 tock)

Naj bo
M ={f:[0,1] = R; f zvezno odvedljiva, f(0)=0, f'(x)> 0}

in preslikava d : M x M — R dana s predpisom

1
d(f,g) = /0 () — o ()| da.

a) Pokazi, da je d metrika na mnozici M.

b) Dana naj bo preslikava ¢ : M — M s predpisom

b)) = /0 ' (1 ; ;f’(t)> it

Pokazi, da je ¢ skréitev in doloc¢i negibno tocko preslikave ¢.

Resitev:

Ce je d(f,g) = 0, potem je f'(x) = ¢'(x) za vse z in je f(z) = g(z) + C, ker pa imata vz = 0
obe funkciji vrednsot 0 to pomeni, da je C =0 in s tem f(x) = g(x).

Velja

1 T 1
A0(1).0(0) = [ 11+ 55@ =1 5o @ldr <5 [ 17 @)~ @)]dz = 3a(1.9).

torej je skrcitev.
Fiksna tocka je
1

In(1 —

Fe) =1+ @) = f(2) = -

M



4. naloga (25 tock)

Dani sta matriki

1] . -1 1
SERESTE
Poisci splosno resitev sistema .
X =AXB™,
kjer je X (t) 2 x 2 matri¢na funkcija.
Resitev:
Oznacimo
a b
x=[2 4
Pora¢unamo, da je
-1 1
—1 _
=[]

in dobimo enac¢bo
—a—c a+3b+c+3d}

—
o
|Q‘ 0‘l
I
—

—2c 2c+ 6d
oziroma ) )
C:L -1 0 =1 0f [a
bl |1 3 1 3| |b
¢l 0o 0 =2 0] |c
d [0 o0 2 6]|d
Vidimo, da problem razpade na dva dela oblike
al [-1 0] [a
b |4 6] [b]"
Lastne vrednosti zgornje matrike so Ay = —2, Ao = —1, A3 = 3 in A4 = 6 z lastnimi vektorji
U1 = (—4,1,-4,1), ¥o = (—4,1,0,0), v5 = (0,1,0,0) ter v, = (0,1,0,1).
Zato je
a —4 —4 0 0
b ot | 1 |1 3t [1 6t |1
c = ke _4 + koe 0 + kse 0 + kqe ol
d 1 0 0 1
oziroma
—4 1 0 01
_ —2t —t 3t 6t
X = ke [_4 1] + koe [ 0 O:| k |:0 O:| + kqe |:0 1:|



