Izbrana poglavja iz matematike

Topologija

(1) Ugotovi, ali so dani intervali homeomorfni:

(a) (0,1) in (a, ),
(b) [0,1] in (0,1),
(c) [0,1) in (0,1).

Resitev: Naj bosta A C R in B C R™ podmnozici evklidskih prostorov. Homeomorfizem
med A in B je bijekcija f : A — B, za katero sta f in f~! zvezni preslikavi.

(a) Is¢emo homeomorfizem med intervalom (0,1) in polneskon¢nim intervalom (a,co).
Vzamemo lahko na primer funkcijo s predpisom

ki ima inverz

Poglejmo se skico.

(b) Tokrat bomo uporabili izrek iz analize, ki pravi, da doseze vsaka zvezna funkcija
f 10,1 — R na intervalu [0, 1] svoj minimum m in maksimum M. Torej je slika
f(]0,1]) = [m, M] zaprt interval, kar pa pomeni, da zvezna funkcija f : [0,1] — (0,1) ne
more biti surjektivna.

(c) Sedaj bomo pokazali Se, da intervala [0,1) in (0, 1) nista homeomorfna. Pa denimo,
da je f : [0,1) — (0,1) zvezna bijekcija. Iz analize vemo, da je vsaka taksna funkcija
monotona. Ce je torej f naras¢ajo¢a, v njeni sliki ne morejo biti Stevila z intervala
(0, £(0)), ¢e pa je f padajoca, pa v sliki ni stevil z intervala (f(0),1). V vsakem primeru
pridemo v protislovje. [



(2) Konstruiraj homeomorfizme med danimi mnozicami:
(a) A={(z,y) €R?|z >0,y >0}in B = {(x,y) € R*|y > 0},
(b) A={(z,y) eR*|1 <2”+3* <4} in B={(z,9,2) e R¥ |2 + > =1,0< 2 < 1},
(¢c) A=S*\{N}in B=R%.

Resitev: (a) Najprej bomo konstruirali homeomorfizem med odprtim prvim kvadrantom
v R? in odprto zgornjo polravnino v R2.

-1.0 -10

Konstruirali ga bomo tako, da viSine tock ne spreminjamo, v z-smeri pa bomo uporabili
homeomorfizem In : (0, 00) — R. Tako dobimo homeomorfizem ® : A — B s predpisom

®(z,y) = (Inz,y),
njegov inverz pa je preslikava ®=!: B — A s predpisom

O (z,y) = (", ).

(b) MnoZica A je sedaj zaprt kolobar v R? z notranjim polmerom 7 = 1 in zunanjim
polmerom R = 2, mnozica B pa je plas¢ valja s polmerom osnovne ploskve » = 1 in visino
h=1vR3.

Preslikavo ® : A — B bomo definirali tako, da bomo kolobar dvignili do plasca valja.
Ekspliciten predpis je

@(C(],y): - 9 Y ) \/xQ y2_1 )
\/xQ + y2 \/JIQ -+ y2
inverz te preslikave pa ima predpis

N2y, 2) = ((z+ D, (2 + Ly).

(¢) Mnozica
S? = {(z,y,2) €R3\x2+y2+22 =1}
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je enotska sfera v R®, mnoZica A pa enotska sfera brez severnega pola N = (0,0,1). V
nadaljevanju bomo opisali sterografsko projekcijo, ki komplement severnega pola v S?
homeomorfno preslika na evklidsko ravnino.

z A

Stereografska projekcija
®: 5%\ {N} = R?

preslika tocko T € S\ {N} v presek poltraka NT z ravnino z = 0 v R?. Ce enacimo to
ravnino z R? na naraven nacin, lahko izra¢unamo, da ima preslikava ® ekspliciten predpis

Z Y

Juzni pol preslika preslikava ® v tocko (0,0), ekvatorialno kroznico pa pusti pri miru.
Tocke iz juzne poloble se preslikajo v notranjost enotske kroznice, tocke iz severne poloble
pa v zunanjost.

Inverz &' : R? — S?\ {N} ima predpis
2 2 2 21
) (o LS.

2?2+ + U+ 2+ 1 22+ 92+ 1
Tudi tokrat sta ® in ®~! zvezni preslikavi, kar pomeni, da je ® homeomorfizem. Il

(3) Ugotovi, ali je A odprta oziroma zaprta podmnozica danega evklidskega prostora:
(a) A={:|neN} CR,
(b) A=Z CR,
(c) A=R x {0} C R
(d) A={(z,y) e R?||z| < |y} C R

Resitev: Naj bo A podmnozica evklidskega prostora R™. Elemente R" lahko potem glede
na mnozico A razdelimo na tri disjunktne podmnozice

R"™ = {notranje tocke A} U {zunanje tocke A} U {robne tocke A}.

- Tocka a € A je notranja tocka mnozice A, Ce obstaja € > 0, da je K(a,€) C A.
- Tocka x € A° je zunanja tocka mnozice A, ¢e je notranja tocka komplementa A°.
- Tocka y € R™ je robna tocka mnozice A, ¢e vsaka krogla K(y, €) seka tako A kot A°.

Notranje tocke so vedno vsebovane v A, zunanje tocke so vedno v A€, robne tocke pa so
lahko bodisi v A ali pa v A°.



zunanjost

notranjost

Mnozica A je odprta v M, ¢e so vse njene tocke notranje, in zaprta, Ce vsebuje vse svoje
robne tocke. Pri dokazovanju lahko pogosto uporabimo tudi ekvivalentno karakterizacijo,
ki pravi, da je mnozica A zaprta natanko takrat, ko je mnozica A° odprta.

(a) Mnozica A = {1|n € N} C R ni niti odprta niti zaprta. Vse njene tocke so robne
tocke, vendar pa je robna tocka tudi tocka 0, ki pa ne lezi v A.

(b) Mnozica A = Z C R ni odprta, je pa zaprta, saj je njen komplement odprt. Vse njene
tocke so robne tocke, notranjih tock pa nima.

-10 = 0 H 0 R

(c) Mnozica A = R x {0} C R? predstavlja abscisno os v ravnini. Ni odprta, saj vsaka
krogla s sredis¢em na abscisni osi vsebuje tocke izven abscisne osi. Je pa zaprta, saj je
njen komplement odprt.

(d) Mnozica A = {(z,y) € R*||z] < |y|} C R? je unija dveh obmodij, ki ju omejujeta
premici y = x in y = —x. Je odprta, ni pa zaprta.

y




(4) Mnozico vseh linearnih funkcij L = {kx + n|k,n € R} opremimo z metriko

d(p,q) = max |p(z) — q(z)|.
z€[0,1]

(a) Naj bo bijekcija F' : L — R? podana s predpisom F(kx + n) = (k,n). Skiciraj
mnozico F(K(0,1)).
(b) Ugotovi, ali je
A={peL|pQ)=0}

odprt oziroma zaprt podprostor P.

Resitev: Metrika na mnozici M je preslikava d : M x M — R, ki zadosc¢a pogojem:
(1) Pozitivna definitnost: d(z,y) > 0 za vsaka z,y € M in d(z,y) =0 <= = =y.
(2) Simetric¢nost: d(x,y) = d(y,x) za vsaka x,y € M.

(3) Trikotniska neenakost: d(z,z) < d(z,y) + d(y, z) za vsako trojico z,y,z € M.

Odprta krogla s sredis¢em v tocki a in s polmerom r je podmnozica M, ki je definirana s
predpisom
K(a,r)={x € M |d(a,z) <r}.

V nasem primeru lahko metriko

d(p,q) = max |p(z) — q(z)|.
z€[0,1]

interpretiramo kot razdaljo med grafoma linearnih funkcij p in ¢ na intervalu [0, 1].

(a) V krogli K(0,1) so vse linearne funkcije p, ki zados¢ajo pogoju

d(0,p) = max [p(z)| < 1.
z€]0,1]

Ker je vsaka linearna funkcija monotona, so to natanko funkcije, za katere velja |p(0)] < 1
in [p(1)] < 1.

Pogosto si stvari lazje predstavljamo, ¢e abstraktno mnozico parametriziramo s kaksno
podmnozico evklidskega prostora. V naSem primeru sta ustrezna parametra naklon k
in zaCetna vrednost n. V prostoru parametrov lahko kroglo K(0,1) opiSemo z mnozZico
resitev sistema neenacb:

In| <1,
|k +n| < 1.



Tako dobimo lik na spodnji sliki.
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(b) Podmnozica A je mnozica vseh linearnih funkcij, ki imajo niclo v tocki z = 1. Pokazali
bomo, da ni odprta, je pa zaprta.

Najprej vzemimo funkcijo 0 € A in poljuben € > 0. V krogli K(0,¢€) je potem funkcija
p(z) = 5, ki pani v A. To pomeni, da nobena krogla s sredis¢em v 0 ne lezi cela v A, kar
pa pomeni, da A ni odprta.

Sedaj bomo pokazali, da je A zaprta podmnozica v L. V ta namen vzemimo poljubno
premico p € A°. Po definiciji to pomeni, da je p(1) # 0. Ce definiramo € = @, lahko
preverimo, da potem cela krogla K (p, €) lezi v A°, kar pa pomeni, da je A odprta mnozica,
mnozica A pa je posledi¢no zaprta.




(5) Projektivna ravnina RP? je definirana kot mnoZica vseh premic v R? skozi izhodisce.

(a) Konstruiraj topologijo na RP?.

(b) Ali je preslikava F': R — RP? kit € R priredi premico s smerjo 5(t) = (cost, sint, 0),
zvezna?!

Resitev: Naj bo X poljubna mnozica. Topologija na mnozici X je druzina 7 C P(X)
podmnozic mnozice X, ki zadosca pogojem:

(1) Poljubna unija mnozic iz 7 je spet mnozica iz 7.
(2) Kon¢ni presek mnozic iz 7 je spet mnozica iz 7.
B)Xerinher.

Elemente 7 interpretiramo kot odprte podmnozice X. Zgornji pogoji nam potem povedo,
da so poljubne unije in kon¢ni preseki odprtih mnozic spet odprte mnozice. Na ta dejstva
smo ze navajeni v evklidskih prostorih, tokrat pa smo jih privzeli kot aksiome topologije.

(a) Za dano podmnozico A C RP? definirajmo:

PA:UpCR37
pEA

SA:PAQSQCSQ.

Elementi mnoZice A so premice skozi izhodis¢e v R?. Unijo vseh teh premic v R? oznacimo
s P4, presek P, z enotsko sfero S? pa z S4. Na mnozico RP? lahko potem uvedemo
topologijo 7 s predpisom

A je odprta v RP% < Sy je odprta v S2.

Preverimo sedaj, da mnozica 7 zadosca aksiomom za topologijo.

(1) Naj bo {A;}ier poljubna druZina mnozic v 7 in oznacimo A = J A;. Pokazati moramo,
i€l
da je potem tudi A € 7. Po definiciji je

&:me%dw&m§:<UROﬂ§:Lﬁﬂﬂ§ =JSa.

el iel iel iel
Po predpostavki so vse mnozice S4, odprte v S?, zato je odprta tudi njihova unija S4.

(2) Naj bo sedaj A = [ A, kjer so Ay, As, ..., A, € 7. Potem je

&Z&mﬁziwp§:<ﬂm>m§:ﬂRuwa ﬂ&

=1

Ker so mnozice Sy, ...,S4, odprte v .S?, je odprt tudi njihov presek.

(3) Ker je Sy = 0 in Sgpe = S?, sta ), RP? € 7.

(b) Preslikava f : (M, 7)) — (N,7n) med topoloskima prostoroma je zvezna v tocki
x € M, ¢e lahko za vsako odprto okolico V' tocke f(x) najdemo odprto okolico U tocke
x, da velja f(U) C V. Zveznost preslikave je odvisna od izbire topologije na domeni in
kodomeni.



V nasem primeru imamo preslikavo, ki opisuje vrtenje premice okoli navpicne osi. Zdi se
nam, da bi morala biti zvezna, formalno pa to pokazemo na naslednji nacin.

Izberimo poljuben ¢ € R in poljubno odprto okolico V' premice F(t). Po definiciji je
potem Sy odprta podmnozica sfere S2. Ce naso preslikavo F interpretiramo kot preslikavo
F : R — S? s predpisom F(t) = (cost,sint, 0), je to preslikava, ki ima zvezne komponente
in je zato zvezna. Zato lahko najdemo nek interval U = (t — €,t + ¢€), da bo veljalo
F(U) C Sy. Vendar pa mora potem veljati tudi F(U) C V, kar smo Zeleli pokazati. [J

Konstruiraj topologijo na mnoZici vseh poloZajev orientiranega kvadrata v R2.

Resitev: Oznacimo z M mnoZico vseh poloZajev orientiranega kvadrata ABCD v R2.
Mnozica M ni podmnozica kaksnega evklidskega prostora, zato moramo nanjo uvesti
primerno topologijo. Intuitivno bi radi, da bosta dva polozaja kvadrata blizu, ¢e bosta

vvvvv

z naso intuicijo, bomo definirali z ustrezno parametrizacijo mnozice M.

D@B

A

A

Privzeli bomo, da ima kvadrat ABC'D dolzino stranice a = 1. Oznac¢imo:
T = (z,y)...koordinate tezisca kvadrata ABC'D

§= f@ ...orientacija kvadrata ABC'D
Ker ima kvadrat enotsko stranico, je s enotski vektor oblike
§ = (cos ¢,sin ¢)
za nek ¢ € R. Sedaj lahko definiramo preslikavo F': M — R* s predpisom
F(ABCD) = (x,y,cos ¢,sin ¢).
Slika F'(M) je podmnozZica R? x S* C R*, kjer smo z
S = {(cos ¢,sin ¢) € R? | ¢ € R?*}

oznacili mnozico enotskih vektorjev v ravnini. Mnozico M lahko sedaj parametriziramo z
inverzom preslikave F', ki ga oznac¢imo s

p:R*x S = M.
Preslikava p je bijekcija, zato nam omogoca, da topologijo na mnozici R? x S! prenesemo

na mnozico M. Definiramo namreé¢, da je mnozica U C M odprta natanko takrat, ko je
mnozica p~!(U) odprta v S* x R% O

Pokazi, da sta dana topoloska prostora povezana s potmi:

(a) A={(z,y) e R[]yl = |[},
(b) S* = {(x,y,2) € R®|2? + 4> + 2> = 1}.



Resitev: Topoloski prostor X je povezan s potmi, ce za poljubni tocki A, B € X obstaja
pot med njima. To pomeni, da obstaja zvezna preslikava v : [0,1] — X, za katero je
v(0) = A in y(1) = B.

(a) Najprej bomo pokazali, da je unija simetral obeh kvadrantov v R? povezana s potmi.
Locili bomo dva primera.

YA YA

=Y
=Y

Ce sta A in B na isti premici, lahko za pot vzamemo kar daljico med njima, ki ima predpis
v(t)=(1—-t)A+tB.

V primeru, ko sta A in B na razli¢nih premicah, pa bomo pot med njima konstruirali kot
unijo daljice od A do 0 in od 0 do B. Tako dobimo predpis

1-20)A ;tel0,1],
V(1) :{ E2t—1gB : té E,J.

(b) Sedaj bomo pokazali, da je dvodimenzionalna sfera povezana s potmi. Recimo najprej,
da tocki A, B € S? nista antipodni (to pomeni, da A # —B). Potem je preslikava
v :10,1] — S? s predpisom
(1-t)A+1tB
(t) =
|(1—t)A+tB|
zvezna pot med tockama A in B. Ce bi bili tocki A in B antipodni, bi pot v §teveu

zgornje formule potekala skozi sredis¢e koordinatnega sistema, zato bi v formuli delili z
ni¢. Zgornje formule torej v tem primeru ne moremo uporabiti neposredno. Lahko pa v

primeru, ko je A = — B, izberemo tocko C' € S?, ki je razlicna od A in B ter konstruiramo
z uporabo zgornje formule poti med A in C ter C' in B. Ce ti dve poti zdruzimo, dobimo
pot med A in B. O

Pokazi, da je grupa SO(3) povezana s potmi.

Resitev: Mnozica
SOB) ={RcR*3|RTR =1, det(R) = 1}
je grupa rotacij evklidskega prostora R®. Vsaka rotacija R € SO(3) je rotacija okoli neke
osi v R? za nek kot ¢. Faktoriziramo jo lahko v obliki R = PR,P~!, kjer je P prehodna
matrika in
cos¢ —sing 0
Ry = |sing cos¢p 0
0 0 1

Denimo sedaj, da sta Ry, Ry € SO(3) poljubni rotaciji. Potem lahko faktoriziramo rotacijo
R, v obliki Ry = PRy, P! in definiramo zvezno pot 7, : [0, 1] — SO(3) s predpisom

")/1(t) = PlR(lft)qﬁlPl_l-
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To je pot, ki se za¢ne v 71(0) = R; in konca v (1) = I. Podobno lahko definiramo pot
72 : [0,1] = SO(3) od I do Ry s predpisom

Y2(t) = PaRigs, Py .
Ce zdruzimo ti dve poti, dobimo pot med R; in Ro. O

(a) Pokazi, da prostora R? in (0, 1)? nista kompaktna.
(b) Pokazi, da je S' kompakten prostor.

Resitev: Topoloski prostor X je kompakten, ¢e za poljubno pokritje prostora X z odprtimi
mnozicami obstaja kon¢no podpokritje.

(a) Pokazimo najprej, da evklidska ravnina R? ni kompaktna. Preverimo lahko, da pokritje
ravnine

U=1{Rx (kk+2)|kez}

z odprtimi vodoravnimi pasovi nima konc¢nega podpokritja. Za odprt kvadrat pa lahko
na primer konstruiramo pokritje

U={(:,1)x(0,1)|n e N}

z odprtimi pravokotniki, ki nima kon¢nega podpokritja.

(b) V praksi je za preverjanje kompaktnosti podmnozic evklidskih prostorov bolj priroéno
uporabiti Heine-Borelov izrek, ki pravi, da je podmnozica K C R"™ kompaktna natanko
takrat, ko je zaprta in omejena.

Enotska kroznica S! je zaprta in omejena, torej je kompaktna. Direktno po definiciji bi
bilo kompaktnost tezje pokazati. O

(a) Konstruiraj zvezno bijekcijo f: [0,1) — St
(b) Pokazi, da ne obstaja zvezna bijekcija g : S* — [0, 1).

Regitev: (a) Za preslikavo f lahko vzamemo na primer preslikavo s predpisom
f(x) — e27riz.
Ta preslikava preslika 0 € [0,1) v 1 € S, notranjost intervala (0,1) pa v pozitivni smeri

navije okoli enotske kroznice.

(b) Da pokaZemo, da ne obstaja zvezna bijekcija g : S' — [0,1), pa bomo uporabili
dejstvo, da je S* kompakten topoloski prostor. Po izreku s predavanj je potem tudi slika
g(S1) C [0,1) kompaktna mnozica. Ker interval [0, 1) ni kompakten, torej preslikava g ne
more biti surjektivna. [
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