Afina in projektivna geometrija

Dvorazmerje

(1) Dane so tocke A =[2:-3:1],B=[1:-1:0,,C=[0:—-1:1]inD=[1:-2:1]v
projektivni ravnini P(R3).

(a) Pokazi, da so tocke A, B, C'in D kolinearne in pois¢i enac¢bo premice p, ki jih vsebuje.

(b) Izrac¢unaj dvorazmerji D(A, B,C, D) in D(B, D, A, C).

Regitev: (a) Poglejmo najprej skico.

Z racunom ali pa s skice lahko razberemo, da ima premica p, ki vsebuje dane tocke, enacbo

r+y+z=0.

(b) Dvorazmerje D(A, B,C, D) stirih tock na projektivni premici nam pove, kaksne so
koordinate tocke D # A glede na projektivno ogrodje, ki ga doloc¢ajo tocke C'; A in B.

Formalno ga lahko definiramo takole. Izberimo nek vektor ¢ € R?, ki lezi na premici, ki
doloca tocko C. Potem lahko izberemo vektorja a in b, ki lezita na premicah, ki dolocata
tocki A in B in ki zadoscata pogoju

c=a-+b.

Ker tvorita vektorja a in b bazo prostora, ki doloca projektivno premico, obstaja enolicno
dolocen A\ € R, da vektor
d=Xa+0b



leZi na premici v R?, ki je dolo¢ena s toc¢ko D. Pri tem moramo predpostaviti, da D # A.
Parametru A recemo dvorazmerje tock A, B, C' in D ter ga oznac¢imo z

D(A, B,C, D) = A.

Izberimo ¢ = (0, —1,1) ind’ = (2,-3,1), ¥’ = (1,—1,0). Najprej moramo vektor ¢ zapisati
kot vsoto vektorjev, ki lezita na premicah, ki dolocata tocki A in B. Pisimo:

c=ad + Bv,
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(0,—-1,1) = (2,-3,1) + (—2,2,0).

Oznac¢imo torej a = (2,—3,1) in b = (—2,2,0). Ce ozna¢imo d’' = (1, —2,1), je dvoraz-
merje A = D(A, B,C, D) natanko doloceno s pogojem:

dd = Xa + 0,
d(1,—=2,1) = \(2,-3,1) + (—2,2,0).
Resitev tega sistema je A = 0 = 2, od koder sledi
D(A,B,C,D) =
Ko enkrat izracunamo dvorazmerje danih stirih to¢k v nekem vrstnem redu, lahko za

izracun dvorazmerja pri ostalih vrstnih redih uporabimo formuli:

(1) D(B,A,C,D) =D(A,B,D,C) = D(A, B,C, D)~
(2) D(A,C,B,D) =D(D,B,C,A) =1—D(A,B,C, D).

V nasem primeru tako dobimo

D(B,D,A,C) =D(D,B,A,C)" =D(D,B,C,A) =1-D(A,B,C,D) = —1.

Opomba: Dvorazmerje D(A, B,C, D) tock A, B,C, D na projektivni premici p doloca
koordinate tocke D glede na projektivno ogrodje, ki ga definirajo tocke C'; A in B. Ce
namre¢ ozna¢imo s 6 : P(R?) — p projektivnost, ki je dolo¢ena s pogoji:

6([1:0]) = A,
o(10: 1)) = B,
o([1:1]) =C,
je tocka D slika tocke [\ : 1], kjer je A = D(A, B,C, D). V primeru, ko lezi tocka A v

neskoné¢nosti, se D(A, B, C, D) ujema z afino koordinato tocke D glede na afino ogrodje,
ki ga dolocata tocki B in C. [



(2) Najbodo A=a:1], B=[b:1],C =[c:1]in D = [d : 1] tocke na projektivni premici
P(R?). Izracunaj dvorazmerje D(A, B, C, D).

Resitev: Pri tej nalogi bomo izrac¢unali dvorazmerje ¢etverice realnih stevil.
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Najprej bomo poiskali « in 3 tako, da bo veljalo
(c,1) = afa,1) + B(b,1).
Dobimo sistem enach:

c = aa + (b,
1=a+p,

ki ima resitev o = <=2 in = 2=¢. Nadalje mora veljati
a—b a—b

d(d,1) = da(a, 1)+ 5(b,1).
Tako dobimo sistem:
d0d = Aaa + b,
0= da+f.
Izracunamo lahko, da velja

_b—d é_b—d a—c

A d—a a d—a c—b

Ta izraz lahko zapisemo tudi v obliki

c—a d—>»

D(A,B,C.D)= -— .

ki nakazuje izvor imena dvorazmerje. Ce je A = [1 : 0] toc¢ka v neskonénosti, dobimo

d—2>
c—b

D(A, B,C, D) =

Opomba: V evklidski ravnini za definicijo dvorazmerja pogosto uporabljamo naslednjo
formulo. Naj bodo A, B, C in D # A tocke na premici v R?. Potem definiramo

AC BD
D(A,B,C,D) = 1D BC
kjer so AC', AD, BD in BC predznacene dolzine daljic. [
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(3) Naj bo ABC trikotnik v R%. Oznacimo z D in F presecisci simetral notranjega oziroma
zunanjega kota pri ogliséu C's premico AB. Izracunaj dvorazmerje D(A, B, D, E).

Resitev: Po znanem izreku delita simetrali notranjega in zunanjega kota pri danem oglis¢u
nasprotno stranico v razmerju, ki je enako razmerju prileznih stranic

|AC|  |AD| |AE|

[BC|  |BD|  |BE|

Brez skode za splosnost lahko privzamemo, da lezijo tocke A, B, D in E na z-osi in da
so njihove koordinate A = (a,0), B = (b,0), D = (d,0) in E = (e, 0).

Potem velja

d—a e—b |AD BE AD| |BE
DABD.E) = = = = ||AE|| ' —’|Bl|)| - _||BD|| ' ||AE|| =
Kolinearnim tockam A, B, D, E, ki zadosc¢ajo pogoju
D(A,B,D,E) = —1,
pravimo harmonicna cetverka. [

(4) Dane so premice p; = {[z : y : z]|z =0}, po = {[r : vy : 2]|z —2y — 22z = 0} in
p3 = {[z :y:2z]|y+ 2z =0} v projektivni ravnini P(R3). Pois¢i premico p4, za katero
velja D(p1, 2, p3, pa) = —1.

Resitev: Tmejmo Sop premic py, po, p3 in py v projektivni ravnini P(R?), ki potekajo skozi
tocko A in naj bo p premica, ki ne poteka skozi A. Preseke premice p s premicami p;
oznac¢imo z A; = p; N p.

A Ay AN A,

P4

p2

Dvorazmerje Sopa premic je potem definirano s predpisom

D(p1, p2, p3,pa) = D(A1, As, A3, Ay).



V nasem primeru imamo naslednjo skico na afinem delu z = 1.

YA
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Premice py, ps in p3 potekajo skozi tocko
A=10:-1:1].

Za premico p lahko sedaj izberemo katerokoli premico, ki ne vsebuje tocke A. Pametno
je izbrati ¢imbolj preprosto premico, da si poenostavimo racunanje. Taksna je na primer
premica p = {[z : y : z] |y = 0}. Njene preseke s premicami p;, ps in p3 lahko izra¢unamo
kar na pamet:

Ay =[0:0:1],
Ay =1[2:0:1],
A3 =1[1:0:0]

Sedaj bomo poiskali tocko A4 na premici p, da bo veljalo D(A;, A, A3, Ay) = —1.
Naj bo ¢ = (1,0,0), ' = (0,0,1) in & = (2,0,1). Potem je:

c=ad + B,
(17 0, O) = Oé(O, 0, 1) + 5(27 0, 1)7
(1,0,0) = (0,0,—3%) + (1,0, ).

Vzemimo torej a = (0,0, —1) in b= (1,0, 3). Od tod sledi
d=—-a+b=(1,0,1)

oziroma

Ay=[1:0:1].

Premica p4 je potem premica skozi tocki A in A4 in ima enacbo

pr=A{lx:y:zl|lr—y—2=0}



