Afina in projektivna geometrija

Stoznice

(1) Homogeniziraj dane enacbe in izracunaj presek dobljenih stoznic s premico v neskonénosti
Poo = {[z:y:2]|2=0}.

(a) 2* +y* =1,
(b) 1'2 - y2 - ]-7
(c) y* = 2.

Resitev: Stoznica v evklidski ravnini je krivulja, ki jo doloca enacba
az? + 2bxy + cy? + 2dx + 2ey + f = 0.
Posamezni ¢leni v zgornji enachi imajo razlicne geometrijske pomene:

- Clen ax? + 2bxy + cy? dolo¢a tip stoznice in pa njeno orientacijo. Neizrojene stoznice
so kroznica, elipsa, parabola in hiperbola, poleg njih pa obstajajo Se izrojene stoznice.

- Clen 2dz + 2ey dolo¢a sredise stoznice.

- Clen f doloca velikost stoznice.

Stoznici v evklidski ravnini R?, ki je dolo¢ena z enacbo
az? + 2bxy + cy* + 2dx + 2ey + f = 0,

lahko priredimo stoZnico v projektivni ravnini P(R?) s homogenizacijo zgornje enacbe. To
pomeni, da vsakemu ¢lenu dodamo potenco spremenljivke z, tako da imajo na koncu vsi
¢leni stopnjo 2. Konkretno tako dobimo stoznico z enacbo

ax? 4 2bxy + cy? + 2dwz + 2eyz + f2° = 0.

Pri homogenizaciji torej iz kvadratne enacbe dveh spremenljivk dobimo kvadratno enacho
treh spremenljivk, ki dolo¢a neko ploskev v evklidskem prostoru R®. Ker je dobljena
enacba homogena, je ta ploskev premonosna (sestavljena iz premic), zato definira neko
krivuljo v projektivni ravnini. Prvotna krivulja ustreza zozitvi te krivulje na afini del
projektivne ravnine, ki je dan s pogojem z = 1. V splosnem pa lahko pri homogenizaciji
krivulje dobimo sSe kak$no dodatno tocko na premici v neskoncnosti.
(a) Pri homogenizaciji enacbe 2 + y? = 1 dobimo enacbo

2yt = 22
Ta enacba doloca neko krivuljo v projektivni ravnini, katere slika na afinem delu z =1 je
ravno prvotna kroznica.




Poglejmo Se, ali morda vsebuje se kaksno tocko na premici v neskonc¢nosti. Na premici v
neskonc¢nosti je z = 0, zato dobimo pogoj

$2+y2:0,

od koder sledi x = y = 0. Resitev enacbe je torej tocka (0,0,0), ki pa ne definira nobene
tocke v projektivni ravnini.

(b) Pri homogenizaciji enacbe 2? — 3? = 1 dobimo enacho
R

Na afinem delu z = 1 tokrat dobimo hiperbolo.

V preseku te projektivne krivulje s premico v neskonc¢nosti so tocke, za katere velja
2 —y*=0.

Taksni sta tocki 73 = [1:1:0] in Ty = [1 : —1 : 0], ustrezata pa asimptotama hiperbole.

Zanimivo je pogledati, kaj dobimo, ¢e to krivuljo pogledamo na afinem delu x = 1. Tam
je podana z enac¢bo y? + 22 = 1, kar pomeni, da gre za kroznico. Tocki (1,0) in (—1,0)
ustrezata tockama T in T,, medtem ko zgornja in spodnja polkroznica ustrezata desni in
levi veji hiperbole.

desnaveja hiperbole

levaveja hiperbole

2k

(¢) Za konec si poglejmo e parabolo y> = 2z. Ce to enacbo homogeniziramo, dobimo
enacho
vt =222,

Tokrat dobimo v neskon¢nosti se eno dodatno tocko, in sicer = [1:0: 0].



Ce na to stoznico pogledamo iz razliénih zornih kotov, dobimo razli¢ne slike. Izberimo
nove koordinate tako, da velja:

xr = ‘/75(1:’ —2'),
y=y,
z = \/75(95’ +2)

V teh koordinatah ima potem stoznica enacbo

y/2 + Z/Q — :L“IQ.

Na afinem delu 2’ = 1 ima standardna premica v neskon¢nosti enacbo 2/ = —1 in se
dotika nase krivulje v tocki (0, —1), ki je v bistvu tocka T'=[1 : 0 : 0]. Iz tega zornega
kota dobro vidimo, da je premica v neskonc¢nosti tangenta na naso parabolo, ¢eprav na

zacetku to ni bilo jasno.
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Opomba: Iz zgornjih primerov je razvidno, da v projektivni ravnini elipse, parabole in
hiperbole vse predstavljajo isto stoznico, ki pa jo opazujemo iz razli¢nih zornih kotov. V
projektivni ravnini namre¢ do projektivne ekvivalence natanko obstaja le en tip neizrojenih
stoznic. V afini in evklidski ravnini je situacija drugacna. Tam z izometrijami oziroma
afinimi transformacijami ne moremo preslikati elipse v parabolo ali hiperbolo. Il

V projektivni ravnini P(R?) je dana stoznica S = {[z : y : 2] | 2? + y* — 22 = 0}.

(a) Izracunaj polare tock A = [0 : 0 : 1), B=[-1/2:0:1],C =1[0:1:1] in
D = [1:1:1] glede na stoznico S.

(b) Poisci pola premicp={[z:y:z]|z—2=0}ing={[zr:y:z]|z =0} glede na S.

Resitev: Pri tej nalogi bomo spoznali geometrijska opisa polare in pola glede na stoznico
v projektivni ravnini.



Naj bo S neprazna, neizrojena stoznica v projektivni ravnini P(R?) in M simetricna 3 x 3
matrika, ki ji pripada. Nadalje naj bo A € P(R3) poljubna tocka in a € R? poljuben
neniceln vektor na premici skozi izhodisce, ki doloca tocko A. Polara tocke A glede na
stoznico § je projektivna premica

pa={[r:y:z|2"Ma=0}.
Ce je p poljubna premica v projektivni ravnini, je njen pol tista tocka p° v projektivni
ravnini, katere polara je premica p.
(a) Stoznici S = {[x : y : 2] | 2% + y* — 22 = 0} pripada simetricna matrika
0 0

0

1
M=1{0 1
00 -1

Polara tocke A =[0:0: 1] glede na S:

Pri ra¢unanju polare v bistvu iS¢emo ortogonalni komplement vektorja Ma v R3. Tako
dobimo ravnino v R? (vektor Ma je njena normala), ki doloca polaro v projektivni ravnini.
V nasem primeru je Ma = (0,0,—1), zato je

pa={[r:y:z]|z=0}
Polara tocke A je torej premica v neskoncnosti.
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Polara tocke B = [—1/2:0: 1] glede na S:
Sedaj je Mb = (—1/2,0,—1), zato je
pp={lr:y:2]|§+2=0}

Na afinem delu z = 1 ima polara tocke B enacbo x = —2.
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Polara tocke C'=[0:1: 1] glede na S:

V tem primeru je Mc = (0,1, —1), od koder dobimo

pe =A{lz:y: 2]y —2=0}

Na afinem delu z = 1 ima polara tocke C' enacbo y = 1. Vidimo, da je polara v tem
primeru kar tangenta na kroznico skozi tocko C'.
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Polara tocke D = [1:1: 1] glede na S:
Sedaj imamo Md = (1,1, —1). Od tod sledi

pp=Alz:y: 2z +y—-2=0}

Na afinem delu z = 1 lahko polaro tocke D podamo z enacbo x 4+ y = 1.
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(b) Sedaj bomo imeli dano neko premico v projektivni ravnini, iskali pa bomo tocko,
katere polara je ta premica. Denimo, da je premica p v P(R?®) dolo¢ena z neko ravnino v
R? 7z normalo n. Potem je pol p° premice p dolocen z enacbo

Ma =n.

Pol premice p = {[z :y : 2] |x — 2 = 0} glede na S:

[S¢emo vektor a, ki resi enacho Ma = (1,0, —
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1), oziroma:
x 1

y| =10
z -1



Od tod sledi, da je pol premice p tocka p° =

[1:0:1]. Vidimo, da premica p vsebuje svoj

pol. To se zgodi natanko takrat, ko je premica tangentna na stoznico, pol pa je v tem

primeru kar dotikaliS¢e premice in stoznice.
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Pol premice ¢ : {[z : y : z] |z = 0} glede na S:

Sedaj is¢emo vektor a, ki resi enacho Ma = (1,0,0), oziroma (z,y, —z) = (1,0,0). Pol

premice ¢ je tocka ¢° = [1: 0 : 0], ki lezi na p

vvvvv

remici v neskonc¢nosti. Tocka ¢° je presecisce

Opomba: Pojma polare in pola po nasi definiciji sta posplositvi pojmov polare in pola
glede na kroznico v evklidski ravnini. Denimo, da sta A in B inverzni tocki glede na

kroznico K. Potem gre polara tocke A skozi
in B. Analogno velja tudi za polaro tocke B
dotikaliscih tangent na K, ki potekata skozi

tocko B in je pravokotna na zveznico tock A
. Polara tocke B seka kroznico K natanko v
B.

Pa




(3) V projektivni ravnini P(R?) je dana stoZnica
S={[r:y:2]|32® — 102y + 3y* — 82> = 0}.

(a) Poiséi presek stoznice S s premico p, = {[z : ¥ : 2]|z = 0} in tangente na S v
dobljenih tockah.

(b) Pokazi, da je premica p = {[z:y: 2] |2 —y — v/22 = 0} tangentna na S.

(¢) Izracunaj enacbi tangent na S skozi tocko T'=[1:1:0].

Resitev: Stozmici S = {[z : y : 2] | 32* — 10xy + 3y* — 82% = 0} pripada simetri¢na matrika

3 =5 0
M=|-5 3 0
0 0 -8

(a) Najprej izracunajmo presek stoznice S in premice v neskon¢nosti p,. Ko v enacbo
stoznice vstavimo z = 0, dobimo kvadratno enacbo

32% — 10zy + 3y* = 0,

iz. katere dobimo, da sta v preseku tocki 77 =[1:3:0]in 75, = [3: 1 : 0]. Od tod lahko
sklepamo, da je presek stoznice S z afinim delom z = 1 hiperbola, katere asimptoti imata
smeri T} in T5. Tangenti na S v teh dveh tockah pa bosta ravno asimptoti te hiperbole.
Vemo, da se v primeru, ko lezi tocka na stoznici tangenta ujema s polaro, zato moramo v
bistvu izracunati polari tock 77 in T5 glede na S.

Po krajsem rac¢unu dobimo, da sta polari tock 77 = [1:3:0] in 75 = [3 : 1 : 0] premici:
pry = {lery 2] 3w —y = 0},
pr, ={[z:y: 2]z -3y =0}

Poglejmo se skico hiperbole in njenih asimptot na afinem delu z = 1.
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(b) Za testiranje, ali je dana premica tangentna na stoznico, imamo na voljo dokaj preprost
kriterij. Premica je namrec¢ tangentna na stoznico natanko takrat, ko vsebuje svoj pol. V
nasem primeru moramo torej resiti sistem enach

3 -5 0] [« 1
5 3 0|-|yl=|-1],
0 0 -8| |z V2

kar pomeni, da je pol premice p tocka p° = [\/75 : —*/75 : 1]. Preverimo lahko, da je p° € p,

kar pomeni, da je p tangentna na S. Stoznice pa se dotika ravno v polu.
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(c) Ce tocka T ne lezi na stoznici S, se lahko zgodi bodisi, da skoznjo potekata dve

tangenti na S bodisi nobena tangenta na §. V primeru, ko obstajata, sta dotikalis¢i

tangent preseka stoznice in polare pr. V nasem primeru je polara tocke T premica
pr={[z:y:z]|x+y=0}

Polara seka stoznico v tockah A; = [? : —‘/75 1] in Ay = [—
pa sta

oI

: @ : 1], enacbi tangent

plz{[x:yzz]|x—y—\/§Z=O},
pr=A{lz:y:z]|z—y+V2z =0}

Vidimo, da sta tocki A; in A, ravno temeni hiperbole.
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Parametriziraj Sop stoznic, ki ga dolocata stoznici:
§'={le:y: 2| L +y -2 =0},
S ={lz:y: 2|+ % -2 =0}
ter poisc¢i vse izrojene stoznice v tem Sopu.
Resitev: Stoznica v projektivni ravnini P(R?®) je natanko dolocena s petimi tockami v

sploni legi (to pomeni, da nobene tri izmed njih niso kolinearne). Stiri tocke v splogni
legi pa doloc¢ajo Sop stoZnic v P(R3).

Sop stoznic lahko podamo tudi z dvema stoznicama, ki se sekata v stirih tockah v splosni
legi. V nasem primeru preseciSca obeh stoznic zadoscajo sistemu enach:

x2 2
I+y —1,

2 2
vt + 5 =1,



katerega resitve so T (\/g, \/%>, T, <—\/%, \/g), T; (‘\/%

Poglejmo si skico zozitev obeh stoznic na afino ravnino z = 1.
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B (i)

Oznacimo z M’ in M" matriki, ki pripadata stoznicama S’ in §”. Zanimala nas bo druzina
stoznic, ki potekajo skozi te Stiri tocke. Tej druzini re¢emo Sop stoznic, ki ga dolocata S’

in 8", stoznice v tej druzini pa lahko opiSemo z matrikami

M =tM' +uM",

kjer je [t : u] € P(R?) (veckratniki matrike M namre¢ dolocajo isto stoznico v P(R?)).

V nasem primeru dobimo

100 10 0 L
M=tM+uM"=¢t{0 1 0|+u|0 1 0]=
00 —1 00 -1

Izrojene so tiste stoznice v tem Sopu, katerih pripadajoce matrike niso obrnljive. To

pomeni, da imajo nic¢elno determinanto, od koder sledi

Q1) = (54 0) (1) (=) =

Vidimo, da so v danem Sopu tri izrojene stoznice.
t=—4 u=1:

V tem primeru dobimo izrojeno stoznico

8_4:{[x:y:z]

y2—§z220}.

Na afinem delu z = 1 dobimo unijo dveh vzporednih premic

_ 4
y—:i:\/;.

V tem primeru dobimo izrojeno stoznico

S_i:{[x:y:z] :

x2—é2220},

0.



ki je na afinem delu z = 1 unija premic

_ 4
:L‘—:i:\/;.

t=—-1,u=1
Sedaj je izrojena stoznica
S_1= {[z:y:z])wQ—f:O},
ki je na afinem delu z = 1 unija simetral kvadrantov
y = tx.

Poglejmo si sliko stoznic S8’, S” ter vseh treh izrojenih stoznic.
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Zanimivo je Se pogledati, kako se spreminja oblika stoznice, ko spreminjamo parameter.
Ce enac¢imo t <» [t : 1] in oo <> [0 : 1], dobimo pri dani vrednosti ¢ na afinem delu z = 1

stoznico S; z enacbo
Li1) a2+ t+1 2=1+t
- x - = :
4 1)?

Stoznica &’ se ujema s stoznico S.., stoznica 8” pa s stoznico Sy. Sedaj bomo opisali,
kako se spreminja oblika stoznice, ko t pretece realna stevila.

(1) Pri vrednostih ¢ € (—oo, —4) dobimo elipse, ki od zunaj aproksimirajo elipso S,,. Ko
t narasca od —oo do —4, dobimo elipse, ki so ¢edalje bolj raztegnjene v vodoravni smeri.

(2) Pri parametru t = —4 se elipsa pretrga, nastaneta pa dve vodoravni premici, ki tvorita
prvo izrojeno stoznico S_j4.

(3) Za parametre t € (—4,—1) dobimo navpic¢ne hiperbole, katerih asimptote so sprva
skoraj vodoravne, nato pa se priblizujejo k simetralam kvadrantov.

(4) Prit = —1 dobimo unijo simetral kvadrantov, ki ustrezata drugi izrojeni stoznici S_;.
(5) Na intervalu t € (—1, —%) dobimo vodoravne hiperbole.

(6) Pri vrednosti t = —}l se te vodoravne hiperbole izrodijo v dve navpiéni premici S—i .
(7) Pri vrednostih t € (—i,oo) pridejo na vrsto elipse, ki se najprej c¢edalje bolj od
zunaj prilegajo elipsi 8”, ki ustreza parametru ¢ = 0. Do vrednosti t = 1 se nato elipse
priblizujejo kroznici, ki poteka skozi stiri skupne tocke. Za parametre t > 1 pa dobimo

elipse, ki ¢edalje bolje od znotraj aproksimirajo elipso &'
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(5) Poisci stoznico v projektivni ravnini P(R?), ki vsebuje tocke Ty = [0:0: 1], T, = [1: 0 : 1],
T3=1[1:1:1,T,=[0:1:1]inTs=1[2:3:1].

Resitev: Zaceli bomo s splosno enacbo stoznice
azx? 4 2bxy + cy? + 2dwz + 2eyz + f2° = 0.

Ce v to enac¢bo vstavimo danih pet tock, dobimo sistem petih enach za Sest neznank. Ker
je enacba homogena, lahko eno nenicelno neznanko fiksiramo, tako da ostanemo s samo
petimi neznankami, ki jih nato dobljeni sistem natanko dolo¢a. V nasem primeru dobimo
sistem enach:

=0,

a+2d+ f=0,
a+2b+c+2d+2e+ f=0,
c+2e+ f=0,

4a 4+ 12b + 9c + 4d + 6e + f = 0.

Fiksirajmo recimo a = 1. Potem sledi b =0, c = —1/3,d = —1/2, e =1/61in f = 0, od
koder sledi, da je iskana stoznica

2
Sz{[m:y:z]‘xz—%—xz—l—%:O}.

Zozitev te stoznice na afino ravnino z = 1 ima enacbo:

Gre za hiperbolo s sredis¢em v tocki T' (%, %)
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(6) Naj bo S neprazna neizrojena stoznica v P(R?) in 04 : P(R3) — P(R?®) projektivnost.
I[zracunaj enacho stoZnice 8’ = 04(S), ¢e je stoznica S dana z enacbo z¥ Mz = 0.

Resitev: Poglejmo si najprej na konkretnem primeru, kako projektivnost preslika stoznico.
Vzemimo projektivnost 6,4 : P(R3) — P(R3), ki je porojena z matriko

110
A= 101 0
0 01

in poglejmo, kam preslika stoZnico S, ki je dolocena za enacbo x? + y? — 22 = 0. Matrika
A doloc¢a zamenjavo koordinat

Z =z 4y,
y =y,
7 =z

Ko od tod izrazimo koordinate z, y in z in jih vstavimo v enacbo stoznice &, dobimo
enacbo
x/2 o 2:15’3/ + 2y/2 o Z/2 _ O,

ki doloca stoznico S'.

<Y
=Y

. =
/

Poglejmo sedaj splogen primer. Recimo, da je stoznica S doloéena z enacbo ' Mz = 0.
Potem velja:

Mz =0,
e ATATMA Az = 0,
(Az)' (A~ TM AN (Az) = 0.
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Na stoznici &’ lezijo tocke oblike 2’ = Ax, iz zgornje enacbe pa sledi, da torej stoznici S’
pripada simetri¢na matrika

M =ATMA

V nasem primeru je

1 0 0f|1 0 O 1 -1 0 1 -1 0
M=|-1 1001 0 0O 1 0l=|-1 2 0
0O 0 110 0 =110 O 1 0 0 -1
To se ujema z izracunom po prejsnji metodi. [
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