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. Sedez (2.01)
Cas pisanja je 120 minut. Mozno je dose¢i 100 tock. Veliko uspehal

Ime in priimek Vpisna Stevilka

1. naloga (25 tock)

Za odvedljivo funkcijo y na R, definirajmo z, kot prese¢isée normale na graf funkcije y v tocki
(x,y(z)) z abscisno osjo. Naj bo P(z) ploscina lika, ki ga omejujeta graf funkcije y nad intervalom
[0, 2] za > 0 in abscisna os. Pois¢i vse dvakrat zvezno odvedljive funkcije y na [0,00) in a € R,
da bo za vse x > 0 veljalo

P(x) =z« + a,

iskana funkcija pa bo zadoscala y(1) = 3 in y/(1) = 1.

Geometrijski pogoj iz naloge se glasi

€T
/ ydt =z +yy +a
0
za vse x > 0. Odvajajmo zgornjo ena¢bo. Dobimo
y=1+y"+yy"
Ker neodvisna spremenljivka  ne nastopa, uvedimo z(y) = y’. Dobimo
y =14 2% +yz2.

Enacbo lahko preoblikujemo do
yt+z=(y—-1)z"

Enacba je Bernoullijeva z o = —1. Uvedimo w = 2z2. Dobimo
wy
—= =y—1
5 +w=y

Splosna resitev zgornje enacbe je enaka w = %y -1+ y%. Torej je

7 upoStevanjem zacetnih pogojev dobimo D = 0. Sedaj lo¢imo spremenljivke v zgornji enacbi,
izraz preoblikujemo in dobimo
2 +4x +13

6
Ce vstavimo dobljeno funkcijo v enaébo iz naloge, dobimo a = —%3.
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2. naloga (25 tock)

Dokazi, da obstaja natanko ena dvakrat zvezno odvedljiva resitev Cauchyjeve naloge
y" = arctg(zy’),  y(0) =301, 4/(0) = 0
in jo doloci.
Oglejmo si Cauchyevo nalogo
2/ = arctg(z2), z(x) =0.

Ena od resitev je jasno z = 0.

Ker je f(z, z) = arctg(xz) lokalno Lipschitzova (zakaj), obstaja natanko ena zvezno odvedljiva
funkcija na okolici tocke 0, ki res$i novo Cauchyjevo resi nalogo. Dokazimo, da obstaja natanko
ena zvezno odvedljiva funkcija na R, ki resi Cauchyjevo nalogo. Za vsak pravokotnik P C R?
velja

max|f| < swp |f(z,2)| =7,
p (x,2)ER? 2

kar pomeni, da z uporabo izboljSane verzije lokalnega eksisten¢nega izreka lahko vzamemo

e ety ) 2 e T
c=minsa, ———- ¢ > minqa,— p.
maxp | f]| T

Ker je f razreda C' povsod na R?, sta lahko @ in b poljubna in zato lahko z zaporedno uporabo
izboljsanega lokalnega eksistencnega izreka pridemo poljubno dale¢ na realni osi. Torej obstaja
natanko ena C! funkcija na realni osi, ki resi novo Cauchyjevo nalogo. Torej z = 0, kar pomeni,
da je y konstantna funkcija. Z uporabo neizkoriséenega zacetnega pogoja sledi y = 3012014,



3. naloga (25 tock)

Podani so matrika

010
B=|101],
010
1 2t
vektor @ = | 1 | in vektorska funkcija f(t) = | 12¢> |. Resi vektorsko diferencialno enacbo
1 —2t

2 T1— T2+ X3
Hitro lahko izracunamo BX = | 1+ 23 | in Bf x d = 0 . Torej resujemo
T2 —x1 + X2 — T3
sistem
:'El 1 —1 1 T 2t
B = 0 0 0 zo | + | 1262
i’g -1 1 -1 T3 —2t

Sistem je linearen nehomogen s konstantnimi koeficienti.

1. moznost:

Hitro vidimo, da je x5 = 4t3+ D. Ce sestejemo 1. in 3. vrstico, dobimo & +&3 = 0. Odvajajmo
1. vrstico. Dobimo
T :i1*i2+i3+2:2*12t2.
Odtod sledi z; = t? — t* + Ct + E. Sedaj izra¢unamo
$3:.jfl—.T1—|—ZL‘2—2t:—t2+t4—0t+C+D—E.

2. moznost:

Najprej resimo homogeni del sistema. Matrika A ima trojno lastno vrednost 0. Hitro pre-
1
verimo, da velja A2 = 0. Eno izmed mnogih baz jedra matrike A tvorita vektorja | 1 | in
0
1
0 |. Odtod sledi, da imamo dve Jordanski kletki, ena je velikosti 1 x 1, druga je velikosti
-1

0 -1
2x 2. Vektor | 1 | je element ker A%\ ker A, z matriko A pa se preslika v vektor 0 |. Torej
0 1
je A= PJP~! kKjer je
-1 0 1 010
P= 0 1 1 in J=10 00
1 00 000
Splosna resitev homogenega delja je torej enaka
-1 —t 1
7= Pellé= ¢ 0 + co 1 +ec3| 1
1 t 0

Nesingularna matri¢na resitev homogenega dela sistema je torej enaka
-1 -t 1
X = 0 1 1
1t 0



Nehomogeni sistem resujemo z variacijo konstante, tj., reSitev diferencialne enacbe iz naloge je
enaka

z= X/X—lfdt,

kjer je

t —t t+1

Xt=]-1 1 -1

1 0 1

Tedaj je
—12t3 — 2t 3t — 12+
X1f= 122 in /X—lfdt = 43 + ¢y
0 C3
Splosna resitev je enaka
—tt+ 12—y —cat +c3 ~1 —t 1 —th + ¢
r= 4¢3 “+ co + 3 =C 0 + 2 1 +c3| 1 + 443

tr— 12 4+ ¢ + oot 1 t 0 4 — 2



4. naloga

Poiséi tisto ekstremalo funkcionala
2
Ily] = / (2%y" + 6y° + 42°y')dx,
1
ki zadosca y(2) = —4.
Euler-Lagrangejeva enacba se glasi
/ 2.1 d
dxy + 227y + 8x = d—Ly/ =L, =12y.
x

Enacbo preoblikujmo do enacbe

i

22y 4 2z — 6y = —4u.

Ta enacba je nehomogena Cauchy-FEulerjeva enacba. Najprej resimo pripadajo¢i homogeni del
x2y" + 2xy' — 6y = 0 zgornje enacbe. Z nastavkom y = z* dobimo A2 4+ X\ — 6 = 0, odkoder sledi
A1 = 2 in A2 = —3. Splosna resitev nehomogene Cauchy-Eulerjeve enacbe je torej

y=Az>+ Bz 3 + Yps

kjer je y, neka njena partikularna resitev. Funkcijo y, dolo¢imo z nastavkom y, = Cz. Vstavimo
v enacbo in dobimo C = 1. Splosna re vsitev Euler-Lagrangeeve enacbe je torej

y = Az? + Bx 3 + .

1z pogoja y(2) = —4 dobimo

B
4A+ — = —6.
+8

Ker v tocki 1 nimamo robnega pogoja, velja L,/(1) = 0 oziroma 3'(1) = —2. Odtod dobimo
Se enacho 2A — 3B = —3. Odtod sledi B = 0 in zato A = —%. Iskana ekstremala je enaka
Yy = —%ZL’Q + x.



