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9. Kovarian¢na in korelacijska matrika

Najprej osvezimo osnovne pojme iz opisne statistike. Ponavljamo poskus
in beleZimo podatke na merilnih napravah. Dobimo tabelo podatkov.

Ce imamo eno merilno napravo, ima tabela podatkov en stolpec podatkov.

ponovitev | podatek
1. X1
2. X2
n-ta Xn

Za ta stolpec izra¢unamo povpredje

_ X1+ ...+ Xy
X=—\
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Ce nas zanima razpréenost podatkov okrog povpredja, potem najprej
izraunamo odmike podatkov od povpredja, se pravi Stevila

X; = Xj — X.

Dobimo centralizirano tabelo podatkov

ponovitev | centralizirani podatek
1. x| =x3—X
2. Xy = xp — X
n-ta X, = xp — X

Povpreéen odmik od povpre&ja ni dobra mera za razpréenost, saj velja

X{ 4.+ X,  xi+ .+ xy — nX
n n

=x—-Xx=0.
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Boljsa mera za razprSenost podatkov je kvadrati¢na sredina odmikov

1o 1 —
s = ;Z(X,{V: ;Z(x,-—?)z-
i=1 i=1

Temu Stevilu pravimo standardna deviacija stolpca podatkov.

Ce vse elemente v centralizirani tabeli podatkov delimo z s dobimo
standardizirano tabelo podatkov

ponovitev | standardizirani podatek
1. x{ =x1/s=(x1—X)/s
2. X =x5/s=(x2—X)/s
n-ta X' =x/s = (xn — X)/s

Povpreéje standardizirane tabele podatkov je 0, njena standardna deviacija
paje 1, saj je /3002 = [ E DL ()P = /5 =1
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Ce imamo dve merilni napravi, ima tabela podatkov dva stolpca podatkov.

ponovitev | podatek prve podatek druge
poskusa | merilne naprave | merilne naprave
L. X1 1
2. X2 y2
n-ta Xn Yn

Seveda lahko obdelamo vsako stolpec posebej kot pri eni merilni napravi.
Ce stolpca centraliziramo, dobimo centralizirano tabelo podatkov.
Ce ju standardiziramo, dobimo standardizirano tabelo podatkov.

Se bolj nas zanima koliko so podatki v enem stolpcu odvisni od podatkov
v drugem stolpcu. Stopnjo odvisnosti merimo s kovarianco
1, o1&,
K= ;Z(Xi —x)(yi—y)= " in)/i
i=1

i=1

Ce so podatki prve merilne naprave neodvisni od podatkov druge merilne
naprave, je kovarianca enaka ni¢. Obratno ne velja,
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Opomba: Pojem kovariance je tesno povezan s pojmom regresijske
premice. Spomnimo se, da je to premica, ki se najbolje prilega to¢kam

(x1,¥1)s--,(Xn,¥n). lzpeljali smo, da je njen smerni koeficient enak
k=22
x2 — x2

PokaZimo, da je Stevec tega izraza ravno kovarianca. Velja namrec

K= L2 i=Xi=7)

= % Xiyi — ny,—flewr ny

= xy—xy—xy—l—xy
= Y-y

Skoraj enak ratun nam pokaZe, da je imenovalec enak 512, kjer je s1

standardna deviacija prvega stolpca. Velja torej k = 552
1
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S pomotjo kovariance in standardnih deviacij obeh stolpcev lahko
definiramo kovarianéno matriko

2
_ | st K
=% )
Ce vstavimo definicije s1, s, in K, dobimo

LR LSy
C = ! ;
[qz, oyl TS 2

|
—_
—
X
=<_.X

3~~~

1
= (X)X
(X7

kjer je X’ matrika centraliziranih podatkov.

Opomba: Matriko X’ dobimo tako, da v matriki rezultatov X, od vsakega
elementa odStejemo povpredje stolpca v katerem se nahaja.
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Opazimo, da se kovarianca vedno nahaja med —s;s in s1sp. To sledi iz
Cauchy-Schwartzove neenakosti

n n n
D xivil < 4| D02, D2
i=1 i=1 i=1
¢e obe strani delimo z n = (y/n)?. Zato pridemo na idejo, da bi definirali
K
r=—
5152

Temu izrazu pravimo korelacija (ali korelacijski koeficient) obeh stolpcev v
matriki podatkov. S standardiziranimi podatki se izraza takole

n

1 1 <
r=——2 xyi=_> Xy
i=1

nsi1So <
1=

Torej je korelacija enaka ni¢ natanko tedaj, ko sta stolpca v standardizirani
tabeli podatkov ortogonalna.
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Definirajmo e korelacijsko matriko
1 r
it

Opazimo, da velja

P = (TR FThr ]
;Z;:lxiyi EZizl()’i)
1! 1
Y-
e o
- ! " .
n y1 yn
N Yo
— l(X”)TX”
n

kjer je X" matrika standardiziranih podatkov.

Opomba: Matriko X” dobimo tako, da v matriki centraliziranih podatkov
X' vsak stolpec delimo z njegovo standardno deviacijo.
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Posplosimo sedaj definicije iz dveh na p merilnih naprav. Naj bo
x;j podatek j-te merilne naprave pri i-ti ponovitvi poskusa.

1. merilnik | 2. merilnik | ... | p-ti merilnik
1. ponovitev X1,1 X1,2 o X1,p
2. ponovitev X2,1 X2,2 . X2.p
n-ta ponovitev Xn,1 Xn,2 Xn,p
povpredje X1 X o Xp
stand. deviacija s1 S Sp

Za vsak stolpec v tabeli smo izradunali povpredje in standardno deviacijo

n n
___1 N o 1 Y
XJ_E' Xijs 5= 4 (xij — %)
i=1 i=1
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Matriki X = [x; ;] pravimo matrika podatkov. Njena velikost je n x p,
kjer je n Stevilo ponovitev poskusa, p pa Stevilo merilnih naprav.

Matriki X" = [x; ], kjer je

Xjj=Xij =%
odmik od povpreéja, bomo rekli centralizirana matrika podatkov.

Matriki X" = [x{fj] kjer je
xij=xi /s = (xij — %j)/sj

standardiziran odmik, bomo rekli standardizirana matrika podatkov.
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Kovarianca j-tega in k-tega stolpca matrike X je enaka

10
CJ',k = n Z(Xf,j X )(Xl k — Xk Z Xij /k
i=1

Opazimo, da je Cj; = S; kjer je s; standardna deviacija j-tega stolpca
matrike X. Kovarianéna matrika C = [C; /] zado%¢a

C — E(X/)Txl
n

Korelacija med j-tim in k-tim stolpcem matrike X je enaka

ik = Cik/(55K)
Velja =1 < rjx < 1in rj; = 1. Korelacijska matrika R = [r; x| zado3¢a
R — E(X//)TX//
n

Jaka Cimpri¢ ( FMF UL) Devetindvajseto predavanje maj 2021 12 /23



10. Metoda glavnih komponent (PCA)
Naj bo X’ centralizirana matrika podatkov za nek poskus.
(Pozor, nekateri raje delajo s standardizirano matriko podatkov X".)

Radi bi zmanj%ali 3tevilo stolpcev matrike X’ (iz p na k), ne da bi pri tem
izgubili veliko informacij. Ideja je, da si zapomnimo samo take linearne
kombinacije stolpcev matrike X’, ki imajo najvejo standarno deviacijo.

Spomnimo se, da vsako linearno kombinacijo stolpcev X’ lahko zapi¥emo
kot X'w za nek vektor w. Ponavljamo naslednji postopek:

@ Poiddi tak normiran vektor wy, da ima vektor y; := X'wq najvegjo
moZno standardno deviacijo.

@ Med vsemi normiranimi vektorji, ki so ortogonalni na wy, poisci tak
vektor ws, da ima y» := X'wy najve&jo mozno standardno deviacijo.

@ Med vsemi normiranimi vektorji, ki so ortogonalni na wy in wy, poiséi
tak vektor w3, da ima y3 := X’w3 najve&jo moZno stand. deviacijo.

Kon&amo, ko se X’ ujema z y1W1T+ . —|—ykaT do predpisane natan&nosti.
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Opomba: Vektorjem y1, ..., yx bomo rekli glavne komponente
matrike X', vektorjem wy, ..., w, pa glavne osi matrike X'.
Pozor, terminologija se zelo razlikuje od avtorja do avtorja.

Trditev 1

Za vektorje wi, wo, wa, . .. lahko vzamemo kar lastne vektorje kovarianéne
matrike C, ki ustrezajo prvi, drugi, tretji, ... najvedji lastni vrednosti.

Opomba: Lastni vektorji kovarianéne matrike

1
C = 7()(/) Txl
n
se ujemajo z lastnimi vektorji matrike
(X/)Txl
ti pa se ujemajo s stolpci matrike Q> v singularnem razcepu

X' = QDQJ
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Dokaz. Naj bodo A1 > ... > ), lastne vrednosti matrike C in naj bodo
Vi,..., Vp pripadajoti lastni vektorji. Poskrbimo, da so ortonormirani.

Vsak normiran vektor w € RP lahko zapisemo kot w = B1vi + ...+ Bpvp
kjer je B2 + ...+ ﬁf}. = 1. Standardna deviacija vektorja X’w je enaka

T = X T00w)
_ VwTw
- \/(ﬁlvl+...+prp)T(ﬁ1)\1v1—i—...—i—ﬂp)\pvp)
= \/B A+ B2,
- \/(1—B2—...—Bg))\1+6§)\2+...+ﬁg)\p
= M= (B0 X) + B2 - )
< VA

Enadaj je olitno dosezen pri w = vy. Torej lahko vzamemo wy = v;.
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Vsak normiran vektor w € RP, ki je ortogonalen na v; lahko zapisemo kot
w="yvv+...+ YV,

kjer je 3 + ... +~3 = 1. Standardna deviacija vektorja X'w je enaka

OX'w = VWTCW
= Bt 2
= \/(1—’)/3%—...—7%))\2+’7§)\3+...+7[%)\p

_ \/)\2 — (B2 = A3) + o+ 2(N2 = Ap))

< VX

Enadaj je doseZen pri w = v, zato lahko vzamemo wy = vy.

Normiran vektor w € RP, ki je ortogonalen na v; in v» lahko zapisemo kot
W =083v3+ ...+ OpVp, kjer je 63 + ...+ 5,2, = 1. Podobno kot zgoraj je
ox'w < A/A3 in enalaj je doseZen pri w = v3. To lahko nadaljujemo. []
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Trditev 3

Ce je i # j, potem je kovarianca med stolpcema y; in yj enaka nic.

Dokaz: Ker sta stolpca y; in y; linearni kombinaciji stolpcev matrike X',

sta njuni povpredji enaki ni¢. Torej je njuna kovarianca enaka

1
K = ;<yl7yj>
1 7
= Eyj Yi
1
= S (X)T(X'w)
= WjTCW,'
= w(A\iw)
= Ai{w;, wj)
=0

Opomba: Razli¢ne glavne komponente X’ so torej nekorelirane.
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V nadaljevanje nas bo zanimalo, koliksno napako naredimo,
&e matriko X’ zamenjamo z matriko ylwlT +...+ ykwkT.
Napako bomo merili s Frobeniusovo matri¢no normo.

Uvedimo nekaj oznak. Za vsak k =1,..., p naj bo
Wk:[Wl Wk] in Yk:[}/l yk]:X/Wk
Ocitno je

YiW/! = yiwy +.. 4 yew]

Iskana napaka je torej

-
IX" = YW, |

Trditev 4 (Geometrijski pomen Y, W, in || X" — Y, W, |))

Ce i-to vrstico matrike X’ ortogonalno projeciramo na podprostor

Lin{wy,...,w] } v RP, potem dobimo ravno i-to vrstico matrike YW, .

Vsota kvadratov oddaljenosti vrstic matrike X’ od njihovih ortogonalnih

projekcij na podprostor Lin{wy’, ..., w,} je torej enaka || X’ — YW, ||>.
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Vsaka koordinatna os ustreza eni merilni napravi. Na skici je p = 2.

Vsaka modra totka ustreza eni vrstici matrike X’, torej eni ponovitvi poskusa.
Modra premica ustreza podprostoru Lin{w,’, . ,WkT}. Na skici je k = 1.
Vsaka rdeta totka ustreza eni vrstici matrike YW,

Jaka Cimpri¢ ( FMF UL) Devetindvajseto predavanje

maj 2021 19 /23



Dokaz. Vrstice matrik X’ in Y, W,T ter vektorji wy,..., w,/] so vrsti¢ni
vektorji dolzine p. Ker so wy, ..., wy ortonormirani, so tudi WlT, ceey wkT
ortonormirani. Naj bo x(7) j-ta vrstica matrike X’. Njena ortogonalna

projekcija na podprostor Lin{w;', ..., wkT} je enaka Zjlf:1<x(i), WJ-T> WJ-T.

Najprej opazimo, da je skalarni produkt <x(i), WJ-T> enak matri¢nemu

produktu x(i)vu/j. Poleg tega je

k ' W1T '
Z<x('),wf>wf = [ xDwy . xOw ]| 1 | =xDwew.
j=1 w,|

Tudi i-ta vrstica produkta X'(W,W,T) je enaka x(D W, W,T.

Drugi del trditve sledi iz prvega dela in naslednjega racuna. Za poljubni
matriki A in B iste velikosti n x p velja

n p n
IA=BIP =" (aij— bij)* =Y _[aD = D)2 O
i=1

i=1 j=1
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Trditev 5

Ceso Ny >...> Ap lastne vrednosti kovarian&ne matrike C = %(X’)TX',
potem je [IX' — Vi W[ [ = n(Aks1 + ... + Ap).

Dokaz. lIzraunajmo razdaljo med X’ in Y WkT v Frobeniusovi normi. Naj
bo X' = UDW' singularni razcep matrike X’ in naj bo W = [ We Z ]
zanek Z. lz [ =WTW=WT[ W, Z]=][WTW, WTZ ] sledi

WTW, = [ lk ] Naj bo Dy matrika, ki jo dobimo iz D tako, da vse

0
diagonalne elemente razen prvih k zamenjamo z ni¢. Opazimo, da velja
v w,/! = x'ww,] = ubw™w,w,] = Ub [ ’5 } w,] =

T T
:UDk[IS]WkT:UDk[MSk ]:UDk[VZVkr]:UDkWT

Odtod sledi, da je v Frobeniusovi normi
IX" = YW/ || = |U(D = DOWT || = ||D — Dx|-
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CesoNy >...> Ap lastne vrednosti matrike C = %(X')TX’, potem so
n\1 > ... > n), lastne vrednosti matrike (X’)7X’. Odtod sledi, da so
VnA1 > ... > /n)\p diagonalni elementi matrike D. Torej je

ID = Dil® = (V’rds1)> + -+ (V)2 = n(kga + o+ Xp). O

Naslednja posledica Trditve 5 nam pove kako izbrati k, da doseZemo
predpisano natan&nost.

Posledica

p 0 2 o
Ce za nek k velja Ak1 +... 4+ Ap < =, potem je [ X' — YW/ || <e.
A1t +Ap X' =YW/ |2

Ce pa za nek k velja Xt Ak F Akt Ap X'

< g, potem je <e.
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Za konec si oglejmo povzetek algoritma za racunanje glavnih komponent.
Preberi matriko podatkov X in predpisano relativno natanénost ¢.
Zapomni si povpre¢ja stolpcev matrike X; x := [ X1 ... Xp ]
Centraliziraj matriko podatkov; X' := X — e'x, kjer e = [1,...,1].

©0 00

Poisti singularni razcep X’ = UDWT, kjer za diagonalne elemente
matrike D (=singularne vrednosti matrike X’) velja o1 > ... > op.
2 2
oi+..+op 2
e S
Zapomni si prvih k stolpcev matrike W (= Wy = glavne osi X') in
prvih k stolpcev matrike UD (= Y\ = glavne komponente X’)

/_ T
@ Velja X700l <o Torej je Vi W, dober priblizek za X'.

Odtod sledi, da je YiW,T + e x dober priblizek za matriko X.

©

Poisci tak k, da velja

©
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