Teorija mere: 1. kolokvij
26. 11. 2015

Cas pisanja je 120 minut. Mozno je doseci 110 tock. Vse odgovore dobro
utemelji. Veliko uspehal

Ime in priimek Vpisna Stevilka

1. naloga (25 tock)
Druzina podmnozic A mnozice celih §tevil Z je definirana kot
A={ECZ: zavsakneNje2nec E<2n+1¢€ E}.
a) (10 tock) Pokazi, da je A o-algebra na Z.
b) (5 tock) Ugotovi, katere od mnozic {0}, {1}, {1,2}, {1,2,3} in {2,4} so merljive?

c) (10 tock) Funkcija f : Z — Z je podana s predpisom f(n) = n — 2. Obravnavaj merljivost
funkcij f, 71 : (Z,A) — (Z, A).

M o w




2. naloga (25 tock)

Ali obstaja taka Borelova mera pu, definirana na kvadratu [0, 1] x [0, 1], da za vse pravokotnike
oblike [0,a] x [0,b], kjer je 0 < a,b < 1, velja

w1([0,a] x [0,0]) = max{a, b}?

Nasvet: Koliko bi morala biti mera pravokotnika oblike [0, a] x [c,b], ¢e je a > bin 0 < ¢ < b?



3. naloga (25 tock)

Na Borelovi o-algebri B realne osi je definirana mera p s predpisom
W(E) = 8o(E) +m(E N [1/2,1)).
Definirajmo zaporedji funkcij f, = \/ﬁX[Q 1 in g, = \/TTLX[LA’”. Obravnavaj konvergenci
fn — 0ing, — 0
n—oo n—oo
a) skoraj povsod

b) po meri

c) skoraj enakomerno.



4. naloga (35 tock)
Naj bo C Cantorjeva mnozica.

a) (7 tock) Dokazi, da je C' natanko mnozica vseh z € [0, 1], ki se lahko zapisejo v obliki

oo
Z In kjer za vsak n € N velja a, € {0,2}.

TL’
n=1

b) (10 tock) Dokazi, da je C + C =1[0,2], kjer je C+C ={x+y: z,y € C}.

c) (18 tock) Dokazi, da obstaja algebrai¢na baza vektorskega prostora R nad obsegom Q, ki
je Lebesgueovo merljiva mnozica. Opomba: Izkaze se, da nobena algebrai¢na baza za R nad
Q ni Borelovo merljiva.



