. . . 9, T—— 9
Analiza 3: 1. izpit 9880 sa000000 9232
9080 ©00000006 0303
29. 1. 2021 10% — 110 §858 82388238 8558
= . .. . . . .. . 06 660660006 &°
Cas pisanja je 90 minut. Mozno je doseci 100 tock. Vse odgovore dobro Sedez (2.05)
utemeljite. Veliko uspehal
Ime in priimek Vpisna Stevilka

1. naloga (25 tock)

Dan naj bo integral s parametrom

I(a) = /000 o <1 _ €ax2> dx .

22
a) Doloci konvergenéno obmocje integrala I(a).
b) Izracunaj I(0) in I(1).

¢) Izra¢unaj odvod I'(a) v notranjosti konvergenénega obmocja. Odgovor utemelji!

Resitev:
e—a2z2 1760‘12)
lirr(l) ——2 " = —a, tako da je problem le v co. Integral preoblikujemo v
T—
o0 efanQ _ e(a7a2)1‘2
I(a) :/ 5 dx
0 X

Ce je a = 0 imamo | (0) = 0, pri @ = 1 tudi konvergira, sicer pa mora biti koeficient a — a? strogo
negativen, da bo integral konvergiral. Dobimo torej, da je konvergen¢no obmocje

(—o00,0]U[1,00).
Velja

per-partes (u = e~ — 1, dv = 2 dx)
.= —2/()00er dr = —/ooet\/idt =-T(3)=—Vr.
Velja
I'(a) = /000 —2ae_a23”2—(1—2@)6(‘1_“2)9”2 dx = ...(uporabimo Gama funkcijo)... =

Odvajanje je utemeljeno, saj za [c,d] C (1,00) velja

2

| — 2ae~ " — (1-— 2a)e(“*“2)x2| < 2de~" 4 (2d — 1)67(6276)35 a € [c,d].

Integral tega zadnjega izraza konvergira in to po Weierstrassovem kriteriju implicira enakomerno
konv. na [c¢,d] C (1, 00).
Podobno za [¢,d] C (—o0,0) dobimo

| — 2ae~"" — (1- 2@)6((17(12)%2’ < 2ce” " 4 (1- 20)e*(d2*d)“2 a € e, d].

Integral tega zadnjega izraza konvergira in to po Weierstrassovem kriteriju implicira enakomerno
konv. na [¢,d] C (—00,0).

M s w




2. naloga (25 tock)
Dano je nehomogeno telo
V= {(ac,y, €R3 (a: +y2+ 2 ) §x2+y2} ,

katerega gostota v tocki (z,v,2) je dana s funkcijo p(z,y, 2) = 22.

Izracunaj maso telesa V.

Resitev:

V sferi¢nih koordinatah je telo opisano z

€[0,2n] v e0,7] re]l0,Vsind].

Masa telesa je

2w Vsind
M = / dgp/ d19/ r? sin 9r? cos® 9 dr =

T Sln 2
:277/ sin ¥ cos? 19d19/ rtdr = % smz YecosZ 9 dy = ?B(‘% %)
0 0

0



3. naloga (25 tock)

Naj bo
z(t) = Ax(t) + f(t)

nehomogen sistem n linearnih enacb.
Naj bo A = —1 lastna vrednost matrike A in V pripadajo¢i lastni vektor. Naj bo

fit)y=1*Vv.

Dolo¢i funkcijo ¢(t) tako, da bo
zp =@(t)V

partikularna resitev danega sistema enacb z lastnostjo, da je z,(0) = 0.

Resitev:

Vstavimo ¢(t) V' v sistem in dobimo
GV =—pV+12V,

kar nam da
o+ =t2.
Splosna resitev te diferencialne enacbe je
ot)=Ce ' +2 -2t +12,

¢e upostevamo Se z,(0) = 0 pa dobimo C' = —2 in konéno

zp(t) = (22t + 12 -2 V.



4. naloga (25 tock)

Izracunaj

sin z
dz,
/K,22+1 ¥

D ={zeC;Im(z) €0,2]},

kjer je K rob obmocja

orientiran kot je prikazano na spodnji sliki:

(£ l l
<« < <
D

v

h' 4
'
e’

=

Resitev:

Znotraj obmocja D je le singularnost z = 7. Velja

. . . . —
/ 2 Gz = 2mi Res | i) = 2mi lim o= — 27i S _ gy SO0 G un(1).
Kk 2e+1 z¢+1 z—iz2 41 21 21

(Velja sin(x + iy) = sinz cosh y + i cos z sinh y)
Ker gre za neomejeno obmocje, integral gledamo kot limito R — oo po (pozitivno orientira-
nem) robu obmocja

Dr={z€C; R(z) € [-R,R], S(z) €[0,2]}

ya Z ya ya
: A ~N ~ N ‘
I 1
I ?J’Z 1
I 1
D i
I 1
I 1
I 1
I 1
ol N L L L .
%\ rd Fd Fd Fd R
Al

o

Poglejmo integral po v1(t) = R +it, t € [0,2]. Imamo

/ sin z J /2 isin(R + it) &t
iduantodiy PORRY B Sl AN
oy 2241 0 (R+it)2+1

2 . . . 2
/ i sm(E + it) dt‘ < /
o (R+it)2+1 0

Velja

dt - 0za R — o

.. . 2 2
zsm(E—i—zt) it < / 1+e
(R+it)>+1 o R?-3




Podobno za y»(t) = —R+i(2 —t), t € [0,2] in imamo

/ sin z dz:/2 —isin(—R+i(2—t))dt
0

b 2241 (—R+i(2—1))2+1

Velja

dt—>0zaR—>oo

[l

tako da rezultat (z zacetka re51tve) velja.

R2



