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Cas pisanja je 90 minut. Mozno je dosec¢i 100 tock. Vse odgovore dobro Sedez (2.05)
utemeljite. Veliko uspehal
Ime in priimek Vpisna stevilka

1. naloga (25 tock)
Dan naj bo krog K radija R > 1.

a) Parametriziraj krivuljo, ki jo opiSe tocka z roba kroga radija 1, ki se kotali po notranjosti
kroga K in gre skozi tocko (R, 0).

b) Naj bo R = 4. Izra¢unaj dolzino krivulje 7(¢) za t € [0, 27].

c) Po kateri krivulji se tocka giblje v primeru, da je R = 27
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Resitev:
Dobimo

7(t) = (R — 1) cost, (R — 1)sint) + (cos(t — Rt),sin(t — Rt)) teR

Za R = 4 imamo )
|7(t)| = 6] sin 2¢]

tako da dolzina znasa

™

L:4/2 6sin2tdt = ... = 24.
0

Pri R = 2 dobimo
7(t) = (2cost,0)

tako da se tocka giblje po daljici med tockama (—2,0) in (2,0).



2. naloga (25 tock)

Dan je integral s parametrom

I(a) = /Ooo In(ax —G—x\g/l + z2)

a) Pokazi, da integral I(a) konvergira za vse a > 0.
b) Ali je I(a) zvezna funkcija na intervalu [0, c0)?
c) Ali je I(a) odvedljiva funkcija na intervalu [0, 00)?

d) Izracunaj I(0).
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Resitev: Pri spodnji meji zapiSemo

1 In(az+v1+x2)
/ — T dx
0

1
T2
in

z—0
torej pri x = 0 integral konvergira.

Pri zgornji meji z = oo pa lahko zapiSemo integral kot

1 V14 a?
lim n(ar + V1+ %) =L'Hop=a
x

1 In(az+v1+22)

Intaz+vi+a?)
xz; dx
0 T4
in ker je
1 V1 2
lim n(az + T + %) =L'Hop=0
T—r00 xra

in integral konvergira tudi pri zgornji meji.
Na poljubnem intervalu [0, M] C [0, c0) imamo

In(az + V1 + 22)

X

< In(Mz 4+ V1 + 22?)

3
2

N

x

torej po Weierstrassovem kriteriju integral na [0, M| konvergira enakomerno, torej I je zvezna
funkcija.
Velja

/ . o 1 -
I(a)—/o \/E(aac+\/1+x2)d ’

kar velja, saj na [0, c0) velja

1
VEWVIFa2)

kar po Weierstrasu pomeni, da integral za I’ konvergira enakomerno na [0, o), torej je I odve-
dljiva.
Velja

1
Va(ax + V1 + x?) =

1(0)

*®Inv1 2
/ % dx = per — partes + Beta = mv/2.
0 xr2



3. naloga (25 tock)

Dano naj bo homogeno telo
T={(z,y,2) ER¥; y? + 22 <e 2, 2>0}.

Izrac¢unaj vzrajnostni moment J, telesa T' (glej sliko).

z

Nasvet: Uporabi primerno prirejene cilindriéne koordinate.

Resitev:
Uporabimo varianto cilindri¢nih koordinat prirejenih za to situacijo
r=1x Yy=rcosp z=rsing,

kjer ¢ € [0,27], x € [0,00), r € [0,e” 7], determinanta Jacobijeve matrike pa je r. Dobimo

integral
27 ) e " 571
Jz:/ dgo/ dw/ (22 +r2cos? p)rdr=... = —.
0 0 0 16



4. naloga (25 tock)

Dana naj bo diferencialna enacba
22y + 4y =V oz >0.

Poiséi splosno resitev dane diferencialne enacbe. Uporabi dejstvo, da je ena od reSitev homogene

diferencialne enacbe z%y” + 4y’ = 0 enaka y;(z) = 1.

Resitev:
Velja
4
W(z)=e¢ Jzd =54

in ¢e vzamemo y; = 1, potem za yo dobimo

Splosna resitev homogene enacbe je torej

y=A+Bxz3 A BecR
Za variacijo konstante dobimo pogoja
Cy+273Ch=0 —3z74Ch = v 2
od koder dobimo 5 5 .
Cy = —ﬁ:ﬁ Cq = gsci ,

kar nam da splo$no reSitev
4
y:A—l-B:U*?’—I-?x%.



