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Algoritem RSK

POVZETEK

To je osnutek moje diplomske naloge o algoritmu RSK. Poudarek je narejen na
njegovi uporabi pri preucevanju simetri¢nih funkcij. Natanc¢neje, nam bo algoritem
RSK bistveno pripomogel pri dokazu Cauchyeve identitete, ki pokaze, da Schurove
simetri¢ne funkcije sestavljajo ortonormirano bazo za algebro simetri¢nih funkcij.
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1. UvoD

Prvi del besedila je namenjen obravnavi simetri¢nih funkcij, kar vkljucuje njihovo
definicijo, nekatere baze simetri¢nih funkcij in skalarni produkt. V drugem delu
opisemo postopek algoritma RSK in v izreku zaokrozimo njegovo vsebino. Ta nam
nato omogo¢i, da dokazemo pomemben rezultat v teoriji simetri¢nih funkcij.

Skozi celotno nalogo bom upostevali:

e N={0,1,2,... }.

e Zapis A - n pomeni, da je A raz¢lenitev naravnega Stevila n.

e S Par oznacujemo mnozico vseh particij.

e Komporicije in particije bomo formalno obravnavali kot neskon¢na zapo-
redja, ki so od nekega indeksa naprej konstantno enaka ni¢. To pomeni, da bo
npr. raz¢lenitev (4,2, 1) formalno predstavljala zaporedje (4,2,1,0,0,...).

2. SIMETRICNE FUNKCIJE

Definicija 2.1. Naj bo K cel kolobar karakteristike 0. Z N* oznacujemo vsa
zaporedja naravnih Stevil, ki imajo le konéno mnogo nenicelnih elementov. Tedaj
definiramo K|[z1, 22, .. .|| kot mnozico vseh preslikav N> — K z definirano vsoto,
skalarnim mnozenjem in mnozenjem:

(f +9)(X) :==f(X) + g(X),
(E)(X) :=k(f (X)),
(f)X) = Y f(YV)9(2),

za f,g € Kllx1,22,...]], k € K in vse X € N*. Tako definirana struktura je
K-algebra, ki jo imenujemo algebra formalnih potencnih vrst v §tevno mnogo spre-
menljivkah.

Opombe:

e Algebra je komutativna in nima deliteljev ni¢a. Enoto podeduje iz kolobarja
K, zato ima karakteristiko enako 0.

e Vsota pri definiciji mnozenja je konc¢na, in zato dobro definirana.

e Kot je navada, elemente v algebri formalnih poten¢nih vrst oznac¢ujemo v

polinomski obliki. Tako npr. preslikavo f € K{[xy, z2,...]] s predpisom
1 o+t =2
f<x17x27'r37"'):{ .l 2
0 ,sicer

zapiSemo kot
X1, Xe,.. ) =X+ X1 X0+ X1 Xg+ -+ X2+ Xo X3 +--- .

Definicija 2.2. Homogena simetricna funkcija f reda n € N je element

K|[z1,xs,...]], za katerega koeficienti pri poljubnem ¢&lenu z'x5? - - - izpolnjujejo
pogoja:

e Koeficient je enak ni¢, razen Ce je iy + g + - -+ = n.

e Za poljubno permutacijo w naravnih 8tevil, je koeficient pri z7"z5* - -- enak

koeficientu pri @y, xuts) - -

Definiramo A% kot mnozico vseh homogenih simetricnih funkcij reda n nad kolobar-
jem K.



Nas predvsem zanima primer K = Q, pri katerem bomo indeks opuscali in pisali

A™. Krajsali bomo tudi z{'z5?--- z 2% (kjer x = (21, 29,...),a = (aq,a9,...)).

Homogene simetri¢ne funkcije so zaprte za mnozenje in seStevanje, zato nanje najprej
gledamo kot na vektorski podprostor, smiselno pa jih je tudi mnoziti.

Lema 2.3. Iz f € A% in g € A, sledi fg € N,
Definiramo
A=NaNa.

kjer so elementi A taksne vsote f = fo+ fi+---, fi € A, da je zgolj konéno mnogo
fi nenic¢elnih. Tako definirana A je QQ-algebra, imenujemo jo algebra simetricnih
funkciy. 'V naslednjih poglavjih bomo obravnavali nekatere njene baze.

3. BAZE IN SKALARNI PRODUKT

Algebra simetri¢nih funkcij je nepregledna, saj ima navadno vsaka funkcija ne-
skon¢no ¢lenov. Da jo lazje razumemo, obravnavamo njene baze. Izkaze se, da
obstaja ve¢ smiselnih baz, med katerimi ima vsaka svoje ugodne lastnosti.

Definicija 3.1. Pri danem A = (A, A, ...) F n, definiramo
my = Z:ca,

kjer a tece Cez vsa razlicna zaporedja (o, aq,...), ki jih dobimo s permutacijo
vektorja (A1, Ag,...).

Definicija 3.2. Za n € N in A € Par definiramo:

hn::Zm,\: Z Xy Ty,

AFn 1<z <zo<..<zp
h)\ = h)\lh)\Q"' s kjer )\:()\1,)\2,...>.

Mnozici taksnih funkcij re¢emo polne simetricne funkcije.

Izrek 3.3. MnoZici {my | A\t n} in {hy | A n} sta bazi za A". Splosneje polne in
monomske simetricne funkcije vsaka zase tvorita bazo za A.

Monomske simetri¢ne funkcije so definirane tako, da v njih naravno prepoznamo
bazo. Kot prikaz uporabnosti definicije polnih simetri¢nih funkcij predstavljamo
naslednjo trditev.

Obravnavali bomo produkt neskon¢no mnogo formalnih poten¢nih vrst. Formalno
se tega lotimo s pojmom konvergence, katerega bomo tu zaobsli. Za osnovno razu-
mevanje je dovolj privzeti, da je neskonc¢ni produkt vsota vseh monomov v razsiritvi,
ki vsebujejo le kon¢no mnogo spremenjivk.

Trditev 3.4. Definiramo formalno potencéno vrsto

H(t) = f: hat™ € A[[t]).

n=0

Tedaj velja zveza

H(t)= ][ -zt

1=0
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Sedaj bomo na algebri simetri¢nih funkeij definirali skalarni produkt z lastnostjo,
da sta si {m,} in {h,} dualni glede na ta produkt.

(mx, hy) = 6, za vsaki raz¢lenitvi A in p.

Oznaka d,, oznacuje Kroneckerjevo delto. S tem smo dobro definirali bilinearno
formo. Pokazimo, da je skalarni produkt.

Trditev 3.5. Bilinearna forma, definiran zgoraj, je simetricna in pozitivno defini-
tna, torej velja:

o (f,9) =19, f) zavse f,g € A.

o (f,f) > 0, za vse simetricne funkcije in enakost velja natanko tedaj, ko

f=0.

Lema 3.6. Naj bosta {uy} in {v\} bazi za algebro simetriénih funkcij, pri katerih
za vse A = n velja uy, vy € A". Tedaj sta {uy} in {v\} dualni, ée in samo ce velja

> ua(@)oaly) = [0 = ziyy) ™
A i,

Lema bo prisla prav pri Schurovih simetri¢nih funkcijah, katere bomo v nadaljeva-
nju definirali preko polstandardnih Youngouvih tabel (krajsamo: SSYT). Te so skupek
naravnih Stevil, razporejenih v obliki diagramov razclenitev, tako da so Stevila v po-
sameznih vrsticah razporejena Sibko narascajoce, v stolpcih pa strogo narascajoce.
Glej spodnji primer tabele T' = (T;;).

113 4
2 55
4

Tabeli naravno pripada taka razclenitev A, da za vsak nenicelni \; velja, da so
T, ..., ;) natanko tista mesta v vrstici 7, ki so zapolnjena s Stevili. Razc¢lenitvi
A bomo rekli oblika SSYT in pisali A = sh(7T'). Recemo, da ima SSYT T tip o« =
(o, g, ... ) in oznacimo o = type(T), ¢e tabela vsebuje a; Stevil @ (1 = 1,2,...).
Zgornja tabela je oblike (4,3,1,0,...) in tipa (2,1,1,2,2,0,...). Ce ima SSYT T
tip «, piSemo

T) (T
2T — ptype(T) _ xtln( )ng( ).
Tako imamo v naSem primeru 27 = 222232322,

Definicija 3.7. Naj bo A razélenitev. Definiramo
sy(z) = Z o' € Q[[ry, 1y, ... ]],
T, sh(T)=\

kjer T v vsoti tece po vseh SSYT tipa A. Tako definirani funkciji s, re¢emo Schurova
funkcija oblike .

Izrek 3.8. Za vsako A\ t=n € N, je s\ simetricna funkcija.

Ni takoj jasno, zakaj bi bile simetri¢ne funkcije taksne oblike ugodne. Izkaze se,
da tvorijo eno najpomembnejsih baz.

Izrek 3.9. Pri nekem n € N, mnoZica {s\ | A\ b n} sestavlja bazo vektorskega
prostora A™.



4. ALGORITEM RSK

Definiramo N-matriko kot matriko poljubne velikosti, katere ¢leni so naravna Ste-
vila.

Algoritem RSK je postopek, preko katerega neki N-matriki, ki ima le konc¢no
mnogo nenic¢elnih elementov, priredimo par polstandardnih Jangovih tabel, ki imata
enako obliko. Kombinatori¢no bistvo lezi v tem, da RSK algoritem inducira bijekcijo
med tema strukturama. To lastnost bomo kasneje izkoristili pri obravnavi Schurovih
funkciy.

Osnovna operacija RSK algoritma je wvstavljanje P < k naravnega Stevila k v
SSYT P = (FP,;). Operacija P < k je definirana takole: Oznako k si predstavljamo
kot spremenljivko, v kateri imamo shranjeno Stevilo, katero v tistem trenutku vsta-
vljamo. Naj bo r najveCje naravno Stevilo, za katerega velja P ,_; < k. Tedaj k
vstavimo na mesto P, in element, ki je bil prej na tem mestu, shranimo v spre-
menljivko k. Rekli bomo, da je Stevilo k izrinilo stevilo P;,.. Nato nadaljujemo z
vstavljanjem novega Stevila k£ v naslednjo vrstico, kar naredimo po istih pravilih s
katerimi smo izrivali iz prve vrstice. To ponavljamo, vse dokler ni £ vecji ali enak,
kot najvecje Stevilo v vrstici. V tem primeru je mesto P Se nezasedeno mesto v
tabeli in vanj preprosto vstavimo Stevilo k, kar zakljuci postopek. Dobljeno tabelo
bomo oznacili s P < k.

Kot primer vzamemo neko SSJT in vanjo vstavimo $tevilo 3. S poudarjenimi
¢rkami smo oznacili tista mesta, ki so se tekom vstavljanja spremenila.

P+ 3
3 3
5

=~ DN =
Cﬂ»—l'w

1
2
4

O s =

Trditev 4.1. Ce je P SSYT in k naravno &tevilo, je tudi P < k SSYT.

Sedaj bomo s pomodjo vstavljanja definirali RSK algoritem. Naj bo A = (a;;)i j>1
N-matrika z kon¢no mnogo nenicelnimi elementi. Spomnimo se, da so N-matrike
tiste matrike poljubne velikosti, katerih ¢leni so naravna Stevila. Matriki A priredimo
posploseno permutacijo ali dvovrsticni nabor wy

za katerega velja:

(1) i1 <idg < - v v <y
(2) Ce velja i, = is in r < s, tedaj veja tudi j, < j,.
(3) Za vsak par (i,j) obstaja natanko a;; naravnih $tevil r, da velja (i,,7,) =
(i,5)-
Vsaka N-matrika enoli¢no dolo¢a posploSeno permutacijo in tudi vsaka posplosena
permutacija, ki izpolnjuje pogoje (1), (2) in (3), dolo¢a N-matriko.
Sedaj vzamemo (P(0),Q(0)) := (0,0) (kjer @ ozna¢uje prazno SSYT) in rekur-
zivno definiramo (za t =1,--- ,m)



P(t+1) = P(t) < jis1,
Q(t+ 1) = SSYT, ki jo dobimo tako, da tabeli Q(t) dodamo
Stevilo i;11, tako da imata Q(t + 1) in P(t 4 1) enako obliko.

Na koncu dobimo dvojico (P(m),Q(m)) in ozna¢imo

RSK
A== (P(m),Q(m)) =: (P, Q).
Ta postopek oziroma korespondenco med A in (P, Q) imenujemo algoritem RSK.

Izrek 4.2. Algoritem RSK inducira bijekcijo med N-matrikami s koncéno mmnogo

nenicelnimi elementi in dvojicami (P, Q) SSYT iste oblike. Ce za neko N-matriko

A in neko dvogico (P, Q) velja A H5K, (P,Q), tedaj morata imeti matrika in dvojica

nekatere skupne lastnosti:
(1) Stevilo j se pojavi v P natanko Z a;; krat.
(2) Stevilo i se pojavi v Q natanko Z a;; krat.
J
Sledi glavni rezultat te naloge, ki bo kombinatori¢no vsebino algoritma RSK upo-
rabil v teoriji simetri¢nih funkcij.

Izrek 4.3. (Cauchyjeva identiteta)
Velja zveza

H(l —zy;) = Z sx(x)sa(y),
irj A
kjer vsota na levi tece cez vse razélenitve .

Na levi strani Cauchyeve identitete prepoznamo N-matrike, na desni pa dvojice
SSYT istih oblik. Ce uporabimo Se lemo , neposredno sledi naslednji rezultat.

Trditev 4.4. Schurove funkcije tvorijo ortonormirano bazo za definirani skalarni
produkt.
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