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1 Uvod

Bellovi polinomi izvirajo iz prestevanja razlicnih tipov razdelitev konc¢nih
mnozic. Lahko jih preuc¢ujemo z vidika t. i. umbralnega rac¢una, ki je moc¢no
orodje za izpeljavo in dokazovanje identitet o nekaterih druzinah polinomov.

2 Definicija Bellovih polinomov

Bellove polinome je najnaravneje definirati na kombinatoricen nacin. Naj-
prej opazujmo razdelitve neke kon¢ne mnozice X na bloke. V ta namen
definirajmo Bellove polinome B, ; kot druzino polinomov, indeksirano po
spremenljivkah n — ta predstavlja mo¢ mnozice X — in pa k, ki predstavlja
stevilo blokov v razdelitvi.

Zelimo, da vsak tak polinom vsebuje informacije o velikostih teh blokov
in stevilu blokov doloc¢ene velikosti. To informacijo bodo zakodirale spremen-
ljivke Bellovega polinoma, ki jih ozna¢imo z x;, kjer i € {1,2,...,n—k+1}.
Te spremenljivke predstavljajo posamezne bloke, indeks ¢ pa velikost tega
bloka.

Posamezne razdelitve nato predstavimo z mnozenjem teh spremenljivk.
Na primer, ¢len x3xs bi predstavljal razdelitev mnozice X na dva bloka:
enega velikosti 3, drugega velikosti 5.

Ker hocemo, da Bellovi polinomi zakodirajo informacijo o vseh moznih
razdelitvah mnozice X, bomo obstoj vec¢ razli¢nih razdelitev nakazali s se-
stevanjem clenov, ki predstavljajo posamezne razdelitve. Na primer, vsota
4rixs+ 3x§ (ki jo lahko zapisemo tudi kot x1x3+ x123 4+ 2123 + 2123 + 222 +
ToTy + ToT2) nam pove, da obstajajo Stiri razdelitve tipa xjxs (razdelitve
na en enojec in en blok velikosti tri) in tri razdelitve tipa z3 (razdelitve na
dva bloka, oba velikosti dve). Ta vsota ravno ustreza Bellovemu polinomu
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Bys(x1, 9, x3). lIzraz nam torej pove, da lahko mnozico stirih elementov
razdelimo na dva bloka na sedem razlicnih nacinov.

2.1 Eksplicitna formula

Iz kombinatori¢ne definicije se da izpeljati Se eksplicitno formulo:

Trditev 1. Za Bellove polinome B, velja

n' TL—]{?+1 T C;

. K3

Bn,k(l‘h Ta, ..., xn—k+1) = Z I ] H ( -;) )
C1: C2t .. Cp—k410 [ 1

kjer vsota tece po vseh ci, co, ..., Ch_i1, da velja c1, co, ..., Chpr1 > 0,
cate+ oo Feppri=kincg+2c0+ ... +(n—k+ 1)k =n.

3 Umbralni rac¢un

Umbralni rac¢un je glavno orodje za studiranje lastnosti Bellovih polinomov,
temelji pa na t. i. umbralni algebri.

S P bomo oznacevali algebro polinomov ene spremenljivke, s P* pa dualni
prostor P-ja. Ce imamo funkcional L € P*, potem bomo njegovo delovanje
na polinom p € P oznacevali z (L | p(x)).

Da bo P* postal algebra, moramo definirati Se operacijo mnozenja:

Definicija 1. Naj L, M € P* in p € P. MnoZenje definiramo kot
n " n n—
wr a7 = (F)o o |
k=0
S tem mnoZenjem P* postane algebra, ki ji pravimo umbralna algebra.
Omejimo se le na doloc¢ene druzine polinomov.

Definicija 2. Zaporedje polinomov (p,(x))nen, je binomskega tipa, ce ve-
lja po(x) = 1 in ¢e za vsak n > 1 velja deg(p,) = n ter t. i. binomska

identiteta: p,(x +y) =X}, (Z)pk(x)pn,k(y)

Izkaze se, da so tudi Bellovi polinomi zaporedje binomskega tipa.
Na umbralni algebri uvedemo Se topologijo:

Definicija 3. Naj L € P*. Zaporedje (Lp)nen,, Ln € P*, konvergira k
funkcionalu L, kadar za vsak p(x) obstaja ng, da (L, | p(z)) = (L | p(z)),
za vse n > ny.



Naslednja trditev nam poda koristen kriterij za dolocanje konvergence
vsote funkcionalov:

Trditev 2. Naslednje trditve so ekvivalentne:
1. (L|1)=
2. Zaporedje L* konvergira k 0,
3. >t arLy konvergira za poljubno zaporedje ay.
V ludi te trditve vpeljemo naslednjo definicijo:

Definicija 4. Naj L € P* funkcional. Ce velja (L | 1) =0 in (L | z) # 0,
potem mu pravimo delta funkcional.

Delta funkcionali so bistvenega pomena v umbralnem racunu, saj se iz-
kaze, da jim lahko dolo¢imo dva posebna zaporedja polinomov.

Definicija 5. Naj L delta funkcional. Zaporedje polinomov p,(x) mu je
prirejeno, ce velja
<Lk | pn($)> = n!(sn,ka

za vse n, k >0, kjer 0, Kroneckerjeva delta.

Izkaze se, da je prirejeno zaporedje funkcionalu enoli¢no doloceno. Celo
ve¢: vsako zaporedje, ki je prirejeno kakemu delta funkcionalu, je zaporedje
binomskega tipa.

Naslednji izrek nam pove, da se da vsak funkcional izraziti kot linearna
kombinacija potenc kateregakoli delta funkcionala.

Izrek 1. (RazSiritveni izrek) Naj M funkcional, L delta funkcional s pri-
rejenim zaporedjem p,(z). Potem velja

M = ZM|pk >>L

Izkaze se, da so koeficienti te linearne kombinacije natanc¢no doloceni.
Obstaja Se drugi nacin, da delta funkcionalu dolo¢imo polinomsko zapo-
redje:

Definicija 6. Naj L delta funkcional. Njegovo konjugirano zaporedje je

[e'¢) k "
o) 5 1

k=0



Spet se izkaze, da je to zaporedje delta funkcionalu enoli¢no doloceno. Se
ve¢: vsako zaporedje binomskega tipa je konjugirano zaporedje nekega delta
funkcionala.

Ta dva tipa zaporedij sta v umbralnem racunu bistvenega pomena. Med
drugim lahko Bellove polinome zapisemo kot konjugirano zaporedje nekega
delta funkcionala.

4 Aplikacija umbralnega racuna na Bellovih
polinomih

Bellove polinome lahko povsem karakteriziramo z orodji umbralne algebre.
V ta namen definiramo naslednji delta funkcional L, da velja:

(L*|1)=0

(LF | 27) = x;

zal<j<n-—k+1
Izkaze se, da lahko Bellove polinome izrazimo s tem delta funkcionalom.

Trditev 3. Za delta funkcional L, kot definiran zgoraj, velja:

Lk "
Brg(@1, .. Tpopr1) = <]€||>

5 Momenti in kumulanti

Bellove polinome lahko med drugim uporabimo v verjetnosti. Povezujejo
namre¢ dva pomembna verjetnostna pojma: momente in kumulante.

Definicija 7. Naj f(z) gostota porazdelitve. n-ti moment p, funkcije f je
enak

= BIX") = [ o f(a)da,

—00

kjer E[X™] predstavlja pricakovano vrednost slucajne spremenljivke X™.

Za momente obstaja rodovna funkcija Mx(t), odvisna od slucajne spre-
menljivke X. Momenti se pojavljajo v koeficientih Mx (¢). Izrazimo jo lahko
na slede¢ nacin:
£ 4t £ i,

ol + ...+ oy

Mx(t) = E[e"™] =1+ tu) + +...



Kumulante x; definiramo kot koeficiente rodovne funkcije za kumulante (ozna-
¢imo s Kx(t)), ki pa jo definiramo kot:
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t°k t"K,
Kx(t) = log Mx(t) = tr; + 2—'2 o

Izkaze se, da lahko momente in kumulante izrazimo ene z drugimi. Zvezo
med njimi lahko opisemo s pomocjo Bellovih polinomov:

+ ...

n

Rp = Z(_l)kil(k - 1)'Bn,k(ull7 L a,u;z—k—&-l)
k=1

n

,u;, = Z Bn,k(’£17 R ank+1>
k=1

6 Faa di Brunova formula

Pri izpeljavi zgornjih formul pride prav formula za odvajanje kompozituma:

Izrek 2. (Faa di Brunova formula) Naj bosta f in g n-krat odvedljivi
funkciji iz R v R. Potem velja:

Z uvedbo nove spremenljivke k := ¢; +c2+. ..+ ¢, in uporabo eksplicitne
formule za Bellove polinome lahko zgornjo formulo prepisemo v drugacni

obliki:

LHae) = Y o feree () ]

n | | |
dx ercoens0 €1 2l oyl

n ( g(j)fx)

=i\ 7

kjer ¢1 + 2¢5 + ... + ne, = n.

Izrek 3. (Alternativna oblika Faa di Brunove formule) Naj bosta f
in g n-krat odvedljivi funkciji iz R v R. Potem velja:

ddx:f@@)) - gn: f(k)<9(x)) Bux(d'(2),9"(x),. .. ,g(”_k+1)(x))
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