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1 Uvod

Moja tema sodi na podrocje algebrai¢ne topologije na konc¢nih prostorih.
Topologije na konc¢nih prostorih so veckrat spregledane, saj je vsaka T to-
pologija na kon¢nem prostoru diskretna. Ce pa lastnosti 7 ne zahtevamo,
postanejo veliko bolj zanimive.

2 Koncni topoloski prostori in delno urejene
mnozice

Koncni topoloski prostor je topoloski prostor s konéno mnogo tockami, sibko
urejena mnozica je mnozica s tranzitivno in z refleksivno relacijo. Ce je re-
lacija Se antisimetri¢na, dobimo delno ureditev.

Naj bo X konéni topoloski prostor. Za vsako tocko z € X obstaja
najmanjsa odprta mnozica U,, ki jo vsebuje, oziroma presek vseh odprtih
mnozic, ki vsebujejo x. Ta mnozica je odprta, saj je topologija zaprta za
kon¢ne preseke. Tocke uredimo s pravilom = < y, ¢e U, € U,. S tem do-
bimo sibko ureditev. Relacija postane delna ureditev, natanko takrat, ko je
topologija ty, in disktretna, ko je topologija T7.

Obratno, naj bo X sibko urejena mnozica. Na njej lahko definiramo
topologijo z bazo {y € X|y < z}.ex. Ce je y < x, je y vsebovan v vsaki
bazni mnozici, ki vsebuje z, torej je y € U,. Po drugi strani, ¢e je y € U,,
potem je y € {y € X|y < x}, torej velja, da je y < x natanko tedaj ko je
y € U,. Iz tega je razvidno, da so koncni prostori in Sibke ureditve enaki
objekti, gledani z drugacnega staliSca.

Definicija 1. Tocka © € X je navzdol odpravljiva, ¢e ima {y € X|y < z}
maksimum in navzgor odpravljiva, ¢e ima {y € X|y > x} minimum. Tocka

1



je odpravljiva, ¢e je eno ali drugo.

Definicija 2. Tj prostor je minimalen, ¢e nima odpravljivih tock.

3 Homotopska in Sibka homotopska ekviva-
lenca

Pot v prostoru X je zvezna preslikava f : I — X, pri ¢emer je I enotski
interval [0,1]. Poti sta si homotopni, ¢e lahko eno zvezno deformiramo v

.....

Definicija 3. Homotopija poti v X je druzina preslikav f; : I — X,0 <t <
1, taka da

.....

e je prirejena preslikava F' : [ x X — X definirana s F(s,t) = fi(s)
Zvezna.

Za preslikavi f; in fy, ki sta povezani s homotopiijo f; recemo, da sta homo-
topni in oznac¢imo f; >~ fj.

Definicija 4. Preslikava f : X — Y je homotopska ekvivalenca prostorov
X in Y, ¢e obstaja preslikava g : ¥ — X, taka da je fg ~ 1 in gf ~ 1.
Recemo, da sta si prostora X in Y homotopsko ekvivalentna.

Izrek 1. relacija homotopije na poteh s fiksnima krajiscema je ekvivalencna
relacija za vsak topoloski prostor.

Za poljubni poti f,g : I — X, za kateri velja f(1) = ¢(0) lahko defini-
ramo produkt f g, ki pretece f in g z dvojno hitrostjo v enotskem intervalu.

f(2s), 0<s<1/2
fras) {9(23— 1), 1/2<s<1

Ce se omejimo samo na poti f : I — X z enako zacetno in koncno
tocko f(0) = f(1) = xo, govorimo o zankah, za x, pa recemo, da je bazna
tocka. Mnozico vseh homotopskih razredov [f], z bazno tocko z( oznacimo
Z T (X, .Z'O).

Izrek 2. 7 (X, zo) opremljena s produktom [f[g] = [f * g] je grupa.



Tej grupi pravimo fundamentalna grupa prostora X, z bazno tocko xy.
m1(X,xp) je prva v zaporedju analogogno definiranih grup 7, (X, zg), pri
katerih namesto iz I slikamo iz n-dimenzionalne kocke ™.

Naj bo I™ n-dimenzionalna kocka. Rob 0I"™ od I" je podprostor tock
pri katerih je vsaj ena koordinata enaka 1 ali 0. Definirajmo 7,(X, zo),
mnozico homotopskih razredov preslikav f : (1™, 0I") — (X, x) pri ¢emer
velja f(OI™) = xy.

Za n > 2 posplosimo mnozenje definirano pri fundamentalni grupi.

f(2s1,89,...,5n), 0<s <1/2
fg(s)
9(251_17827"'7811)7 1/2§51§1

Izrek 3. m,(X,x¢) opremljena s produktom [f]lg] = [f » g] je grupa za vsak
n € IN.

Grupam 7, (X, zg) pravimo homotopske grupe.

Definicija 5. Topoloska prostora sta sibko homotopsko ekvivalentna, ¢e so
njune homotopske grupe izomorfne za vsak n € IN.

Homotopsko ekvivalentni prostori so si tudi Sibsko homotopsko ekviva-
lentni.

Definicija 6. Preslikava je sibka homotopska ekvivalenca, ¢e preko kompo-
zicije inducira izomorfizem na vse homotopske grupe.

4 Simpleksi

Simpleks ali n-simpleks je n-razsezni analog trikotnika. Tocka je 0-simpleks,
1-simpleks je daljica, 2-simpleks je trikotnik, 3-simpleks je tetraeder. n-
simpleks definiramo kot mnozico svojih n + 1 oglisc.

Simplicialni kompleks K je sestavljen iz mnozice oglis¢ Vi in mnozice
simpleksov Sk, sestavljene iz kon¢nih nepraznih podmnozic od Vj, pri ¢emer
je vsak element Sy simpleks in vsaka podmnozica simpleksa je simpleks.

Naj bo 0 = {wg,v1,...,v,} n-simpleks. Zaprt Simpleks ¢ je mnozica
formalnih konveksnih combinacij X7 ; oyv; pri Cemer je a; > 0 za vsak 0 <
1t < nin Xa; = 1. Zaprt simpleks je metricen prostor z metriko

d( S B0 = [ (00— B2

veEK veEK

Geometrijska realizacija | K| simplicialnega kompleksa K je mnozica for-
malnih konveksnih kombinacij g]Kavv, takih da je {v|a, > 0} simpleks v K.
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5 Minimalni modeli prostorov

Definicija 7. Kon¢ni topoloski prostor je model prostora X, ¢e mu je sibko
homotopsko ekvivalenten. Model je minimalen, ¢e ima izmed vseh modelov
najmanjso kardinalnost.

Izrek 4. Homotopska ekvivalenca med minimalnima Ty prostoroma je home-
omorfizem.

Izrek 5. Naj bo X Ty prostor in x navzdol odpravljiva tocka, tedaj je r :

X = X —{«},
T(u):{u, uFx

maz(u), u=ux
homotopska ekvivalenca.

Preslikavo lahko analogno definiramo za navzgor odpravljive tocke, le
da namesto v maz(u) slikamo v min(u). 1z poljubnega modela prostora torej
dobimo minimalnega, s postopnim odstranjevanjem odpravljivih tock.

Definicija 8. Vsak koncen Ty-prostor X ima prirejen simplicialni kompleks
K(X), katerega simpleksi so neprazne verige v prirejeni delni urejenosti na
X.

Tocka « v geometrijski realizaciji |[KC(X)| je konveksna kombinacija oblike
a =121 +tawe+ ... +t.x,, pricemer > ;=1 zavsak 1 <i<r ¢, >0
in velja, da je z1 < x93 < ... < =z, veriga v X. Nosilec a je mnozica su-
pport(a)= {x1,x9,...,x,}. Pomembno vlogo igra preslikava o +— 7.

Definicija 9. Naj bo X koncen T} prostor, Definirajmo K-McCordovo pre-
slikavo px : |[K(X)| = X, z pux(a) = min(support(«a)).

Izrek 6. K-McCordova preslikava je sibka homotopska ekvivalenca za vsak
koncen Ty-prostor.

Moja naloga v tem delu bo poiskati minimalne kon¢ne modele sfer in
grafov.



