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1. Uvod

Projektna naloga spada na podro£je numeri£nih metod. Problem maksimalne
korelacije je problem, ki naravno nastane iz statisti£ne analize ve£ spremenljivk, ko
i²£emo linearno kombinacijo slu£ajnih spremenljivk, ki ima maksimalno korelacijo z
drugo linearno kombinacijo slu£ajnih spremenljivk.
Cilj tega osnutka je predstaviti probelm maksimalne korelacije, njegovo statisti£no

ozadje in izpeljavo problema iz statisti£nih podatkov.

2. Predstavitev problema maksimalne korelacije

De�nicija 2.1. Probelm maksimalne korelacije
Dana je simetri£na pozitivno de�nitna matrika A ∈ Rn×n, zapisana v blo£ni obliki

A =

⎡⎣A11 · · · A1m
...

...
Am1 · · · Amm

⎤⎦ ,

kjer blok Aij ∈ Rni×nj in
∑︁m

i=1 ni = n
Pri probelmu maksimalne korelacije (MCP) i²£emo maksimum xTAx po vseh

vektorjih oblike x =
[︁
xT
1 . . . xT

m

]︁T kjer je xi ∈ Rni in ||xi||2 = 1.

Preko metode Lagrangevih ve£kratnikov lahko ugotovimo, da je zadosten pogoj
za lokalni ekstrem obstoj skalarjev λ1,...,λm, da velja:

A11x1 + · · · + A1mxm = λ1x1
...

Am1x1 + · · · + Ammxm = λmxm

To pravzaprav posplo²itev standardnega problema lastnih vrednosti

3. Izpeljava

V statistiki pogosto naletimo na situacije, kjer ho£emo ugotoviti, kako so med
sabo povezane slu£ajne spremenljivke. Mero medsebojne povezanosti imenujemo
korelacija.
Pri delu s slu£ajnimi vektorji nas pogosto kako posamezne spremenljivke nekega

vektorja vplivajo na spremenljivke drugih. To matemati£no modeliramo kot line-
arno kombinacijo spremenljivk vektorja, ki ima maksimalno korelacijo z linearno
kominacijo spremenljivk drugega vektorja.
V tem razdelku bom naredil izpeljavo problema maksimalne korelacije za dva slu-

£ajna vektorja.

Imamo slu£ajna vektorja:

X1
¯ =

[︁
X11 . . . X1n1

]︁
in X2

¯ =
[︁
X21 . . . X2n2

]︁
ter pripadajo£a vzorca k poskusov:

V1̄ =
[︁
V1 . . . Vn1

]︁
=

⎡⎣v111 · · · v1n11
... . . . ...
v11k · · · v1n1k

⎤⎦ in V2̄ =
[︁
V2 . . . Vn2

]︁
=

⎡⎣v211 · · · v2n21
... . . . ...
v21k · · · v2n2k

⎤⎦
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Posku²amo najti taka vektorja b1 ∈ Rn1 ter b2 ∈ Rn2 , da maksimiziramo korela-
cijski koe�cient:

r = corr(X1b1, X2b2)

Brez ²kode za splo²nost lahko predpostavimo, da je povpre£na vrednost vsakega
stolpca v vzorcu enaka 0.
Potem lahko de�niramo kovarian£no matriko

∆ =
[︁
V1̄ V2̄

]︁T [︁
V1̄ V2̄

]︁
=

[︃
∆11 ∆12

∆21 ∆22

]︃
∆ je o£itno simetri£na in pozitivno de�nitna matrika.
De�nirajmo ²e matriko

B =

[︃
b1 0
0 b2

]︃
Sedaj de�niramo novo slu£ajno spremenljivko kot linearno kombinacijo slu£ajnih

spremenljivk Xi
¯ bi in njeno pripadajo£o vzor£no matriko

Zi = Vībi in Z =
[︁
Z1 Z2

]︁
Potem dobimo novo kovarian£no matriko

Ω = ZTZ =

[︃
ZT

1 Z1 ZT
1 Z2

ZT
2 Z1 ZT

2 Z2

]︃
= BT∆B =

[︃
bT1∆11b1 bT1∆12b2
bT2∆21b1 bT2∆22b2

]︃

Iz tega lahko sedaj razberemo korelacijski koe�cient

r =
ZT

1 Z2√︁
ZT

1 Z1

√︁
ZT

2 Z2

=
bT1∆12b2√︁

bT1∆11b1
√︁

bT2∆22b2

Tega posku²amo maksimizirati, torej i²£emo

Maksimum bT∆b

Pri pogojih bT1∆11b1 = 1

bT2∆22b2 = 1

kjer b =
[︁
bT1 bT2

]︁T
Problem pri re²evanju tega sta pogoja bTi ∆iibi = 1, saj tega ne moremo hitro re²iti.

Ta pogoja bi radi spremenili v xT
i xi = 1, saj je ta ra£unsko mnogo laºji. To

naredimo tako, da ∆ii razcepimo.

Ker je vsak ∆ii simetri£na pozitivno de�nitna matrika, zanjo obstaja razcep Cho-
leskega:

∆ii = CT
i Ci

, ki razdeli ∆ii na dve zgornjetrikotni matriki.
Potem lahko de�niramo

xi = CibiinA = (C−1)T∆CT
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Ker sta matriki Ci zgornjetrikotni, nam to omogo£a da iz xi in Ci hitro izra£unamo
bi, saj je re£unanje re²itev sistema xi = Cibi trivialno.
S tem dobimo korelacijski koe�cient

r =
xTAx√︁

xT
1 x1

√︁
xT
2 x2

kjer x =
[︁
xT
1 xT

2

]︁T
To maksimiziramo in dobimo problem maksimalne korelacije.

Maksimum xTAx

Pri pogojih xT
1 x1 = 1

xT
2 x2 = 1

4. Numeri£no re²evanje

Na problem maksimalne korelacije lahko gledamo kot pospli²itev poten£ne metode
za iskanje lastnih vrednosti matrik.

Izberemo nek za£etni vektor x0 =
[︁
x01 . . . x0m

]︁
za k = 1 : N

za i = 1 : m
yki = Ax(k−1)i

xki = yki
||yki||

5. Problemi z metodo in izbolj²ave

Metodo je prvi predstavil Horst leta 1961. Kljub uspe²ni ekperimentalni uporabi,
konvergen£nost metode dolgo £asa ni bila matemati£no dokazana. �ele leta 1993
sta Chu in Watterson pokazala da je metoda res lokalno konvergentna ter nato leta
2015 Liu in Wang dokazala, da je metoda ob pravilni izbiri za£etne to£ke globalno
konvergentna.

Poten£na metoda je le ena izmed metod za iskanje lastnih vrednosti matrik. Ob-
stajajo posplo²itve drugih metod, naprimer Gauss-Seidelova in P-SOR metoda, ki
konvergirajo hitreje kot Horstova.

6. Dodatno

V okviru diplomske naloge, bodo omenjeni algoritmi implementirani v Matlabu
in preizku²eni na numeri£nih primerih.
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