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1. UvoD

V pri¢ujocem osnutku bom predstavil enega pomembnejsih izrekov iz svojega
nastajajocega diplomskega dela, ki pravi, da vsaka lokacija porodi okvir.

V diplomi sem si za glavni cilj zadal dokazati, da je negacija hipoteze o kontinuumu
zdruzljiva z aksiomi Zermelo-Fraenklove teorije mnozic. Ta rezultat je prvi dokazal
Paul Cohen leta 1963. Dokaz bomo konstruirali tako, da bomo v kategoriji snopov
nad nekim dolo¢enim okoliSem, ki bo sluzila kot model teorije mnozic, definirali
Cohenov snop in nato pokazali, da obstajata prava monomorfizma med snopom
naravnih Stevil in Cohenovim snopom ter Cohenovim snopom in snopom realnih
Stevil.

Ker je delo v kategorijah snopov nad okolisi zahtevno, nam bo konstrukcijo precej
olajsala ugotovitev, da lahko vsak okoliski topos zagledamo kot kategorijo snopov
nad neko lokacijo. Rec¢eno nekoliko bolj formalno: dokazali bomo, da vsaka lokacija
porodi okvir, in sta nadalje kategoriji snopov nad dano lokacijo in kategorija snopov
nad okvirjem, ki ga porodi, ekvivalentni.

2. OKVIRJI
Najprej defirajmo pojem okvirja in nekaj povezanih pojmov.

Definicija 2.1. Delni ureditvi (P, <) previmo mreza, ¢e ima vsak par (z,y) € P
infimum (najvecjo spodnjo mejo) in supremum (najmanjso zgornjo mejo). Infimum
elementov x in y oznacujemo x A y, njun supremum pa x V y.

Definicija 2.2. Mreza (L, <) je polna mreza, ¢e obstajata infimum in supremum
poljubne druzine S C L. Infimum druzine S oznacujemo A S, njen supremum pa

V. S.

Opomba 2.3. Za to, da bi bila mreza L polna, zado$c¢a ze, da ima vsaka druzina
S C L infimum A S (ekvivalentno bi zados¢al tudi obstoj poljubnih supremumov).
V tem primeru lahko namre¢ supremum druzine S izrazimo kot infimum mnozice
zgornjih meja druzine S.

\/S::/\{xEL\VyES.ny}

Definicija 2.4. Polni mrezi F' pravimo okvir, ¢e zadosSca zahtevi, da se binarni
infimumi distribuirajo ¢ez poljubne supremume. Formalno lahko ta distributivnostni
zakon opiSemo s sledecim pogojem:

VSQF.V%EF.x/\\/S: \/(x/\s).

seS

Opomba 2.5. Naj bo (X, 7) topoloski prostor. Potem je druzina odprtih mnozic 7
okvir, urejen glede na relacijo vsebovanosti C. Glede na to ureditev so supremumi
o¢itno unije, saj je poljubna unija odprtih mnozic odprta. Ker je topologija zaprta
za kon¢ne preseke, so infimumi kon¢nih mnozic preprosto preseki. Opomba nam
pove, da je 7 polna mreza. Ker vse operacije, ki nastopajo v distributivnostnem
zakonu, sovpadajo s preseki ali unijami mnozic, za katere vemo, da se vzajemno
distribuirajo, je 7 okvir. Infimum poljubne druzine ¥ C X lahko definiramo kot
zaprtje preseka:

A\ Y = int()Y).
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Opomba 2.6. Dual distributivnostnega zakona iz definicije ne velja nujno. Naj bo
T(e,R) €vklidska topologijana R. Najboz := (—1,0)in S := {(—€,1+¢€) | e € (0,1)}.
Vidimo lahko, da A .4z V s) # =V AS, saj je A9z Vs) = (=1,1) in
xVAS=(-1,0)U(0,1).

Definicija 2.7. Naj bosta F' in G okvirja. Preslikavi F' ENVe: pravimo homomor-
fizem okvirjev, ¢e ohranja supremume poljubnih druzin in binarne infimume.

Opomba 2.8. Homomorfizem okvirjev v sploSnem ne ohranja poljubnih infimumov.
Ceprav ima, kot omenjeno, v okvirju vsaka druzina infimum, je torej to v nekem
smislu odvecna struktura.

Opomba 2.9. Naj bosta (X, 7x) in (Y, 7y) topoloska prostora in X I v zvemna.
Ker je definicija zveznosti podana s pogoji na prasliko, zlahka vidimo, da je praslika
f* homomorfizem okvirjev. Vsak topoloski prostor nam torej da okvir in vsaka
zvezna prostora med topoloskimi prostori nam da homomorfizem okvirjev.

3. GROTHENDIECKOVE TOPOLOGIJE IN LOKACIJE

Premikamo se na obravnavo Grothendieckovih topologij. Pojem Grothendieckove
topologije lahko obravnavamo kot dodatno posplositev okvirjev, saj nam omogoca,
da eksplicitno povemo, katere druzine naj bodo pokritja danega elementa.

V nadaljevanju naj (P, <) zmeraj oznacuje poljubno delno ureditev.

Definicija 3.1. Podmnozici I C P pravimo ideal, ¢e je "navzdol zaprta", tj. ce
zadoSca naslednjemu pogoju:

Viel.Vpe P.(p<i=pel).
Mnozico vseh idealov delne ureditve (P, <) oznac¢ujemo Idl(P).

Definicija 3.2. Naj bo p € P. Mnozico vseh elementov, manjsih od p, imenujemo
glavni ideal elementa p in jo oznac¢imo | p. Torej:

Ilp={zeP|z<p}

Definicija 3.3. Naj bo p € P..Podmnozicam S C Idl(] p) pravimo sita nad
elementom p.

Definicija 3.4. Preslikavi J : P — 2'402) pravimo Grothendieckova topologija
nad ureditvijo P, ¢e za vsak p € P zadosca naslednjim aksiomom:

(1) Vsebovanost maksimalnega sita: | p € J(p).
(2) Stabilnost: VS € J(p).Vge P.(¢ <p=SU]qge T(p)).
(3) Tranzitivnost:

vS e J(p).VReldl(] p). (Vg€ S.-RUl g€ J(q) = (R€ T(p))).

Paru (P, J), tj. delno urejeni mnozici, opremljeni z Grothendieckovo topologijo,
pravimo lokacija.

Opomba 3.5. Na poljubnem okvirju F' lahko definiramo standardno Grothendieck-
ovo topologijo Jr na sledeé¢i nacin. Za p € F naj bo Jr(p) :={S C F |\ S =p}.
Zlahka lahko preverimo, da Jr res zadosca aksiomom za Grothendieckovo topologijo.

V nadaljevanju naj (P, J) ozna¢uje poljubno lokacijo.
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Definicija 3.6. Idealu I € Idl(P) pravimo J-ideal, ¢e zados¢a naslednjemu pogoju:

Vpe PYSeJ(p).(SCI=pel).
Ta pogoj lahko opisemo z besedami, da so J-ideali zaprti za pokritja. MnozZico
J-idealov lokacije (P, J) ozna¢ujemo J-1d1(P).

4. IZREK

Definicija 4.1. Naj bosta I in J ideala lokacije (P, J). Definirajmo binarno ope-
racijo:

I —-J:={z€P|lpUlCJ}

Opomba 4.2. To operacijo oznacujemo s simbolom —, ki spominja na implikacijo,
ker je, kakor se izkaze, —[s.1q(p)2 natanko Heytingova implikacija v Heytingovi
algebri J-1dl(P). Izrek, ki se mu priblizujemo, bo povedal, da je ta mnozZica okvir,
velja pa tudi, pa je vsak okvir Heytingova algebra (in obratno).

Lema 4.3. Naj bo I € 1d1(P) in J € J-1dI(P). Potem je I — J € J-1dl(P)

Dokaz. Ocitno je I — J navzdol zaprta, zato moramo dokazati zgolj, da je zaprta
za pokritja.

Najbope P,C € J(p) in C € I — J. Dokazati zelimo, da velja p € [ — J,
oziroma ekvivalentno | p N I C J, kar lahko Se drugace izrazimo s pogojem Vy &€
I.y <p=ye€J. Najbo torejy € I in naj veljay < p. Najti zelimo sito D € J(y),
za katero bo veljalo D C J.

Na podlagi stabilnostnega aksioma za Grothendieckovo topologijo in ker je
y <p,veljaD:=lyNC e J(p). Dokazati zelimo, da velja D C J.

Ker je g € I, ocitno velja Vy € C. | yN | ¢ C J. Ampak od tod neposredno sledi:

D:=lynCe J(p) ziyﬂULq:U(iyﬂiq)gJ.

qeC qeC
OJ
Lema 4.4.
V(I,J,K)eld(P) . J<I—-K&INJCK
Dokaz. S kratkim ra¢unom sledi neposredno iz definicije.
0J

Izrek 4.5. J-1dl(P) je glede na relacijo vsebovanosti C okvir.

Dokaz. Infimumi so preseki in ker je presek poljubne druzine [J-idealov ocitno J-
ideal, je J-1d1(P) polna mreza, kar pomeni, da moramo dokazati zgolj veljavo dis-
tributivnostnega zakona.
Vzemimo {I} U {Jax}rxea € J-1dI(P). Oznacimo K := \/,.,(I A Jy). Ker je
neenakost K < I A\/,., Jx trivialna, moramo dokazati zgolj obratno neenakost.
Toda velja:

IA\/JASKé\/JASI%KéUJAQI%K@
AEA AEA AEA

SVVNEANLCT K SVANEAL<TI S KaVNEAIANL<KaT
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(*): lema[4.4]
(**): Usea /x € Viaea I
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