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1 Uvod

Naj bo S neka podmnozica permutacijske grupe S,, ki to grupo generira.
Motiviralo nas bo naslednje vprasanje: Kako dolge produkte elementov iz S
moramo tvoriti, da bomo pokrili vse elemente v S,,7 Preden se posvetimo
odgovoru na to vprasanje, ga formulirajmo v jeziku teorije grafov, in sicer z
vpeljavo Caylejevega grafa.

Definicija 1. Naj bo G grupa in S C G , za katero velja S = S~!. Caylejev
graf Cay(G,S) grupe G glede na mnozico S je graf z mnozico vozlis¢ V = G
in mnozico povezav E = {{g,g9s} | g € G,s € S}.

Opazimo, da ¢e je mnozica S konéna, potem je Cay(G, S) regularen sto-
pnje |S].

Primer 1. Naj bo G = Z,, in S = {—1,1}. Caylejev graf Cay(G,S) je

potem ravno pot dolzine n — 1.
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Poljuben graf lahko opremimo s funkcijo razdalje, s katero graf postane
metri¢ni prostor. Razdalja d(z,y) med dvema vozliséema z,y je dana kot
minimum dolZine vseh poti, ki se za¢nejo v x in kon¢ajo v y. Premer grafa je
potem definiran kot najvecja vrednost, ki jo funkcija razdalje lahko doseze.
Tukaj dopuscamo tudi neskoncno vrednost premera, kakrsnega imajo na pri-
mer nepovezani grafi.

Naj bo I' = Cay(G, S) za neko grupo G in S C G, S = S~1. Opazimo,
da je I' povezan natanko tedaj, ko S generira G. Za x € I" velja

d(1l,z) =min{k > 0 | x = s189- - - 5, za neke s; € S}.

Nas cilj bo omejiti zgornjo vrednost v primeru G = S,,. Glavni izrek, ki ga
bomo dokazali v tej smeri, je naslednji:

Izrek 1. Naj bosta g, h nakljuc¢no izbrana elementa S, ki to grupo generi-
rata, in S = {g,h,¢g"',h~'}. Potem je verjetnost, da je premer Cay(S,,S)
najvec¢ O(n*(logn)®), enaka 1 — o(1), za neko absolutno konstanto c.

Z drugimi besedami, izrek pravi, da gre verjetnost, da je premer danega
grafa najve¢ O(n*(logn)¢), proti 1, ko raste n ¢ez vse meje. Dokaz izreka
bo slonel na pomoznem rezultatu, ki je iz vidika teorije veliko bolj zanimiv.
Preden ga lahko podamo, pa potrebujemo Se nekaj definicij.



2 Ekspanzivni grafi

Definicija 2. Naj bo I' = (V, E) koncen neusmerjen graf. Za V;,Vo CV
oznacimo s £(V4, Vo) = {povezave z enim krajis¢em v V; in drugim v 5} in
E(Vy) =€(Vi,V\ V). Cheegerjeva konstanta grafa I' je definirana kot
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Vrednost |£(WV)| nam Steje ravno stevilo povezav, ki zapustijo dano mnozi-
-co W. Cheegerjeva konstanta nam torej podaja merilo za to, kako mo¢no
je dan graf povezan. Ce je Cheegerjeva konstanta majhna, graf ni mocno

povezan in lahko ob odstranitvi majhnega Stevila povezav hitro razpade na
ve¢ komponent.

Primer 2. Izracunajmo Cheegerjavo konstanto polnega grafa K,,. Oznacimo
njegova vozlisca z 1,2, ... n. Ker polni graf izgleda v vsakem vozlis¢u ”enak”
se lahko omejimo na mnozice prvih j vozlis¢. Velja

o) = i {2 - {5 - )

Ker je izraz na desni lahko poljubno velik, so polni grafi mo¢no povezani, kar
je v skladu z naso intuicijo.

Primer 3. Naj bo Ty, d-regularno drevo globine &. Ce za W vzamemo eno
od glavnih vej tega drevesa (glej sliko spodaj), potem mora

14
W\ Ty — 1

h(Tar) <

Za velike vrednosti k ali d je izraz na desni majhen, zato je Cheegerjeva kon-
stanta tega drevesa v splosnem majhna.
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Grafa, ki ima visoko Cheegerjavo kontanto, ni bilo tezko najti. Veliko
tezje pa je konstruirati grafe, pri katerih zelimo ne le navzdol omejiti Che-
egerjave konstante, ampak tudi navzgor omejeti stopnjo vozlisé. V primeru
polnih grafov K, je maksimalna stopnja vozlis¢ lahko poljubno velika, torej
ne zadoscajo naSim pogojem. Taksnim grafom bomo rekli, da so ekspanzivni.

Definicija 3. Druzina (I';);en konénih povezanih grafov I'; = (V;, E;) je
ekspanzivna, ¢e obstajata taksni konstanti v > 1, h > 0, da veljajo naslednji
trije pogoji:
1) V| &2 o0,
2) Zavsak i € N velja
d <.
max eg(z) <w
3) Za vsak i € N velja
h(l;) > h.
Kot smo ze omenili zgoraj, je konkreten primer eskpanzivne druzine tezko
najti. Pa vendar se izkaze, da je taksnih grafov v izobilju.
Enega od razlogov, zakaj se nam taksne objekte izplaca Studirati, nam
podaja naslednja trditev:

Trditev 1. Naj bo I' = (V| F) povezan graf, A = max deg(z). Potem velja
Te

]
3
log(1 + @)

1
diam(T") < 2 o8



Za ekspanzivno druzina grafov (I',),en torej po zgornji trditvi velja
diamT',, = O(log |T').
Dokaz. Naj boxz € V. Za n € Nj si oglejmo krogle
B.(n) ={y €V :dr(z,y) <n}.
Pokazimo, da velja |B,(n)| > min{ L1, (1 + 22"}, Recimo, da je | B,(n)| <

T :
5. Potem je

|Bo(n+ 1)\ Bu(n)| >

£(B2(n)] - h(D)
. B,

>
- A

iz koder dobimo
h(T)
B+ 1) > (1 + ) B (o)
Z indukcijo, in upostevanjem, da je |B,(n)| = 1, sledi Zelena neenakost.
Naj bosta z,y € V in n najmanjSe naravno sStevilo, za katerega je

n
<1 + @) > % Potem je zagotovo |B,(n)| > % in |By(n)| > %, torej

|B.(n+1)N By(n)| # 0. To pa pomeni, da je d(z,y) < 2n + 1. Ker je
_ log 2! . .
n= m , je trditev dokazana.

O

Ena moznost za omejevanje diametra je torej pokazati, da je dana druzina
grafov ekspanzivna. Mi seveda ne bomo pokazali, da so v izreku ome-
njeni grafi ekspanzivni, saj bi sicer dobili veliko boljso mejo za premer, tj.
O(log |Cay(S,, S)|) = O(log(n!)) = O(nlogn), bomo pa to pokazali za nek
soroden graf:

Izrek 2. Izberimo d > 2 permutacij 7y, o, . . ., 74 nakljucno iz .S,,. Naj bo G,
neusmerjen graf, katerega vozlis¢a so sestavljena iz vseh r-seznamov razlicnih
vrednosti mnozice {1,...,n}, dva seznama (vq,vs...,v,), (u1,us,...,u,) pa
sta si sosednja, ¢e velja bodisi (vq, vz ..., v,) = (m(u1), mi(uz), ..., m(u,)) bo-
disi (ug,ug ..., u,) = (m(vy), m(ve), ..., m(v,)) za nek m;. Potem je (G)nen
druzina eskpanderjev.



3 Absolutno ekspanzivne druzine

Racunanje Cheegerjave konstante grafa je lahko zelo zahtevno, saj moramo
pogledati vse podmnozice grafa, katerih moc¢ ne presega polovice moci celo-
tnega grafa. Da si olajsamo delo z dokazovanjem, da je kaksna druzina eks-
panzivna, bomo uvedli (skoraj) ekvivalentno definicijo ekspanzivne druzine.
Ker se bomo v diplomi srecevali le z regularnimi grafi, se omejimo zdaj na
njih.

Definicija 4. Za d-regularen graf I' = (V| E) definiramo njegovo norma-

lizirano matriko sosednosti M = (@)wev, kjer a(z,y) oznacuje Stevilo
povezav med x in .

Izkaze se, da je spekter normalizirane matrike sosednosti M d-regularnega
grafa I vsebovan v intervalu [—1,1], in da ima M vedno —1 in 1 za lastni
vrednosti. Stevilu pr = max{|A| : A € Spec M, \ # £1} bomo rekli ekvidis-
tribucigski radiy grafa I'.

S pomocjo ekvidistribucijskega radija definiramo:

Definicija 5. Druzina (I';);en konénih povezanih grafov je absolutno ekspan-
zivna, ¢e obstajata konstanti v > 1, p < 1, da velja:

D) Vil =5 o0
2) Za vsak i € N velja
max deg(z) < v.

z€eV;

3) Za vsak i € N velja
Pr; < p-

Povezavo med absolutno ekspanzivnimi druzinami in ekspanzivnimi druzinami
nam podaja naslednji pomembni izrek:

Izrek 3. 1) (I';)ien absolutno ekspanzivna = (I';);en ekspanzivna.

2) (I';);en ekspanzivna — (fi)ieN absolutno ekspanzivna, kjer I'; dobimo
tako, da I'; dodamo zanko na vsakem vozliscu.
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