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Kratek opis predmeta

Grupe so osrednji objekt abstraktne algebre. Njihova klju¢na lastnost je,
da v njih lahko mnoZimo, hkrati pa operacija mnoZenja zadosc¢a ravno
dovolj aksiomom, da je mogoce o grupah povedati veliko s strukturnega
stali$éa. Pri tem predmetu bomo govorili o razliénih strukturnih aspektih
grup, pri cemer nas bo vodila rast.

Za dano grupo G = (S), generirano z mnoZico S ¢ G, je njena funkcija
rasti enaka

rast:N->N, ne|{sisg-s,|s;ieSuSTuU{1}}],

in sicer izracuna Stevilo elementov grupe G, ki jih dobimo z mnozenjem
najve¢ n elementov mnozice S in njihovih inverzov.

Zgled.
* Naj bo Z=(1). V tem primeru dobimo
rast(n)=|{-n,-n+1,...,n}[=2n+1.

Rast je torej linearna.

 Naj bo Z2=((1,0),(0,1)). V tem primeru dobimo

rast(n)=|{(x,y) € Z?||x|+|y| <n}|=2n% +2n +1.

Rast je torej kvadratna.

* Naj bo F3 = (x,y) prosta grupa.! V tem primeru dobimo

rast(n) = §tevilo besed v x,y,x 1,y ! dolZine najveé n
=1+4+4-3+4-3-3+-.+4.3""1
=2.3" 1.

Rast je torej eksponentna.
Pri predmetu bomo raziskovali interakcijo med asimptotskim obna-
Sanjem rasti grup in njihovo algebrai¢no strukturo. Podrobneje si bomo

pogledali naslednje teme:

* osnovni pojmi teorije grup, koncno prezentirane grupe;

¢ delovanja, Cayleyjev graf, prosta delovanja na drevesih;

struktura grup, resljive in nilpotentne grupe, razsiritve;

® rast, tipi rasti, izracunljivost;

polinomska rast, izrek Gromova;
* srednja rast, Grigoréukova grupa, amenabilnost;

® ¢ksponentna rast, enakomernost, Breuillardova domneva.

1Vse osnovne definicije v zvezi z grupami bomo ponovili, tudi konstrukcijo proste grupe.
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Poglavje 1

Osnovni pojmi

1.1 Kategorija grup

Abstraktne grupe

Grupa je mnoZica G z binarno operacijo -:G xG — G, ki zadoséa aksiomom:

* asociativnost: Vg1,82,83€G:(g182)83 = g1(8283);
* obstoj enote: 311G VgeG:1lg=gl=g;

* obstoj inverzov: VgeG 3g leG:gg =g lg=1.

Mnozica H C G je podgrupa, ée je grupa glede na zoZitev |gxg. V tem
primeru dobimo mnozico odsekov G/H = {gH |g <G}, kjer je gH={g - h |
h € H}. Kardinalnost mnoZice odsekov je indeks |G : H|.

Za dani grupi G,H je preslikava ¢:G — H homomorfizem, ce velja
Vg1,82€G:9p(g182) = 9(g1)p(g2). Bijektivni homomorfizem je izomorfi-
zem, v tem primeru piSemo G 2 H. Jedro je kerp = {g € G | p(g) =1}, slika

jeimp={p(g)|geG}.

Konkretne grupe
Zgornja aksiomatizacija koncepta grupe izhaja iz konkretnih modelov
simetrij geometrijskih ali algebrai¢nih objektov.

Zgled. Naj bo X mnozica. Simetri¢na grupa je Sym(X) = {f:X - X |
f bijekcija}. Za X ={1,2,...,n} dobimo Sym(X) =S,,.

Vsaka abstraktna grupa izhaja iz simetri¢ne grupe.

Trditev. (CAYLEYJEV IZREK) Vsaka grupa je izomorfna podgrupi
neke simetri¢ne grupe.

Dokaz. G je izomorfna podgrupi Sym(G):
f:G—>Sym(G), f(g)x—gx (xe@G).

Preslikava f je injektiven homomorfizem. O

Nasploh imajo mnozice preslikav, ki ohranjajo neko strukturo, pona-
vadi strukturo grupe. V naravi se grupe pojavljajo v taki obliki.

Zgled.



* Naj bo G grupa. Priredimo ji njeno grupo avtomorfizmov Aut(G) =
{f:G - G |f izomorfizem}.

e Najbo X metriéni prostor. Priredimo mu grupo izometrij' Isom(X) =
{f:X - X | f izometrija}.

* Naj bo V vektorski prostor nad poljem k. Priredimo mu matri¢no
grupo Aut(V) ={f:V - V| f linearen izomorfizem} = GL(V).

Naj bo L/K Galoisjeva razsiritev polj. Priredimo ji Galoisjevo grupo
Gal(L/K)={ocAut(L)|o|g =idg }.

Obstajajo pa tudi druge pojavitve grup v matematiki.

Zgled. Topoloskemu prostoru X priredimo fundamentalno grupo n1(X)
in homoloske grupe H;(X).

Edinke in kvocienti

Naj bo G grupa. Podgrupa N <G je edinka, €e je invariantna za konjugi-
ranje:
VneN VgeG:gng LeN.

Pisemo N 4 G. V tem primeru ima mnoZica odsekov G/N strukturo grupe:
g1N -goN =g1goN. To je kvocientna grupa. Kvocientna projekcija je
homomorfizem

1:G—-G|/N, g~—gN (ge@).

Zgled. Grupa celih stevil Z za seStevanje je edinka v grupi realnih
Stevil R za seStevanje. Kvocientna grupa je R/Z=S!={zecC||z| =1},

izomorfizem podaja preslikava r +Z — 2™,

1.2 Generatorji in relacije

Kadar Zelimo najti kaksno grupo s posebnimi algebraiénimi lastnostmi, je
vcasih tezko najti objekt, ki nam bo prek avtomorfizmov dal Zeleno grupo.
V tem primeru velikokrat uporabimo abstraktno konstrukcijo grupe z
generatorji in relacijami.

Generatorji grup

Naj bo G grupa in S € G njena podmnozica. Podgrupa, generirana s S, je
najmanj$a podgrupa grupe G, ki vsebuje S. Oznaka: (S). Velja
(S)={s{-si"|neN, s; €8S, e e{1,-1}}.

Redemo, da S generira G, &e velja (S) =G. Ce G vsebuje kaksno konéno
podmnozico S, ki generira G, je G koncno generirana grupa.

Zgled. 7=(1)=(2,3)>(2)=2-Z.

Mzometrija f:X — X je bijektivna preslikava, za katero velja Vx,y € X:d(x,y) =
d(f(x).f(¥))-



Proste grupe

Grupa F je prosto generirana s S € F, ¢e ima naslednjo univerzalno la-
stnost: za vsako grupo H in vsako preslikavo ¢:S — H obstaja natanko en
homomorfizem ¢:F — H, ki razsirja ¢, to je ¢(s) =¢(s) zavsak s€S.

s Y. m

[.7
F
Grupa je prosta, ¢e je prosto generirana s kak$no podmnoZico.
Zgled.

* 7 je prosto generirana z {1}, ne pa z {2,3}.

* 7/2Z ni prosta.

Iz vsake mnozice S lahko prosto generiramo grupo na naslednji nacin.

Izrek. Naj bo S mnozica. Tedaj obstaja grupa, prosto generirana
z S. Ta grupa je enoli¢na do izomorfizma natanéno.

Dokaz. Dokazimo le obstoj, enoli¢nost sledi iz univerzalne lastnosti
prosto generiranih grup.

Vpeljimo abecedo A = SUS, kjer je S = {§|s e S} disjunktna kopija
mnozice S (njeni elementi igrajo vlogo s ! za s € S).

Naj bo A* mnozica vseh zaporedij (besed) simbolov iz A. Ta vsebuje
prazno besedo, ki jo ozna¢imo z ¢. Besede lahko mnoZzimo s konkatenacijo:
x-y=xyzax,ycA”".

Uvedimo ekvivalenéno relacijo ~ na A* (krajSanje): za vse x,y € A* in
s €8S zahtevajmo xs$y ~xy in x8sy ~ xy.

Naj bo F(S) = A*/ ~. Konkatenacija inducira mnoZenje na F(S):
[x]-[y]=[xy]. :

F(S) je grupa: Enota je [¢], inverze izratunamo induktivno z [s-x] ™ =

[s]. Naj bo ¢:S — G neka preslikava za neko grupo G. Potem ¢ lahko raz-
Sirimo do homomorfizma @:F(S) — G induktivno: ¢([s-x]) =¢(s)-@([x]),
P([8-x])=¢p(s)-@p([x]) zaseS,xcA*. & O

Elementi grupe F(S) so torej okrajsane besede s ¢rkami iz SuS™1,
mnozimo pa jih s konkatenacijo. Tukaj uporabljamo oznako S~1 = {s7!|
seS}.

Prosta grupa ranga n je F,, =F({1,...,n}). Enoli¢na je do izomorfizma
natanéno.

Grupa je kon¢no generirana, ¢e in samo ce je kvocient proste grupe
ranga n za nek n (sledi iz univerzalne lastnosti).

Generatorji in relacije

Naj bo G grupa in S € G. Edinka, generirana s S, je najmanjsa edinka v
G, ki vsebuje S. Oznaka: ((S). Velja:

(S)={g15{ 81" g255 82" gnsgn" In€N, g:€G, s; €8S, ;€ {1,-1}}.
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Naj bo F(S) prosto generirana s S. Naj bo R € F(S) neka podmnozica.
Naj bo (S |R)=F(S)/(R), to je grupa, generirana s S z relacijami R. Ce
za neko grupo G velja G = (S | R), je par (S,R) prezentacija grupe G z
generatorji S in relacijami R.

Grupa (S | R) ima naslednjo univerzalno lastnost: za vsako grupo H in
vsako preslikavo ¢:S — H, katere enoliéna razsiritev ¢*:(SuS™1)* - H
zadoséa ¢* (r) =1 za vsak r € R, obstaja natanko en homomorfizem ¢: (S |
R — H, ki raz§irja @, to je p(s) = ¢(s) za vsak s€ S.

S %{ H
l ////
Fs) 7

7’

s
s
s
s
s

(S|R)=F(S)/(R)

Ta lastnost sledi neposredno iz univerzalne lastnosti proste grupe in
univerzalne lastnosti kvocientne projekcije 7:F(S) — (S | R).

Zgled.
* Z/nZ=(x|x"). Izomorfizem izhaja iz F ({x}) 2 Z, ({x"}) 2 (n) < Z.

* Naj bo X,, pravilni n-kotnik v ravnini. Grupo izometrij Isom(X,)
imenujemo diedrska grupa in oznacimo z Dg,. Trdimo, da velja:

Dy, = (s,t| s" 12 tst 7l = s_l).

Tukaj zlorabljamo oznako, S = {s,¢}, R = {s",t2,tst 1 -s}.

Oznaéimo G = (S | R). Naj bo ¢ € Dg, rotacija za kot 27/n okoli
sredi$¢a X,, in naj bo 7 € Dy, zrcaljenje X,, preko enega vozlisca.
Velja 0" =12 =11in to7 ! =0~ !. Iz univerzalne lastnosti G dobimo

homomorfizem ¢:G — Do, ki slika s+ o,t+— 7.

Velja Dy, = {0 |0<i<n-1}u{r0’ |0<i<n-1}, torej je |Da,| = 2n.
Definirajmo preslikavo v:Dgy, — G, ki preslika ol st 1ot o tst.
Preprost racun pokaze, da je ¥ homomorfizem, ki je inverzen ¢. Res
torej velja Do, 2 G.

e Kateri znani grupi je izomorfna grupa
G=(x,y|xyx"t = y%, yxy ™t =27)?

V grupi G velja raéun: xyx~! = y2, zato x-xyx~! = xy?, od koder sledi
yxy_l-yx_1 = xyz, to pa implicira y = xy2, zato je nujno x = y_l. 1z
prve relacije v definiciji G zdaj sledi y =1, s tem pa tudi x = 1. Ker
{x,y} generira G, sklepamo G 2 1, torej je G trivialna grupa.

Ali lahko iz prezentacije ugotovimo (na primer z ra¢unalniskim progra-
mom) ali je dana grupa trivialna? V sploSnem je odgovor ne! Besedni pro-
blem za grupo (S | R) sprasuje, ¢e se lahko ob vnosu besede x € (SuS™1)*
odlo¢imo (z algoritmom), ali je x =1 v (S | R).” Ta problem je za neka-
tere grupe preprosto resljiv, na primer za grupo (1| @) = Z. Obstajajo pa

2Ty imamo v resnici dve vprasanji. 1. Ali obstaja algoritem, ki se ob vnosu x ustavi,
Ce jele x =1 v grupi? 2. Ali obstaja algoritem, ki se ob vnosu x ustavi, cejelex +1 v
grupi? Kasneje bomo videli, da je odgovor na prvo vprasanje vedno pritrdilen, tezave pa so
z drugim vprasanjem.
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grupe (S |R) (celo z |S|,|R| < o), za katere je besedni problem neodlo¢ljiv
(Novikov 1955) — takega algoritma ni!”

Kon¢éno prezentirane grupe

Grupa G je konéno prezentirana, ¢e ima kaksno prezentacijo G = (S |R) z
IR|,|S| < oo.

Konéno prezentirane grupe so vedno konéno generirane, obratno pa v
splosnem ne drzi.
Zgled. Najbo L= (a,t |a?, [t*at™ t/at™/] za vse j,k € Z).4 Grupa L se
imenuje svetilkarjeva grupa.’

Grupa L ni koncno prezentirana (— vaje).

Grupo L lahko uresni¢imo na bolj konkreten nacin kot podgrupo ma-
trik preko homomorfizma

¢:L - GLy(Z/2Z[x,x"1])

iz L v matrike nad kolobarjem Laurentovih polinomov® nad 7/27, ki
preslika generatorja na naslednji nacin:

Y E O A
Pa=Vo 1) 0 1)
S to definicijo velja ¢(a2) = 1in ¢([t*at~*,t at™']) = 1, zato po univerzalni

lastnosti res dobimo homomorfizem ¢.
Lahko je preveriti, da velja

k
img = {(xo }1)) |kez, P ez/2z[x,x‘1]}.

Z nekaj truda se da napisati tudi inverzno preslikavo y:im¢ — L (—
vaje). Zato velja L ~im ¢, s ¢cimer smo abstraktno grupo L uresnic¢ili kot
podgrupo matrik.

1.3 Nove grupe iz starih

Pogledali si bomo nekaj standardnih konstrukecij novih grup iz starih.

Produkti

Naj bo I indeksna mnozica in (G;);c; druzina grup. Tvorimo njihov
direktni produkt [];.;G;: to je mnozica [];; G;, opremljena z operacijo po
komponentah, se pravi (g;)icr- (h;)icr = (gihi)icr. Direktna vsota @;c; G;
je podgrupa direktnega produkta, ki sestoji iz elementov (g;);cs, za katere
velja g; = 1 za vse razen kon¢no mnogo komponent.

3Turingov stroj lahko zakodiramo v grupo, pravila zakodiramo v relacije, ¢rke in stanja
zakodiramo v generatorje.

40znaka [x,y] stoji za komutator x_ly_lxy.

5Angleéko lamplighter group.

6Element tega kolobarja je na primer x 2+ 1+,
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Razsiritve

Grupe lahko zdruzimo tudi na bolj zakomplicirane naéine. Za dani grupi
N, Q@ je razsiritev @ z N eksaktno zaporedje grup

1-NSGLQ -1,

torej kert=1,imnz =@, imt =kerx.
Zgled.

* 07/277/27x7/27 5 7/2Z — 0, kjer je 1(x) = (x,0) in 7 (x,y) =
Y.
V tem primeru imamo trivialno razsiritev, kjer je srednja grupa G
kar direktni produkt grup @ in N.

e 05>725757/27 -0, kjerje u(n)=2n in 7(n) =n mod 2.

Srednja grupa v razSiritvi v tem primeru ni kar direktni produkt
grup @ in N.

Semidirektni produkti

Obstajajo razsiritve, ki so le malo deformirani direktni produkti. Za dani
grupi @, N in dan homomorfizem’ ¢:Q — Aut(N) je semidirektni produkt
@ z N glede na ¢ grupa N %, @, ki je kot mnozica N x @, operacija pa
je definirana kot (n1,q1)-(n2,q2) = (n19(q1)(n2),q9192). V primeru, ko
za vsak q €@ velja ¢(q) =idy, dobimo N x, @ = N x @, torej kar obitajen
direktni produkt grup.

Zgled.

* Vemo Ze, da lahko diedrsko grupo predstavimo kot Dy, = (s,t |
s" 12 tstL = s‘l). Zdaj jo bomo predstavili Se kot semidirektni
produkt.

Naj bo ¢:7/27 - Aut(Z/nZ), 1~ (x+~ —x). Tvorimo G =Z/nZ x,
Z/2Z. Preslikava f:Dg, — G, dana s predpisom s — (1,0),¢+~ (0,1),
je homomorfizem. Velja im f = G in |Dy, | = |G| =2n, zato je f izomor-
fizem.

Podobno velja v limiti n — co. Naj bo Do, = (s,t | t2,tst71 = s71).
Naj bo ¢:7/27Z - Aut(Z), 1~ (x — —x). Tedaj imamo izomorfizem
Do =7, 727, ki izhaja iz prirejanja s — (1,0),¢+ (0,1).

* Spomnimo se svetilkarjeve grupe

L= (a,t | a?, [tkat_k,tjat_j] zavse j,ke¢ Z).

Element a € L je reda 2, torej imamo eno kopijo Z/2Z v L. Element
t € L je neskoncnega reda, kar nam da eno kopijo Z v L. Element tk
konjugira a v tkat™*. Za vsak k € Z dobimo torej eno kopijo Z/27 v
L. Vse te razli¢ne kopije med sabo komutirajo, torej v L najdemo
@ieZ Z/ 27.

Definirajmo ¢:Z - @;c7 2/2Z, i = ((&n)nez = (8n+i)nez). Tvorimo
grupo (P;ezZ/27) x, Z. Trdimo, da je ta semidirektni produkt

7Torej @ deluje na N. O delovanjih bomo podrobneje govorili v naslednjem poglavju.
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Slika 1.1: Svetlikar se sprehaja in priziga svetilke

izomorfen grupi L. Generatorjema a in ¢ bosta pri tem ustrezala
elementa A = (e9,0) in T'=(0,1), kjer smo z e; € ®;c7 Z/27Z oznaéili
bazni vektor, ki je pri i-ti komponenti enak 1, sicer pa 0.

Definirajmo najprej preslikavo a:L — (@7 Z/2Z)»yZ,a— A,t > T.
S tem res dobimo induciran homomorfizem grup po univerzalni
lastnosti, saj se relatorji L preslikajo v enoto. Velja namre¢ A2 =
(2e0,0) = (0,0), TAT ™ = (0,1)(e0,0)(0,-1) = (e_1,0), T*FAT* =
(e_y,0) in zatorej [T*AT*, T7AT 7] =(0,0).

Definirajmo zdaj $e inverzni homomorfizem f: (@;cz Z/27) x4, Z — L.
Ta naj po definiciji slika (eq,n) ~ at”, (e_,0) = t*at™*. Od tod
izpeljemo kandidata za splo$no formulo za f: (Y,cza_pe_p,n)—
[Trez (tFat™*)2* . ¢". Ker so skoraj vsi koeficienti aj; enaki 0, je
zadnji produkt konéen. Lahko je preveriti (— vaje), da je p res
homomorfizem, ki je inverzen a.

Torej je res (Diez Z/2Z) 1y Z = L.

Zdayj lahko pojasnemo ime svetilkarjeva grupa. Element L je prek
izomorfizma zgoraj dolo¢en z elementom iz @;.z Z/2Z (= konéno
mnogo izbir 1 iz mnoZice Z) in z elementom iz Z.

Predstavljajmo si, imamo za vsak element iz Z svetilko, ki je bodisi
prizgana bodisi ugasnjena. Svetilkar je na zacetku sluzbe na poziciji
0 € Z. Prvi element pri izbiri elementa v L nam pove, katere svetilke
je svetilkar prizgal. Drugi element nam pove, kje je svetilkar na
koncu sluzbe.

Element grupe L je beseda v a in ¢, na primer tat’at™2. To s sve-
tilkarjem interpretiramo takole: svetilkar za¢ne v 0 € Z, potem se
premakne za 1 v levo, prizge svetilko, se premakne za 3 v levo, pri-
zge svetilko, se premakne za 2 v desno in se ustavi. Na koncu sta
svetilki prizgani na pozicijah —1,-4, svetilkar sam pa je na poziciji
—2. To ustreza naslednjemu ra¢unu v L:

tatdat 2 =tat ' ttat ™ 12 = (e_1 +e_4,2).

Semidirektni produkti se pojavijo v posebnih vrstah razsiritev. Raz-
cepna razsiritev je razSiritev 1 > N - G 5 @ — 1, v kateri obstaja homo-
morfizem s:Q — G, ki zadoS¢a mos =idg. Takemu homomorfizmu re¢emo
prerezni homomorfizem.

Za dani grupi N,Q in delovanje ¢:Q — Aut(N) imamo razcepno razsi-
ritev

]_—>N—>N>4(pQ—>Q—>1

z vlozitvijo n — (n, 1), projekcijo (n,q) — q in prereznim homomorfizmom
g~ (Lq).

Velja tudi obratno. Naj bo 1 - N - G - @ — 1 razcepna razSiritev s
prereznim homomorfizmom s. Tedaj dobimo delovanje @ na N: ¢:Q —
Aut(N), ¢~ (n~s(q)-n-s(q)™!). Element g torej s s dvignemo v G in
konjugiramo element n. Pri tem velja G 2 N x, @, izomorfizem izhaja iz
(n,q)~n-s(q)ingw~(g-(son(g)) ", n(g)).
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S tem smo premislili vsebino naslednje trditve.

Trditev. Semidirektni produkti so natanko grupe, ki se pojavijo
kot razsiritve v razcepnih razsiritvah.

Vec o razsiritvah si bomo pogledali nekoliko kasneje.
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Poglavje 2

Delovanja

Bistvo grup je, da delujejo — na razli¢nih objektih.

2.1 Delovanja grup

Osnovno o delovanjih

Bodi G grupa, C kategorija in X objekt v C. Delovanje grupe G na X je
homomorfizem G = Aute(X).
Zgled.

* Za C vzemimo kategorijo mnozic. Naj bo X mnozica. Delovanje G na
X je homomorfizem G ., Sym(X) iz G v grupo bijekcij mnoZice X.

e Za C vzemimo kategorijo topoloskih prostorov. Naj bo X topoloski

prostor. Delovanje G na X je homomorfizem G LA Homeo(X) iz G v
grupo homeomorfizmom prostora X.

* Za C vzemimo kategorijo vektorskih prostorov. Naj bo V vektorski
prostor. Delovanje G na V je homomorfizem G ®, GL(V)izG v
grupo linearnih avtomorfizmov prostora V. Ta zadnji primer je
Se posebej pomemben, saj grupo G uresni¢imo kot grupo linearnih
transformacij vektorskega prostora. V tem primeru recemo, da je p
upodobitev grupe G.

Cayleyjevo delovanje

Cayleyjevo delovanje je najpomembnejsi primer delovanja. Izhaja iz Cay-
leyjevega izreka:

G->Sym(G), gr(x—~gx) (g,x¢qG).

To delovanje grupe G na mnozici G si lahko vizualiziramo z grafom na
naslednji naéin.

Dana je grupa G in S € G neka njena generirajoca podmnozica. Cayle-
yjev graf grupe G glede na S je graf Cay(G,S) z:

e vozliséi V =G,'

* povezavami E = {{g,g-s} |g€G, se SUSTH\{1}}.

17a vsak element g € G imamo torej eno vozlisce.
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Slika 2.2: Cay(Z,{2,3})

Zgled.
e Cay(Z,{1}) je pot neskonéne dolZine.
e Cay(Z,{2,3}) je 4-regularen graf, ki pa ni drevo.
e Cay(72,{(1,0),(0,1)}) je ravninska mreza.
* Cay(7/67,{1}) je 6-cikel.

* Cay(Ss,{r,0}), kjerjer=(12)in 0 =(12 3), je tristrana prizma z
eno kriZno povezavo.

e Cay(Fo,{x,y}) je 4-regularno drevo.

Proste grupe so natanko grupe, katerih Cayleyjev graf je lahko drevo.”

Trditev. Najbo G grupa in S CG z lastnostjo SNS~! =g. Ce je
Cay(G,S) drevo, potem S prosto generira G.

Dokaz. Po univerzalni lastnosti proste grupe dobimo homomorfizem
¢:F(S) — G. Ker S generira G, je ¢ surjektiven. Privzemimo, da ¢ ni
injektiven. Naj bo 1+ w =s1---s, € F(S) (s; € SuS™!) okrajsana beseda
minimalne dolzine, ki je v jedru ker¢. Lo¢imo ve¢ primerov glede na
dolzino besede.

e Ceje n=1: Vtem primeru je w =s; € SUS™L. Toda ¢|s je injektivna.
Protislovje s predpostavko ¢(w) = 1.

e Ceje n=2: V tem primeru je w = s1sg in velja ¢(w) = 1. Torej 1 =
p(s182) =s1-s2 €G. Torej je s1 # sgl v F(8S),2 medtem ko je s1 = sgl v

G. Od tod sledi s; € SnS~! c G. Protislovje s predpostavko SNS~! = &.

o éeje n >3: Zaporedje elementov 1,s1,81S9,...,8152--*S,, tvori cikel
v Cay(G,S), saj je s182--:s, = p(w) =1 € G. Vsa vozliséa tega cikla
so razlicna med sabo: Ce je namre¢ s1---s; = s1--'s; € G za nek i < j,
potem je beseda w' = s1s9:+-s;sj+1°+-s, € F(S) krajse dolzine kot w,
hkrati pa velja ¢(w') =s182:8iS11-Sp =8152-8Sj+1--Sp = (w) = 1.
Protislovje z minimalnostjo dolzine w € ker ¢. Tako res dobimo n-cikel
v grafu Cay(G,S). Protislovje s predpostavko, da je Cay(G,S) drevo.

O

2Trditev nam podaja geometrijsko karakterizacijo prostih grup. V naslednjem razdelku
jo bomo Se razsirili.
3Beseda w je okrajsana.
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(_1’1)‘ (0’1)‘ (171)‘

(-1,0)| (0,0)| (1,0)

(-1,-1) (0,—1)‘(1,—1) [

Slika 2.3: Cay(Z2,{(1,0),(0,1)})

4 5

Slika 2.4: Cay(Z/6Z,{1})

Prosta delovanja

Cayleyjevo delovanje je posebni primer prostega delovanja — to je delovanje
grupe G na mnozici X, za katero velja*

VgeG-{1} VxeX: g-x+x.

Zgled.

¢ Cayleyjevo delovanje je prosto. Element x € G je namrec fiksna tocka
delovanja elementa g € G, ¢e in samo ce velja g-x = x, kar je mogoce
le v primeru g = 1.

e Naj Z deluje na kroznici S! s predpisom
Z —>Isom(SY), nwe (zwz-e2"%)

za nek izbrani parameter a € R.

a

o C'eje acQ: Naj bo a = ;. Tedaj n =b deluje kot idg1, torej
delovanje ni prosto.

e Ce je a e R—Q: Stevilo z € S! je fiksna tocka delovanja nekega
n e Z, e in samo cCe je 2nina € 2riZ, kar pomeni ravno « € Q.
Torej je za iracionalne izbire a to delovanje prosto.

Ko grupe delujejo na grafih, topoloskih prostorih ali ostalih objektih
razli¢nih kategorij, pri definiciji prostega delovanja upostevamo dodatno
strukturo. Na primer, re¢emo, da grupa G prosto deluje na grafu I' =
(V,E), ¢e velja:

* obstaja homomorfizem p:G — Aut(T'), kjer grupa Aut(I") sestoji iz

bijekcij f:V -V, za katere velja

Vu,veV: {u,v}eE < {f(u),f(v)}€E,

4Pogoj pomeni, da noben netrivialen element grupe nima fiksnih tock.
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Slika 2.5: Cay(Ss,{r,0})

yx 1 y yx
— ——
21y Xy
2 T o1 1 1 x 2 F
x iyl o . yTT_
S R
vyl oyt oy

Slika 2.6: Cay(Fs,{x,y})

* zavsak geG-{1} velja

VoeV:p(g)(v)#v in V{u,v}eE: {p(g)(u),p(g)(v)}*{u,v}.

Zgled. Grupa G deluje na grafu Cay(G,S):
G - AutCay(G,S), g~ (x—g-x).

Tukaj je pomembno, da smo v definiciji Cayleyjevega delovanja uporabili
mnozenje z leve z elementom g € G, v definiciji Cayleyjevega grafa pa smo
uporabili mnozenje z desne z elementi s € S.

Elementi g € G res delujejo kot avtomorfizmi grafa, ker za x,y € G
velja:®

x~y©ﬂseSU871: x=y-8<:>3.S‘ESU871: g x=g-y-s<gx~gy.

To delovanje ni nujno vedno prosto. Na primer, ¢e vzamemo G =Z/27 =
{0,1}, S = {1}, potem je Cay(G,S) pot dolZine 1, na kateri element 1€ G

50znaka x ~ y pomeni, da je x povezan z y v grafu Cay(G,S).

18



deluje tako, da zamenja vozliséi 0 in 1 med sabo in ohranja povezavo med
njima.

IzkazZe se, da je edina ovira za prostost delovanja grupe na svojem
Cayleyjevem grafu obstoj elementov reda 2 v S.

Trditev. Bodi G grupa, G = (S). Cayleyjevo delovanje G na
Cay(G,S) je prosto, ¢e in samo ¢e S ne vsebuje elementov reda 2.

Dokaz. Cayleyjevo delovanje je vselej prosto na vozlis¢ih. Preveriti
moramo le, kaj se dogaja s povezavami.

e Ce obstaja s€S,s?>=1: V tem primeru s deluje na povezavi {1,s}
tako, da jo preslika v povezavo {s,s?} = {1,s}. Torej s fiksira to pove-
zavo, zato delovanje ni prosto. W

e Ce delovanje ni prosto: Najbo g eG — {1}, ki fiksira povezavo {u,v}.
Velja torej {u,v} ={gu,gv}. Ker je u ~ v, lahko piS§emo v = us za nek
seSuS~!-{1}. Lo¢imo dva primera.

e Cejeu=guinv=_guv: Sledi g=1. Protislovje.

o C’eje u=gvinv=gu: V tem primeru velja u = gv = gus =vs =
us?, zato sledi s2=1. &

Orbite in stabilizatorji

Vsako delovanje G na mnozici X lahko razgradimo na poddelovanja na
podmnozicah X. Osnovne enote so orbite. Orbita elementa x € X je
mnozica G.x = {g.x| g € G}.% Mnozica orbit je kvocientna mnozica G\X =
{G.x|xeX}. Kadar ima X kaksno dodatno strukturo, ima ponavadi tudi
mnozica orbit naravno dodatno strukturo.

Zgled. Naj grupa S' deluje na C s predpisom
S - Isom(C), z+ (x> z-x).

Velja S1.0={0}, S'.i =S'. V splonem je S'.x ravno kroznica s polmerom
|x|. Kvocientno mnozico S1\C lahko naravno identificiramo z mnozico Rs.

Stabilizator elementa x € X je G, = {g € G| g.x =x}. To je vselej

podgrupa grupe G. Dualen objekt stabilizatorju je mnozica fiksnih tock
dane podmnozice HC G, toje X = {x e X |VheH: h.x=x}.
Zgled. Naj bo K =[0,1]x[0,1] ¢ R? kvadrat. Grupa G = Isom(K) je
izomorfna diedrski grupi Dg, generirana je z rotacijo s:K — K (vrtenje za
27/4) in zrcaljenjem #:K — K (zrcaljenje prek glavne diagonale (0,0) -
(1,1)).

Fiksne tocke generatorjev so K’ = {(x,x)|x€[0,1]}, K* ={(1/2,1/2)}.
Velja ge G.(0,0) = {(0,0),(1,0),(0,1),(1,1)}, G(g,0) = {1,t}, G(1/30) = 1,
K% ={(1/2,1/2)}. Totka (1/2,1/2) je torej globalna fiksna totka delovanja.

Stabilizatorji in orbite so povezani na naslednji nacin.

6Grupa G deluje na X prek homomorfizma p:G — Sym(X). Oznaka g.x pomeni

p(g)(x).
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Slika 2.7: Delovanja generatorjev diedrske grupe Dg na kvadratu

Trditev. Naj G deluje na mnozZici X. Naj bo x € X. Tedaj je
preslikava
AyGlGy—~Gx, gGyrg.x

bijektivna, zato velja |G/G| = |G.x|. V primeru |X|,|G| < oo velja

tudi
> |xE.
geG

1

G\X| =
G|

zato gglgl.x =x, torej go.x=g81.x. W
A, je surjektivna: Velja po definiciji. «

torej je goGx =g1Gy. W

Za zadnji del opazujmo mnozico F = {(g,x) |g€G, x € X, gx=x}C
GxX. Velja |F|= deG X8| = Yrex |Gx| = Liex |Gl/|G x| = |G| Eiex 1/|G x| =
G| Xyeca\x Zxey /Y| =G| |G\X]|. @ O

Zgled. Naj bo p prastevilo, C = {x1,...,x,} za nek a €N in naj bo N = C?
mnoZica vseh nizov dolzine p iz érk C. Cikli¢éna grupa Z/pZ deluje na N/
s ciklicnim zamikom:

Z/pZ - Sym(N), i (c1cpr> Cpis1CpC1Cp ).

Stevilo orbit tega delovanja je po zadnji trditvi enako

Z/pZW]== T IV,

ieZ/pz
Velja: N0 =N inzai#0je N7 = {x1---x1,%9: X, ...,%qXq }. Od tod sledi
2/p2\WI= (Wl (p=DIVY) = (@ + (0= 1))
Ker velja |Z/pZ\N| €N, sledi p |a? + (p — 1)a, torej
VaeZ: a’ =a mod p.

To je natanko mali Fermatov izrek.
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Tranzitivna delovanja

Delovanje grupe G na mnozici X je tranzitivno, ée je |G\X| =1, torej ¢e
obstaja ena sama orbita.
Zgled. Opazujmo Cayleyjevo delovanje grupe G na Cay(G,S), kjer
(S)=G. To delovanje je vselej tranzitivno na vozliséih: za x,y € G element
yx~ ! preslika vozligée x v y. To delovanje je tudi prosto na vozliséih: ée je
gx =x, potem sledi g =1.

Izkaze se, da tranzitivnost in prostost karakterizirata Cayleyjeve grafe.

Trditev. Bodi G grupa, ki deluje na povezanem grafu X = (V,E).
Ce je to delovanje tranzitivno in prosto na mnozici V, potem za
vsak x € V velja, da mnozica S = {s € G | {x,s.x} € E} generira G in
X = Cay(G,S).

Dokaz. Definirajmo preslikavo ¢:G -V, g+~ g.x. Zaradi predpostavke o
tranzitivnost in prostosti je ¢ bijekcija. Torej lahko identificiramo G in V
prek ¢.

S generira G: Naj bo g € G. Opazujmo neko pot v grafu X od x do g.x:

x0=0, x1=81.X, X2 =89.X,...,Xn =8n.X = Z.X.

zaneke g; €G. Naj bo s =g;1 "8j+1-

X1=481.%
Xo=X X2 =89.X Xn=8n.X=8.X

Premislimo, da za vsak j velja s; € S: vemo x; ~ x;,1, zato je g;l.xj ~

1 . -1 ..
8 Xji1, kar se poenostavi v x ~ 8, 8j+1-X~S).x, torej je res x ~ ;..

Zdaj velja g =g, = 8080 8187 '8 18n = 805182 *Sn—1 =81°+Sn—1. To-
rej res S generira G. «
Za é,ihieiéix;e?ljz; c}(g) ~@(h), ¢e in samo ¢e je g.x ~ h.x, kar je enakovredno
x~g 1h.x,torej g 1h €S, to pa je nazadnje enakovredno g ~ & v Cay (G, S).
Torej ¢ inducira izomorfizem grafov X in Cay(G,S). « O

2.2 Proste grupe in drevesa

Prosto delovanje proste grupe na drevesu

Bodi F prosta grupa, prosto generirana z mnoZico S ¢ F. Tedaj je Cay(F,S)
drevo in F' deluje na tem drevesu s Cayleyjevim delovanjem.

Ali je to delovanje prosto? Po trditvi iz prej$njega razdelka vemo, da je
temu tako, ¢e in samo &e S ne vsebuje elementov reda 2. Ce obstaja sg € S
reda 2, potem lahko definiramo preslikavo S — Z, ki preslika sg v 1, vse
ostale elemente mnoZzice S pa v 0. Po univerzalni lastnosti proste grupe
dobimo homomorfizem ¢:F — Z in velja raéun 0= (1) = ¢p(s3) = ¢(s0)% =
2. Protislovje. Torej tak sg ne obstaja in prosta grupa vselej deluje prosto
na drevesu.

Dokazali bomo, da velja tudi obratno.
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Slika 2.9: Vpeto drevo delovanja Z in tri orbite na vozliscih drevesa

Izrek. (PROSTA < PROSTO NA DREVESU) Grupa je prosta, ¢e in
samo ¢e deluje prosto na drevesu.

V eno smer smo izrek Ze premislili. Predpostavimo zdaj, da grupa G
prosto deluje na (morda neskonénem) drevesu 7T'.

Zgled. Grupa Z deluje s pomikom v desno na drevesu, ki ga dobimo tako,
da v Cayleyjevem grafu Cay(Z,{1}) vsakemu vozli§éu dodamo dva lista.

Kot vidimo v zadnjem zgledu, drevo T ni nujno Cayleyjev graf grupe
G. Bomo pa pokazali, da lahko T vselej kontraktiramo oziroma skréimo
do Cayleyjevega grafa grupe G, in sicer tako, da kontraktiramo dolocena
poddrevesa v T.

Vpeta drevesa delovanj

Naj grupa G deluje na grafu X z avtomorfizmi. Vpeto drevo delovanja G
na X je podgraf X, ki je drevo in ki vsebuje natanko eno vozlisce v vsaki
od G-orbit na vozlis¢ih X.

Zgled.

* Naj Z deluje na drevesu s pomikom v desno kot v zadnjem zgledu.
Imamo 3 orbite Z na vozlis¢ih drevesa. Vpeto drevo je pot dolzine
2 od enega od novih listov prek vozlis¢ca na Cayleyjevem grafu do
drugega od listowv.

* Grupa Z/nZ delyje z rotacijo na diskretnem torusu Cay(Z/nZ x
Z/m7,{(1,0),(0,1)}). Stevilo orbit na vozlis¢ih je m. Vpeto drevo
delovanja je v tem primeru m-cikel brez ene povezave.

Trditev. Vsako delovanje grupe na povezanem grafu ima vpeto
drevo delovanja.

Dokaz. Naj G deluje na grafu X. Naj bo 7 mnozica vseh poddreves v X,
ki vsebujejo najveé eno vozlisée iz vsake G-orbite. Velja 7 #, na primer
T vsebuje drevo iz enega samega vozliséa. MnoZica 7 je delno urejena z
relacijo inkluzije. Vsaka veriga v 7 ima zgornjo mejo (lahko vzamemo kar
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Slika 2.10: Vpeto drevo delovanja grupe Z/5Z na diskretnem torusu
Cay(z/52x7/62,{(1,0),(0,1)})

unijo dreves v verigi). Po Zornovi lemi zato obstaja maksimalen element v
T izberimo enega in mu recimo 7.

Obstaja taka izbira v, da je v soseden nekemu vozli-

scuvT.

Dokaz: Ker je X povezan, obstaja pot p od nekega vozlis¢a u €T do v.
Naj bo v’ prvo vozlis¢e na p, kiniv T.

v

e Ce TNG.v' =@: V tem primeru lahko v nadomestimo z v’. W

e Sicer: V tem primeru obstaja g € G, da je g.v’ € T. Naj bo p’ odsek
poti p od v’ do v. Torej je g.p’ pot od g.v’ € T do g.v, pri éemer velja
G.gvnT =G.vnT =g po izbiri v. Torej je g.p’ krajsa pot kot p z
enako lastnostjo (povezuje T z vozliSéem, katerega orbita ne seka T).
Postopek ponavljamo in na koncu dobimo vozliSée z Zeleno lastnostjo.

«

K drevesu T dodajmo izbrano vozliSée v in povezavo, ki ga povezuje
z drevesom T'. Dobimo novo drevo v T, ki vsebuje T, kar je protislovje z
maksimalnostjo drevesa T € 7. Torej je res T vpeto drevo delovanja. w'O

Kontrakcija in Cayleyjevo drevo

Dokaz izreka (PROSTA < PROSTO NA DREVESU). Naj G deluje prosto
na drevesu 7T'. Dokazujemo, da je G prosta grupa.

Naj bo T’ vpeto drevo delovanja G na T. Kontraktirajmo drevo 7" v
vozlisée, prav tako naredimo z orbitami 7”. Na ta naéin dobimo nov graf
X z
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o vozliséi V={g.T" | g€ G},
e povezavami E = {{g.T',h.T'} |g,h €G, g.T" in h.T' sta sosednji},

kjer sosednost g.7” in h.T' pomeni, da sta ti dve drevesi razli¢ni in da
obstajataueg. T, veh. T zu~pv.

AT

Za graf X veljajo naslednje lastnosti:

e Za vsaka razliéna elementa g,h € G je g.T' nh.T' = ». Ta lastnost
sledi iz prostosti delovanja in izbire T".

e Ce sta g.T',h.T" sosednji, potem med njima obstaja natako ena
povezava v T'. Ta lastnost velja, ker v T' ni ciklov.

* Graf X je drevo. Cikel v X bi nam namrec¢ porodil cikel v T'.

* Grupa G inducirano deluje na X, to delovanje je tranzitivno in prosto
na vozlis¢ih X.

Iz zadnje lastnosti po dokazani trditvi sledi, da obstaja S € G, da je X =
Cay(G,8S).
grupa, ki prosto deluje na drevesu 7. To ni mogoce, saj ima vsako delovanje
konéne grupe na drevesu globalno fiksno tocko (— vaje). &

Ker v S ni elementov reda 2, lahko izberemo S ¢ S, za katero velja
SnSt=gin (S)=(S)=G. Se vedno je Cay(G,S) drevo. Iz trditve v
razdelku o Cayleyjevem delovanju zdaj sledi, da S prosto generira G. O

Uporaba: podgrupe prostih grup

Posledica. (NIELSEN-SCHREIER) Podgrupa proste grupe je pro-
sta.

Dokaz. Naj bo F prosta grupa in G < F. Grupa F prosto deluje na
drevesu, zato tudi G prosto deluje na drevesu. Iz zadnjega izreka sledi, da
je G prosta. O

Zgled. Naj bo F9 prosta grupa ranga 2, generirana z elementoma x,y.
Opazujmo preslikavo {x,y} - S3, x~ (1 2),y ~ (1 2 3). Po univerzalni
lastnosti obstaja razsiritev te preslikave do homomorfizma ¢:F9 — S3. Ta
je surjektiven, saj velja S =((12),(1 2 3)). Jedro ker ¢ je torej podgrupa
indeksa 6 v F9 in je zato sama prosta. Kateri prosti grupi je izomorfna
grupa ker ¢?

Posledica. (KVANTITATIVNI NIELSEN—SCHREIER) Naj bo F pro-
sta grupa ranga n in naj bo G < F' pogrupa indeksa k. Potem je G
prostaranga k-(n—1)+1.
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Dokaz. Naj S prosto generira F. Naj bo T' = Cay(F,S) drevo, na katerem
F deluje prosto s Cayleyjevem delovanjem.

Opazujmo zoZitev tega delovanja na podgrupo G < F. Naj bo T’ vpeto
drevo delovanja G na T. Za f € V(T') = F je orbita G.f ravno desni odsek
G v F, torej je stevilo vozlisé v T’ enako |F : G| =k.

Po kontrakeiji poddreves g.T” za g € G dobimo’ drevo X = Cay(G,S’)
zanek S’ € G in grupa G je prosta ranga |S’|. Pri tem je |S’| enako polovici®
Stevila povezav od T’ do g. 7" za vse g €G.

AL AL L

Jasno velja

> degp(v)=[V(T')|-2n=k 2n.
veV (T")

Po drugi strani pa lahko zadnjo vsoto izra¢unamo tako, da najprej uposte-
vamo notranje povezave v 7", ki jih je natanko 2- (2 —1) (vsako od k-1
povezav v T’ prestejemo dvakrat), in za tem Se povezave iz T’ do drugih
g.T' za g € G, ki jih je natanko 2-|S’|. Sledi
o1
IS”| = §(an—2(k—1)) =k(n-1)+1.

|

Zgled. Nadaljujemo zadnji zgled. Ker velja |Fy : ker ¢| = 6, sledi ker ¢ = F7.

Posledica. Prosta grupa ranga vsaj 2 vsebuje proste podgrupe
poljubno velikega ranga.

Dokaz. Sestavimo surjektiven homomorfizem ¢:F, - S, =((12),(12---n)).
Jedro ker ¢ je prosta grupa ranga n!-(r—1) + 1, kar raste ¢ez vse meje ko
gre n — oco. Hkrati ker ¢ vsebuje proste grupe vsakega ranga manjsega od
n!(r-1)+1. O

Posledica. Podgrupa konc¢nega indeksa v konéno generirani
grupi je kon¢no generirana.

Dokaz. Naj bo G kon¢no generirana grupa in naj bo H < G podgrupa
konénega indeksa. Naj bo G = (S), |S| < co0. Naj bo m:F(S) - G surjek-
tiven homomorfizem. Naj bo H' = 77 1(H) < F(S). Velja |F(S): H'| =
|F(S)/kern:H'[kern|=|G: H| < co. Torej je H' konéno generirana prosta
grupa. Njena slika H = 1(H') je zato tudi konéno generirana. |

Premislek pokaze (— vaje), da je Stevilo podgrup danega indeksa v
koné¢no generirani grupi G vselej konéno, njihov presek pa je podgrupa
edinka konénega indeksa v G.

"Kot v dokazu izreka (PROSTA <> PROSTO NA DREVESU).
8y Cayleyjevem grafu imamo namreé dve povezavi za vsak s€ S': s in s7L
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A b B
Slika 2.11: Pingpong

Pingpong

Vzpostavili bomo Se en geometrijski kriterij za prepoznavanje prostih
grup.

Izrek. (PINGPONG) Naj bo G = (a,b) grupa z delovanjem na mno-
zici X. Predpostavimo, da obstajata neprazni podmnozici A,Bc X,
B ¢ A, ki zadoS¢ata pingpong pogoju:

Vnez\{0}: a".BCAin b".ACB.

Tedaj je G prosto generirana z {a,b}.

Dokaz. Najbo F =F({a,B}) prosto generirana s simboloma a,f. Po
univerzalni lastnosti dobimo homomorfizem ¢:F - G, a —a, — b. Pred-
postavimo, da ¢ ni injektiven. Naj bo torej w € F' okrajSana beseda v ker ¢.
Obravnavajmo $tiri moznosti glede na zacetek in konec besede w.

* w se zacne in kon¢a z a: V tem primeru je w = a™° " at--- g a”*
zan;,m; € Z\{0}. Jasno je ¢(w).B =B, po drugi strani pa po pingpong
pogoju velja

¢(w).B=a"b™a"--b™a" Bca™b™a™---b" AC---Ca" . BCA.
Protislovje s predpostavko B ¢ A.

® w se zac¢ne in konca z B: V tem primeru je konjugirana beseda aw a!

okrajsana beseda v jedru ker ¢, ki je enake oblike kot v prvem primeru.
Protislovje.

* w se za¢ne z a in konc¢a z B: V tem primeru je w = a"w'f™ zan,m ¢
Z\{0}. Tako je konjugirana beseda a*wa " = a**"w’ " a* okrajsana
beseda v ker ¢, ki je enake oblike kot v prvem primeru. Protislovje.

 w se zaéne z B in konéa z a: V tem primeru je w™! okrajana beseda
v ker ¢, ki je kot v tretjem primeru. Protislovje.

O
Zgled. Opazujmo grupo matrik SLy(Z) = {A € GLa(Z) | detA =1}. Izbe-

rimo njuna elementa
1 2 10

Dokazimo, da je (a,b) prosta grupa, prosto generirana z {a,b}. V ta
namen uporabimo (PINGPONG). Grupa SLg(Z) naravno deluje na ravnini
R2. Razdelimo jo na dva dela:

A={(x,y) eR?|[x[>]y]}, B={(x,y)eR®||x|<[y[}.
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Slika 2.12: Pingpong v ravnini R? glede na delovanje grupe SLg(Z)

Za vsak n € Z\{0} in (x,y) € B velja

a”( ):(x+2ny)eA,
y y

kjer zadnja vsebovanost sledi iz |x+2ny| > |2ny|-|x| > 2|y|—|x| > 2|y|-|y| = |¥|.
Torej je res a”.B € A. Podobno preverimo b™.A € B.

Z nekaj dodatnega premisleka se da pokazati (— vaje), da velja celo
|SLa(Z) : {a,b)| = 12. Torej SLa(Z) vsebuje prosto podgrupo konénega
indeksa.

Naj bo P grupno-teoreti¢na lastnost.” Ce ima grupa G podgrupo H,
ki zado$¢a P in je konénega indeksa v G, potem re¢emo, da G virtualno
zadoscéa P.

Zgled.
e SLy(Z) je virtualno prosta grupa.

¢ Iz kvantitativnega Nielsen—Schreierjevega izreka sledi, da je prosta
grupa ranga 2 virtualno prosta ranga k za vsak & > 2.

e Vsaka koné¢na grupa je virtualno trivialna.

9Na primer, P je lahko je abelova grupa ali je prosta grupa.
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Poglavje 3

Struktura grup

V tem razdelku si bomo ogledali, kako lahko grupe razreZemo na preproste
kose.

3.1 Resljive grupe

Resljivost
Grupa G je resljiva, ¢e ima verigo podgrup

G=G1>Ga>--2G, =1,

katerih faktorji G;/G;.1 so abelovi za vsak i =1,2,...,n — 1. Ekvivalentno,
velja Vx,y € G;: [x,y] € Gi11. Re§ljive grupe so torej grupe, ki jih lahko
razreZemo na abelove kose.

Za podgrupi H,K <G uvedimo oznako

[H,K]=([h,k]|heH,kcK).

Pogoj, da je G;/G;1 abelova, je ekvivalenten [G;,G;] < G;.1.

Izvedena vrsta
V grupi G induktivno definiramo njeno izvedeno vrsto podgrup
¢V=q, ¢V=1gD M zaix1.

Premislimo naprej, da velja G g, Naj bo w € G(”l), torej
w=[];la;,b;] zanekea;,b;e G). Za vsak g € G() tedaj velja

gwg =[]ela;b,le " =1lgase "eb,8 "1 [1[¢V,GP]cql™.
J J J

Opazimo, da je po definiciji grupa G /G(”l) vselej abelova. Ce torej
za nek n €N velja G =1, potem je G resljiva. Res pa je tudi obratno.

Trditev. Grupa G je resljiva, ¢e in samo ce velja G(™ =1 za nek
neN.

Dokaz. Predpostavimo, da je G resljiva in da njeno resljivost opazi
veriga G =G1 >G> - > G, =1. Velja torej [G;,G;] < Gi;1 za vsak i.
Sledi GV =Gy, GP® = [G1,G1] < G2, G®) =[G G ] < [Gg,G2] < G,
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... Induktivno sklepamo, da za vsak i velja G < G;. Zato mora veljati

tudi G = 1. O
Najmanjse Stevilo n € N z lastnostjo g+ =1 je izvedena dolzina

grupe G.

Zgled.

* Abelova grupa je resljiva izvedene dolzine 1.

* Opazujmo diedrsko grupo Dg, = Z/nZ xZ/2Z = (s,t | s",t%,tst ' =
s71). Velja [s,t] =s72 eDéi), zato (s2) e Déi). Predpostavimo, da
je n sodo &tevilo. Tedaj je kvocient Ds, /(s?) izomorfen grupi (s, |
s2 6% tst L =s71) = (s,¢| %, 12,5t = ts) 2 7/2Z x 7/2Z. Ker je slednja
grupa abelova, od tod sledi Déi) < (s%) in zato velja Déi) = (s?).

. . . . 3 ..
Slednja grupa je abelova, zevlto je nazadnje Dén) = 1. Torej je Doy,
resljiva izvedene dolzine 2. Ce je n liho Stevilo, podoben argument
pokaze, da je Déi) =(s?)=(s) in Déi) =1, torej je tudi v tem primeru
grupa resljiva izvedene dolZine 2.

S pomodjo izvedene vrste lahko preprosto izpeljemo dednost resljivosti
v osnovnih primerih konstrukeij novih grup.

Trditev. Podgrupe in kvocienti re§ljivih grup so resljivi. Razsiri-
tev resljive grupe z resljivo je resljiva.

Dokaz. Naj bo G resljiva grupa z G =1,

Za podgrupo H < G preprost induktiven argument dokaze H ) <g®
za vsak i. V posebnem sledi HM =1 &

Za N <G velja (G/N)W =GMWN/N=1. &

Naj bo nazadnje K Se ena re§ljiva grupa z K (m) =1, Naj bo E razsiritev
K zG. Tedaj velia E™G/G = (E/G)™ =K™ =1, zato je E(™) <G. Od tod
induktivno sledi E(™*) < G() za vsak i, zato v posebnem velja E("+") = 1.

NG |

Zgled. Svetilkarjeva grupa L = (@;c7Z/2Z) x Z je razsiritev abelove
grupe z abelovo, torej je resljiva.

Noetherskost

Trditev. Bodi G grupa. Naslednje trditve so ekvivalentne:

1. Vsaka neprazna mnozica podgrup grupe G ima maksimalen
element.

2. Vsaka strogo naras$cajoca veriga podgrup G1 < Gg < --- grupe
G je konéna.

3. Vsaka podgrupa grupe G je konéno generirana.

Grupe, ki zado§¢ajo tem pogojem, imenujemo noetherske.

Dokaz. 1. = 2.: Imejmo verigo G1 <Gg <~ v G. Tedaj ima mnozZica
{G1,Gsq,...} po predpostavki maksimalen element. Torej je veriga konéna.
<

2. = 1.: Uporabimo Zornovo lemo. Ker ima vsaka veriga zgornjo

mejo (namrec, zadnji ¢len verige), obstaja maksimalen element katerekoli
mnozice podgrup. «
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2. = 3.: Naj bo H <G. Izberimo neko mnoZico generatorjev S grupe
H. Naj bo s1 €S in Hy = (s1). Ce je Hy = H, je H konéno generirana.
Predpostavimo zdaj Hy < H. Najbo sy € S\H1 in Hy = (s1,s3). Ceje Hy = H,
je H koncno generirana. Predpostavimo zdaj H; < He < H. Postopek
nadaljujemo in dobimo narascajoco verigo podgrup v H. Ker je vsaka
veriga v G kon¢na, se mora ta postopek ustaviti. Torej obstaja i €N, da je
H,=H. Stemje H= <81,82,...,Si>. NG

3. = 2.: Naj bo G1 <Gg <--- neskonéna veriga v G. Naj bo H = ;NG
Velja H < G, zato je po predpostavki H = (h1,--,h,) za neke h; e H. Za
vsak generator A; obstaja Clen verige, ki ga vsebuje. Torej obstaja ¢len
verige, recimo Gy, ki vsebuje vse h1,...,h,. Torej G}, > H, zato je G; <Gy,
za vsak i € N. Veriga je torej konc¢na. Protislovje. « O

Ni se tezko prepricati (— vaje), da je lastnost noetherskosti zaprta za

podgrupe, kvociente in razsiritve.
Zgled.

® 7 je noetherska grupa.
¢ Koncne grupe so noetherske.

¢ Iz zgodnjih dveh primerov sledi, da je vsaka kon¢no generirana
abelova grupa noetherska.

* Qninoetherska grupa. Vsebuje namrec podgrupe Hy, ={5; [a€Z, i¢€
No, i <k} za k €N, ki tvorijo neskonéno verigo

Z=H0<H1 <H2<---<@.

Trditev. Resljiva grupa je noetherska, ¢e in samo ¢e ima verigo

G=G12Gob Gy =1,

kjer so vsi kvocienti G;/G ;.1 cikliéni.

Resljivim noetherskim grupam pravimo policikli¢ne.

Dokaz. (<+): Cikli¢ne grupe so noetherske. Tako je najprej G,—1 noether-
ska. Ker je G, _g razsiritev cikli¢ne grupe G,_2/G,-1 z grupo G,_1, je tudi
G, -2 noetherska. Induktivno na ta nac¢in sklepamo, da je G; noetherska
za vsak i. V posebnem je G = G noetherska. «

(=): Bodi G resljiva z verigo G =G1 > Ga > - > G, =1 z abelovimi
kvocienti. Ker je G noetherska, je noetherski tudi vsak ¢len verige G;,
zato je G;/G;+1 noetherska, torej je nazadnje G;/G;,1 konéno generirana
abelova grupa. ZapiSemo jo lahko kot direktno vsoto cikli¢nih grup:

Gi/Gi+1zcl@Cz®"'€Bck.

Najbo H = (69521 C J-) G;+1<G; delna vsota cikli¢nih podgrup, dvignjena
v grupo G;. Torej imamo verigo podgrup

Gis1=Ho<H1<---<Hp=G;

s kvocienti H;,1/H ;= C;j;1. Na ta nacin lahko v grupi G originalno verigo
med vsakima ¢lenoma G;.1 < G; pofinimo z vmesnimi podgrupami H ;,
tako da so v novi verigi vsi kvocienti cikli¢ni. Torej je G policikli¢na. 'O

Zgled.
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@ ni noetherska, torej ni policikli¢na grupa.

rana. Torej L ni noetherska.

Svetilkarjeva grupa L ima podgrupo @;.7 Z/2Z, ki ni konéno generi-

¢ Koncne resljive grupe so policikli¢cne, na primer Dy, je policikli¢na.

* Neskonéna diedrska grupa D, = Z x Z/2Z je policikliéna.

Hirschova dolzina

Lema. Najima grupa G dve verigi podgrup:
G=G1>Gg>--->G,=1 (G-veriga)
in
G=H{>Hy>--->bH,, =1. (H-veriga)
Tedaj obstajata verigi podgrup
G=K{1>K12>->K1,2Ky 1> 2Ky, =1 (K-veriga)
in

G=L11®L1p®2LimLyie-Lym=1, (Lveriga)

- ’

pri Cemer je K-veriga pofinitev H-verige (= vsi ¢leni H-verige se
pojavijo v K-verigi), L-veriga je pofinitev G-verige in kvocienti
K-verige so do permutacije clenov natan¢no enaki kvocientom L-

verige.

Dokaz. Pofinimo H-verigo s pomocjo G-verige. Najprej velja
G=H1>HsGo>HyG3s>--->HoG, =Ha,
za tem imamo verigo
Ho>H3(GenHs)>Hs(GsnHg)>-->H3(G,nHy) =Hg,
med sploSnima ¢lenoma H; > H; 1 pa imamo verigo
H;>H; 1(GenH;)>H;1(GsnH;)>->H;1(GpnH;) =Hjyq.

Oznac¢imo K; ;= H;.1(G;jnH;). Tako dobimo K-verigo,

G=K;1>bKi9>->K,,=1,

ki je pofinitev H-verige, saj velja K; 1 = H;.

Analogno lahko pofinimo G-verigo s pomocjo H-verige. Najbo L ; =

G;+1(H;nG;). Tako dobimo L-verigo,
G=L11>Ly1gb 0 Lym=1,

ki je pofinitev G-verige, saj veljaL;1=G;.

Obe novi verigi imata enako Stevilo ¢lenov (n-m). Za kvociente K-

verige velja

Hin(GjnH;) | H;1(GjnH;)/Hix
H;.1(Gjs1nH;) Hiw1(Gje1nH;)[Hix

K; /K jw1=

32



Zdaj uporabimo drugi izrek o izomorfizmu?, od koder sledi

- (GjnH;)/(GjnHi1) N G;nH;
1= o )
(Gjs1nH;)(G;nH;i11)/(GjnHiv1) ~ (Gjs1nH)(GjnHiyy)

K;i|K; i+

Zadnja grupa je simetri¢na glede na menjavo G-vrste in H-vrste. Torej bi
do enakega rezultata prisli z analizo kvocientov L-vrste. Od tod sledi

K;i/K;j12Lj;/L;i.

Dokaz je s tem zakljucen. O

Trditev. Bodi G policiklicna grupa. Vsaki verigi, ki opazita
policikliénost G, imata enako S$tevilo neskonénih kvocientov.

Dokaz. Po lemi imata vsaki dve verigi pofinitev z enakimi cikli¢nimi
kvocienti (do permutacije natanc¢no). Zato je trditev dovolj dokazati za
primer, ko je prva veriga pofinitev druge. Tako pofinitev dobimo z zapore-
dnim vstavljanjem enega novega ¢lena med dva obstojeca: G; < H < G;_1.
Loc¢imo dva primera.

e Ceje|G;_1/G;i| < co: V tem primeru ima nova veriga (z dodanim ¢le-
nom H) enako stevilo neskonénih kvocientov. «

e Ceje G;_1/G; 2 Z: V tem primeru je nujno H/G; = Z in |G;_1/H| < co.
Torej je Stevilo neskonénih kvocientov v stari in novi verigi zopet enako.

W

|

Stevilo neskonénih kvocientov v katerikoli verigi policikli¢ne grupe G
se imenuje Hirschova dolZina, oznaka h(G).

Zgled.
* Hirschova dolzina D, =ZxZ/2Z je enaka h(D ) = 1.

¢ Opazujmo Heisenbergovo grupo

1
H=1]|0
0

S~ Q

b
¢|la,b,ceZ;<GL3(2).
1

Ta grupa je policikli¢na, kar opazi veriga podgrup

1 a b 1 00
He{l0 1 0]|a,bezZ;><5]0 1 0]|bezZ;>1.
0 01 0 0 1

Kvocienti te verige so vsi izomorfni Z. Torej je h(H ) = 3.

Hirschova dolZina je pomembna invarianta policikliénih grup, ki jo
lahko uporabimo pri induktivnih sklepih. Primer take uporabe je podan v
naslednji trditvi. Reéemo, da je grupa brez torzije, kadar nima netrivialnih
elementov kon¢nega reda.

1Natanéneje, za grupe X,Y,Z, Z <X, velja XY /Y 2 X/(XnY), ta izomorfizem pa
prenese podgrupo ZY /Y v Z(XnY)/(XnY).
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| Trditev. Policikli¢ne grupe so virtualno brez torzije. |

Dokaz. Indukcija na Hirschovo dolzino. Najbo G=G1>Gg>---> G, =1.
Naj bo G;/G;;1 prvi neskonéni kvocient te vrste. Torej je |G : G;| < .
Dovolj bo zato dokazati, da je policiklicna grupa G; virtualno brez torzije.
Brez skode za splosnost lahko torej privzamemo i = 1.

Ker velja h(G2) = h(G) - 1, po indukciji obstaja H < Gg, za katero je
|Go:H| < oo in H je brez torzije. Privzamemo lahko, da je H < G.2 Naj bo
G/Gg=(xG2) zanek x €G. Najbo K = (x,H).

G
Go K
H

brez torzije

|G2:GonK|<|Ge:H|< oo.

K je brez torzije: Vsak element k € K lahko zapisemo kot &2 = x®h za
neka a € Z in h € H. Ce je k torzijski element, potem je 2™ = 1, od koder
sledi H=kF"H = (kH)™ = x*"H, zato je x»" € H < Gg. V tem primeru je
xG9 reda najve¢ am v G/Gg 2 Z. Od tod sledi a =0. Tako je k =h € H. Ker
je H brez torzije, je slednje sprto s predpostavko, da je k torzijski element.

W m|

3.2 Nilpotentne grupe

Nilpotentnost

Grupa @ je nilpotentna, ¢e ima verigo podgrup
G=G1>G2>-->2G, =1

z lastnostjo G; 4G in G;/Gi+1 < Z(G/Gis1)’ zavsak i =1,2,...,n—1. Taki
verigi reemo centralna vrsta.

Pogoj G;/Gi+1 < Z(G/Git1) je ekvivalenten Vx € G; Vg € G:[x,g] €
Gi.1, kar lahko krajse zapiSemo kot [G;,G] <G ,1.

Nilpotentne grupe so jasno resljive.

Spodnja in zgornja centralna vrsta

Kot pri resljivosti lahko opazimo nilpotentnost z eno posebno verigo. In-
duktivno definiramo spodnjo centralno vrsto z naslednjim predpisom:

¥1(G) =G, 7i:1(G)=[yi(G),Glzai>1.

2po potrebi namre¢ lahko H zamenjamo s presekom K<G,|G:K|=|G:H| K, ki je edinka
konc¢nega indeksa v G.
3Center grupe G je Z(G)={xcG|VyeG: xy=yx}.
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Induktivno hitro preverimo, da za vsako centralno vrsto G=G1>Gg >--- >
G =1 velja y;(G) < Gj, zato sledi y,(G) = 1. Res je tudi obratno. Ce je
Yc(G) =1 za nek ¢, potem je G=y1(G) >y2(G) >--->y.(G) = 1 centralna
vrsta, ki opazi nilpotentnost grupe G. Torej je G nilpotentna, ¢e in samo
¢e velja y.(G) =1 za nek c. Ce je ¢ najmanjse stevilo s to lastnostjo, potem
retemo, da je G razreda nilpotentnosti ¢ — 1.

Zgled.

* Grupe razreda nilpotentnosti 1 so natanko grupe z y2(G) =1, kar je
ekvivalentno [G,G] =1, torej so to natanko abelove grupe.

* Naj bo H Heisenbergova grupa. Izracunamo

100
yo(H)=H® ={l0 1 0||bez}<Z(H).
00 1

Torej je ys(H) = [y2(H),H] = 1. Tako je H nilpotentna razreda 2.
Analogno definiramo zgornjo centralno vrsto z naslednjim predpisom:
Zl(G) :Z(G), Zi+1(G)/Zi(G) ZZ(G/Zi(G)) zai>1.
Induktivno hitro sledi, da za vsako centralno vrsto G = G1 > Gg > -+ >
G, =1velja Z;(G) > G,_;, zato sledi Z,_1(G) = G. Res je tudi obratno.
Ceje Z.(G) =G zanek ¢, potem je G=Z.(G)>Z, 1(G)>-->Z1(G) > 1
centralna vrsta, ki opazi nilpotentnost grupe G. Torej je G nilpotentna,

¢e in samo ¢e velja Z,.(G) = G za nek c. Najmanjsi tak c je ravno razred
nilpotentnosti grupe G (— vaje).

Zgled.

e Ce je G abelova grupa, potem je Z1(G) = G. Razred nilpotentnosti
G je enak 1.

¢ Naj bo H Heisenbergova grupa. Izracunamo

1 00
Zl(H)ZZ(H)Z 01 0 |b€Z ZYQ(H).
0 0 1

Hkratije H/Z(H) = Zx Z, torej je Zo(H ) = H. Razred nilpotentnosti
grupe H je enak 2.

e Cleni spodnje in zgodnje centralne vrste niso nujno enaki. Naj
bo na primer G = H x Z, kjer je H Heisenbergova grupa. Tedaj je
vo(G)=ye(H)x1,Z1(G)=Z(H)xZ=y9(H) x Z.

Kot pri resljivih grupah ni tezko preveriti, da so nilpotente grupe
zaprte za podgrupe, kvociente in direktne produkte (— vaje).
Zgled. Nilpotentne grupe niso nujno zaprte za razsiritve. Preprost primer
je simetri¢na grupa Sg3, katere veriga S > As = Z/3Z > 1 s kvocientom
S3/As = Z/27 opazi njeno policikliénost. Ker velja Z(S3) =1, grupa S3 ni
nilpotentna.

Zgled. Velik razred nilpotentnih grup tvorijo konéne p-grupe.* To so
grupe, katerih moc je potenca prastevila p. Razlog za njihovo nilpotentost

4Kasneje bomo pojasnili, kaj toéno mislimo z izrazom, da konéne p-grupe tvorijo velik
razred grup.
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je v tem, da imajo take grupe vselej netrivialen center. V taki grupi G zato
velja Z1(G) > 1, Z2(G)/Z1(G) = Z(G/Z1(G)) > Z1, ...in torej zgornja
centralna vrsta strogo raste, e Se ni dosegla celotne grupe G. Slej kot prej
torej velja Z.(G) = G za nek c.

Komutatorji

Komutator elementov x,y € G je [x,y] = x "1y lxy. Preprost ratun pokaze,
da komutator zadosca naslednjima komutatorskima identitetama:

[xy,2] =[x,2]"[y,2],
[x,2][x, 5],

—
&
<
[\

[
1l

pri ¢emer smo uporabili oznako g* = x !gx za desno konjugiranje.’

V nilpotentni grupi G razreda 2 velja y2(G) < Z(G), zato je v taki
grupi res [xy,z] = [x,2][y,2] in [x,yz] = [x,y][x,2], tore] je komutator
bilinearen v taki grupi.

Komutator utezi ¢ je element [x1,xg,...,x. ], definiran induktivno kot

[x17x2,"'7xc] = [[xLxZ,---,xc—l]:xc]-

Komutatorji utezi 1 so obi¢ajni grupni elementi. Komutatorji utezi 2 so
obi¢ajni komutatorji dveh grupnih elementov. Komutator utezi 3 pa je na
primer element [x,y,z] = [[x,y],2] = [x,y] 127 [x,v]z.

Preprost ra¢un pokaze, da za komutatorje utezi 3 v vsaki grupi velja
Hall-Wittova identiteta:®

[x,y_l,z]y . [y,z_l,x]z . [z,x_l,y]x =1.

Analogno oznako kot za komutatorje visjih utezi uporabimo za pod-
grupe. Za podgrupe H,K,L <G imamo torej [H,K|=([h,k]|hecH,kcK)
in [H,K,L]=[[H,K],L]. Pri tem moramo biti previdni, saj je slednja
grupa definirana induktivno in torej v sploSnem ni nujno kar enaka grupi,
generirani s komutatorji utezi 3 oblike [h,k,l]za he H,kecK,l L.

Lema. Najbosta H, K <G, H=(X), K =(Y). Tedaj je

[H.K]=([x,y][xeX,yeY).

Dokaz. Grupa [H,K| vsebuje vse komutatorje [x,y] zax € X,y €Y, zato
vsebuje tudi podgrupo edinko, generirano s temi elementi: N := (([x,y] |
x€X,yeY). Velja tudi obratna inkluzija. V kvocientu [H,K |/N namre¢
odsek xN komutira z yN za x € X,y €Y, zato v tem kvocientu celotna
podgrupa HN /N komutira s podgrupo KN/N. Od tod sledi [H,K|N =N,
torej je res tudi [H,K]|<N. O

by grupi imamo dve konjugiranji: levo in desno. Levo konjugiranje z x je g — xgx_1 =%g
in to je levo delovanje, desno konjugiranje z x pa je g — x_lgx = g% in to je desno delovanje.
6o je analog Jacobijeve identitete iz Liejevih algeber.
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Komutatorji in spodnja centralna vrsta

Spodnja centralna vrsta je vselej generirana s komutatorji ustreznih utezi.

Lema. V vsakigrupi G velja y;(G) = ([x1,%2,...,%; ] | x1,%2,...,%; €
G).

Dokaz. Indukcija na i.
e =1«

*i—-1-i: Veljay;(G)=[yi-1(G),G], zato iz zadnje leme in indukcije
sledi
)/L‘(G) = (([xl,xz,...,xi,l,xi] \xl,...,xi EG>>.

Konjugat komutatorja utezi i je komutator utezi i, velja namrec
[x1,...,%;]% = [x‘f,...,xf] za g € G. Tako je podgrupa, generirana s

komutatorji utezi i, edinka v G. S tem je dokaz zakljucen. «

|

V lemi ne smemo jemati elementov x; le iz neke generirajoce mnozice
X c@. V tem primeru namre¢ enak dokaz kot zgoraj pokaze, da velja

Yi(G)=(<[x1,...,xi] |x1,.‘.,xi EX»

in v sploSnem podgrupa, generirana s komutatorji utezi i s ¢leni v X ni
nujno edinka v G.

Zgled. Opazujmo diedrsko grupo Do, = (s,t|s",t%,tst™1 =s~1). Vzemimo
X ={s,t}. Izratunamo

y2(D2a) = ([s,2]) = () = (s*).

Za tem je

¥3(D2n) = [12(D2n),G1 = ([s*,¢]) = (s*) = (s*)

in nato
Y4(D2n) = [ys(D2a),G]=([s*,t]) = (s°).

Induktivno velja y; (Dg,) = (32171) zai>2.

Naj bo n =2%m za a,m €Ny, pri temer je m liho tevilo. Velja yq.1(Dgy) =
(s*) = (s”/m). Ce je m =1, potem sledi yq.+1(Dsgy,) = 1, torej je v tem pri-
meru grupa Do, nilpotentna razreda a. Ce pa je m > 1, potem je gn/m
lihega reda m, zato je y;(Dga,) = (s”/m) zavsak i >a+1. V tem primeru
grupa Dg,, torej ni nilpotentna.

Podobno velja v primeru n = co. Spodnja centralna vrsta nikdar ne

doseze 1 in grupa D, ni nilpotentna.

V kvocientu G/y;(G) so vsi komutatorji uteZi i trivialni, zato so vsi
komutatorji utezi i — 1 centralni. Torej je edinka, generirana s komutator;ji
utezi i — 1, enaka podgrupi, generirani s komutatorji utezi i — 1. Skupaj z
zgornjo opombo od tod sledi naslednja posledica.

Posledica. Najbo G = (X). Grupa y;-1(G)/yi(G) je generirana s
komutatorji utezi i — 1 z vnosi iz mnozice Xy;(G)/yi(G).
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Kadar je grupa G koncno generirana, so torej kvocienti spodnje cen-
tralne vrste kon¢no generirane abelove grupe. V posebnem zato velja
naslednje.

Posledica. Konc¢no generirana nilpotentna grupa je policikli¢na.

Konéno generirana torzijska’ nilpotentna grupa je torej policikli¢na z
verigo brez neskon¢nih kvocientov, torej je taka grupa nujno koncna. Velja
pa Se nekaj mocnejSega.

Trditev. Naj bo G nilpotentna grupa, generirana s konéno mnogo
torzijskimi elementi. Tedaj je G koncna.

Dokaz. DokaZzimo, da je za vsak i grupa y;(G)/yi+1(G) konéna. Od tod
bo sledilo, da je tudi G konéna. Naj bo G = (X) z lastnostjo xV = 1 za vse
x€X. Grupa v;(G)/yi+1(G) je generirana s komutatorji utezi i z vnosi iz
mnozice Xy;11(G)/yi+1(G). Za vsak tak komutator [x1,...,x;]y;+1 velja

([xl,--~,xi]Yi+1)N = [x17"'axlff17x§v]lyi+l(G) :Yi+1(G)7

kjer smo v prvi enakosti uporabili drugo komutatorsko identiteto. Tako je
abelova grupa v;(G)/yi+1(G) generirana s konéno mnogo elementi reda
kvec¢jemu N, torej je konc¢na. |

Zgled. Grupa D je generirana s torzijskima elementoma ¢,st, a ta
grupa ni koncna.

Odprt problem. (Burnside 1902) Ali je grupa
B(2,5) = (x,y |w® = 1 za vsako besedo w e F ({x,y}))

konéna?

3.3 Teorija razsiritev

Problem rekonstrukcije

Naj bo G konéna grupa. Ce G ni enostavna, potem ima pravo netrivalno
edinko N. Torej lahko G predstavimo kot razsiritev:

1-N-G-G/N 1.

Ta postopek lahko nadaljujemo z grupama N in G/N. Torej lahko grupo
G dobimo z zaporednim izvajanjem razsiritev: zaénemo z enostavno grupo
G/N1, ki jo razsirimo z enostavno grupo N1/Ng, tako dobimo grupo G/Na,
ki jo potem raz§irimo z enostavno grupo N2 /N3, tako dobimo grupo G/Ns,
..., nazadnje dobimo grupo G/N; =G.

V prej$njem razdelku smo obravnavali policiklicne grupe — to so na-
tanko grupe, pri katerih so vsi kvocienti N;/N;,1 v zgornji konstrukeiji
cikli¢ni.

V tem razdelku si bomo podrobneje pogledali, do kak$sne mere lahko s
poznavanjem teh enostavnih kvocientov rekonstruiramo grupo G.

Kaks$ne mozZnosti imamo za enostavne kose? Katere so vse koncéne
enostavne grupe? Konéne enostavne grupe so Kklasificirane (res?), sestojijo
iz naslednjih druzin:

7Grupa je torzijska, Ce je vsak njen element konénega reda.
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A, > n

( ° ° ° ° 097 alternirajoce
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[ ] 1o ©) 10 0 10 0 0 0 10 0)
\\.—, ‘o % \\.—, ‘9o
/e /e @ @ e
° 1o O 1@ 0 @ 0 10 0 10 0)
‘o N0 0, 0, O .. .
Liejevega tipa
{ ]
{ ]
v
p
abelove PSL,+1(Fq) s prijateljicami

Slika 3.1: Prikaz klasifikacije kon¢nih enostavnih grup

e cikli¢ne grupe: Z/pZ,
¢ alternirajoce grupe: A, zan >5,

* matri¢ne grupe Liejevega tipa: PSL,.1(F,) za n > 1, kjer je ¢ po-
tenca prastevila in [, konéno polje moci q; sorodne tej so ortogonalne,
simplekti¢ne in unitarne grupe,

* izjemne grupe Liejevega tipa: te so uresnicljive kot podgrupe matrik
majhnih dimenzij,

* kon¢no mnogo sporadi¢nih grup.

Mi bomo obravnavali le najlaZji primer, ko predpostavimo, da so vsi
enostavni kosi kar cikli¢ne grupe. S tem primerom pokrijemo vse konc¢ne
resljive grupe, hkrati pa je Ze ta primer zelo zakompliciran, kot bomo
videli.

Kategorija razsiritev

MnoZica vseh razsiritev tvori kategorijo. Njeni objekti so razsiritve, morfi-
zem med razsiritvama N - G > Qin N 565 Q je trojica homomorfiz-
mov (a, B,7), tako da naslednji diagram komutira:

N— G—"Q
oD
N G5 Qq.

Morfizem, pri katerem je @ =idy in y =idg (in torej N = N, @ =Q), imenu-
jemo ekvivalenca razsiritev. V tem primeru je § nujno izomorfizem grup
G in G (— vaje).
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Delovanje v razSiritvi z abelovim jedrom

Predpostavimo, da je N abelova grupa. V tem primeru je kategorija vseh
razSiritev blage zahtevnosti in jo lahko opiS§emo na naslednji nacin.

Naj bo N 565 @ objekt kategorije razsiritev. Izberimo transverzalo
T: za vsak odsek N v G izberemo en element iz tega odseka. Elementi 7
so torej v bijekciji z elementi @ prek preslikave 7. Ekvivalentno, imamo
prerezno funkcijo® 7:Q — G, za katero za vsak ¢ € Q velja 7(¢) € 7 in
7(1(q)) =q.

Vemo Ze, da v primeru, ko lahko izberemo prerezno funkcijo tako, da
je homomorfizem, dobimo semidirektni produkt. Kaj pa v primeru, ko 7 ni
nujno homomorfizem?

Elementi transverzale 7 delujejo na N s konjugiranjem: za n € N
dobimo “(9n =1(q)-n-7(g)~!. Na ta natin dobimo homomorfizem® y:Q —
Aut(N), ki ¢ preslika v konjugiranje s 7(q). Torej dobimo delovanje @ na
N. To delovanje je neodvisno od izbire transverzale T oziroma prerezne
funkcije 7 (— vaje).

Povzemimo.

Trditev. Vsaka raz$iritev N —» G — @ z abelovim jedrom N
porodi homomorfizem y:@Q — Aut(N).

Zgled. Najbo G =N x,Q, kjer je ¢:Q — Aut(N). Tedaj lahko izberemo
transverzalo s prerezno funkcijo 7:Q - G,q — (1,q). Velja

"@Dp =1 (n,1) = (1,¢)(n,1)(1,9) ™ = (9(g)(n),1) = 0(q) (n).

Torej je x(q) = ¢(q) za vsak q €@, se pravi y = .

Kako se y spremeni z ekvivalenco razsiritev?

Trditev. Ekvivalentni razsiritvi z abelovim jedrom porodita enak
homomorfizem y:Q — Aut(N).

Dokaz. Imejmo ekvivalentni razsiritvi N ~65 Q in N -G5S Q z
izomorfizmom B:G — G in s pripadajo¢ima delovanjema y, y:@ — Aut(N).
Izberimo prerezno funkcijo 7:Q — G za 7. Tedaj je fo1:Q — G prerezna
funkcija za 7. Zan €N in g € @ velja

1(q)(n)="Dn
1(@)(n) =P D p = p((g))np(r(q)) .

Ker je B|y =idy, je zadnji element enak

B(r(2))B(n)B(x(a)) " = B("Vn) = B(x(a)(n)) = x(a)(n).

Tako je res y = ¥. O
Ni pa vsa informacija o razsiritvi skrita v homomorfizmu y. Lahko se
zgodi, da imata dve neekvivalentni razsiritvi enak y.

8Prerezna funkcija v sploSnem ni nujno homomorfizem.
97a q1,92€Q velja1(gq192) =1(q1)7(q2) mod N. Ker je N abelova, je torej konjugi-
ranje z 7(g1q2) enako konjugiranju z 7(q1)7(q2). Zato je y res homomorfizem.
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Zgled. Opazujmo dve raz$iritvi grupe Z/27 z Z/2Z. Prva naj bo kar
trivialna razsiritev, kjer je srednja grupa enaka 7/27 x Z/27. Druga naj
bo razsiritev, kjer je srednja grupa enaka Z/4Z. Ti dve raz§iritvi sta
jasno neekvivalentni. Delovanji v obeh primerih slikata iz Z/2Z v grupo
Aut(z/27). Slednja grupa je trivialna in vsebuje le idz/97. V vsakem
primeru sta torej pripadajoci delovanji trivialni, torej enaki.

Kohomologija

Klju¢ v razumevanju razsiritve je v tem, da pogledamo, kako dalec¢ je
prerezna funkcija 7 od homomorfizma.

Naj bo N NI @ razsiritev z izbrano prerezno funkcijo 7. Ker
za vsak q1,q2 € Q velja 7(g192) =7(q1)7(g2) mod N, obstaja enoli¢en
n=n(q1,q92) € N, za katerega je n-1(q192) = 7(q1)7(g2). Dobimo torej
funkcijo

»:@*xQ—N, (q1,92)~n(q1,92).

Ta funkcija ni ¢isto poljubna. Iz asociativnosti mnozenja namrec izpe-
ljemo naslednji ra¢un: po eni strani je za poljubne ¢1,q2,q3 € @ produkt
7(q1)7(q2)7(q3) enak

(1(q1)7(q2))r(gq3) =#(q1,92)7(q192)7(g3)
=¢(q1,92)P(9192,93)7(q19293),

po drugi strani pa je enak

7(q1)(7(q2)7(g3)) = 7(q1)$(q2,93)7(q293)

=9 ¢ (q9,q3)-7(q1)7(q293)
=q1.9(q2,93) $(q1,9293)7(919293),

kjer @ deluje na N prek homomorfizma y. Na ta nacin dobimo naslednji
pogoj, ki mu zadosca funkcija ¢:

Vq1,92,93€Q:  ¢(q1,92) +$(q192,93) = q1.¢(q2,93) + P(q1,9293)

Tukaj smo operacijo v N zaradi preglednosti pisali aditivno. Vsaki funkeiji
¢:Q xQ — N, ki zado$ca temu nenavadnemu pogoju, recemo 2-kocikel.
Mnozico vseh 2-kociklov oznaéimo z Z?(Q,N).

V mnozici ZQ(Q,N ) lahko seStevamo z uporabo operacije na N: za

2-kocikla ¢1,$2:Q xQ — N je (p1+h2)(q1,92) = d1(q1,92) +P2(q1,92) za
q1,92 € N. Na ta natin je Z?(Q,N) abelova grupa.

Zgled. Ceje G=N Xy @, potem je T homomorfizem, zato dobimo ¢ = 0.

Kako je ¢ odvisen od izbire 7? Naj bo 7’ §e en prerez . Tako dobimo
drug 2-kocikel ¢’ € Z%(Q,N). Velja 7(q) = 1'(¢) mod N, zato obstaja
enolicen n =n(q) € N, za katerega je n-7'(q) = 7(q). Dobimo torej funkcijo

v:Q@ >N, q~n(q).
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Funkciji ¢ in ¢’ sta povezani prek funkcije ¥ na naslednji naéin. Za
91,92 € Q velja

¢(q1,92) =7(q1)-7(q2) 7(q192) "
=y(q1)7'(q1) v (g2)7'(q2) 7' (q192) 'v(q1q2)”"
=y(q1)-" Wy (g2)-7'(91)7'(g2)7' (q192) " w(q192) "
=y(q1) +q1.¥(q2) +¢'(q1,92) ~¥(q192),

kjer smo v zadnji vrstici operacijo v N pisali aditivno. Definirajmo funkcijo

Q@ xQ >N, (q1,92)~vw(q1)+q1.v(q2)-v(q1q2).

Na ta naéin po zgornjem raéunu velja ¢ = ¢’ +y*. Ker sta ¢, ¢’ elementa
grupe Z2(Q,N), je tudi w* = p—¢' € Z%(Q,N).

Naj bo B%(Q,N) mnozica vseh funkcij f*:Q xQ — N, za katere obstaja
funkcija f:@Q — N, tako da velja f*(q1,q92) = f(q1) +q1.f(q2) - f(q192)-
Elementom te mnozice re¢emo 2-korobovi. Ni tezko (je pa sitno) preveriti,
da je B2(Q,N) podgrupa grupe Z2(Q,N).

Iz zgodnje izpeljave sledi, da je funkcija ¢* = ¢ — ¢’ 2-korob.

Ce identificiramo 2-kocikle, ki se razlikujejo za 2-korob, je torej do-
bljen ekvivalen¢ni razred 2-kocikla neodvisen od izbire prerezne funkcije.
Povzemimo.

Trditev. Razsiritev N - G — @ z abelovim jedrom N porodi
element ¢ +B?(Q,N) grupe Z?(Q,N)/B%(Q,N).

Grupo Z2(Q,N)/B?(Q,N) oznaéimo s H%(Q,N) in ji pravimo druga
kohomologka grupa, prirejena delovanju grupe @ na N. Za njeno definicijo
potrebujemo le grupi @ in N ter delovanje y:@Q — Aut(N).

Ali vsak kohomoloski element
izhaja iz neke razsiritve?

Naj bo ¢ € Z?(Q,N) dan 2-kocikel. Iz njega lahko sestavimo razsiritev
na naslednji naéin. Naj bo grupa G (¢) kot mnoZica enaka N x@, mnoZenje
na njej pa vpeljemo z naslednjim predpisom:

(n1,91)-(n2,92) =(n1+q1.n2+¢(q1,92),9192)

za ni,ng € N, q1,q92 € Q. Pri tem smo operacijo na N zopet pisali adi-
tivno. S tem predpisom je G(¢) grupa. Opremljena je tudi z naravnima
preslikavama N — G(¢),n ~ (n,1) in 1:G(¢) - Q,(n,q) — q. Kateri

kohomoloski element ustreza razsiritvi N — G (¢) — Q?

Trditev. Naj bo y:Q — Aut(NN) delovanje na abelovi grupi N
in naj bo ¢ € Z2(Q,N). Razsiritev N — G(¢) — @ porodi ravno
delovanje y na N, hkrati pa obstaja prerezna funkcija 7:Q — G(¢),
da je 2-kocikel te razsiritve ravno ¢.
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Dokaz. Za 1 lahko vzamemo funkcijo ¢ —~ (1,q) za q € Q. O

Kako je razsiritev G(¢) odvisna
od izbire 2-kocikla ¢ v kohomoloski grupi?

Naj bosta ¢, ¢’ € Z%(Q,N), ki se razlikujeta za 2-korob w* ¢ B2(Q,N),
ki sam izhaja iz preslikave y:@Q — N. Priredimo jima razsiritvi G(¢),G(¢").
Definirajmo preslikavo

B:G(¢) > G(¢), (n,q)r (n+v(q),q).

Ni tezko preveriti, da  vzpostavi ekvivalenco razsiritev N - G(¢) - Q in
N->G(¢') - Q.
Velja tudi obratno. Imejmo ekvivalentni razsiritvi N Y RN ® in

NLGEL Q z izomorfizmom B:G — G. Izberimo prerezno funkcijo 7 prve
razSiritve. Tedaj je T = fo1 prerezna funkcija druge razsiritve. Naj bo
¢ € Z?(Q,N) prirejen prerezni funkciji 7. Tedaj za q1,q2 € Q velja

7(q1)7(q2) =#(q1,92)7(q192),

od koder po uporabi g sledi

7(q1)7(q2) =#(q1,92)7(q192),

torej je ¢ ravno 2-kocikel, prirejen prerezni funkciji 7. Obe razsiritvi torej
porodita isti kohomologki element ¢+ B2(Q,N) e H2(Q,N).
Tako smo nazadnje dokazali naslednji izrek.

Izrek. Naj grupa @ deluje na abelovi grupi N. Tedaj obstaja
bijekcija med ekvivalenénimi razredi razSiritev @ z N z danim
delovanjem in elementi kohomoloske grupe H?(Q,N). Pri tem
razcepna razSiritev ustreza enoti kohomoloske grupe.

Zgled. Najbo N =(Z/27)? in @ = Dg. Izberimo trivialno delovanje grupe
Q@ na N, torej y:Q — Aut(N),q — idy. Zahteven, a trivialen ratun pokaze,
da velja

Z%(Q,N)=z(z/22)%, B*(Q,N)=(z/27)

Torej je H?(Q,N) = (Z/27)8. ITmamo torej 2 = 64 neekvivalentnih raz-
Siritev pri trivialnem delovanju @ na N. Ni pa nujno, da vsaka dva
kohomoloska elementa porodita neizomorfni razsiritveni grupi. Izkaze se,
da v resnici dobimo le 11 neizomorfnih grup. Konkreten primer netrivialne
razsiritve je

7/2Z x7/27 % 7/2Z x D1¢ = Dsg,
Kjer je i(x,y) = (x,0*) in n(x,0"p7) =0’ p’.
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Ce opazujemo le razSiritve 2-grup z 2-grupami, dobimo naslednje
stevilo neizomorfnih grup:

Stevilo grup moéi 2!
1

2

5

14

51

267

2328
~5.6-10%
~107
~4.95-1010

© 0 3O O & W N |

=
(=]

Po drugi strani je Stevilo vseh grup moéi kve¢jemu 2000 enako ~ 4.99-10°.

Lahko bi torej rekli, da so skoraj vse konéne grupe 2-grupe.

Odprt problem. Najbo A(n) Stevilo grup moéi kveéjemu n. Naj bo

B(n) stevilo 2-grup moéi kve¢jemu n. Tedaj je lim,_,. B(n)/A(n)=1.
Domnevno je torej skoraj vsa kompleksnost kon¢énih grup skrita v

teoriji zaporednih razsiritev z grupo Z/2Z. Pri tem je Aut(Z/27) =1, torej

je vsako delovanje na tej grupi trivialno.
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Poglavje 4

Rast

4.1 Funkcija rasti

Besedna metrika

Naj bo G konéno generirana grupa, G = (S). Cayleyjev graf Cay(G,S) je
metri¢ni prosto glede na razdaljo

ds(g,h)=min{n|neNy, gsisasp=h, s; ESUS_I}

za g,h € G. Merimo torej dolzino najkrajSe poti v Cay(G,S) med vozli-
§tema g in . Oznaéimo ¢5(g) =dgs(g,1), to je dolzina elementa g € G
glede na mnozico S.

Naj bo Bgs(r) ={g€G|¥¢s(g) <r} krogla polmera r okoli enote 1 v
Cay(G,S). Sorodno vpeljemo sfero Sq 5(r)={gecG|ls(g)=r}.

Funkcija rasti

Funkcija rasti je funkcija, ki Steje Stevilo elementov v krogli oziroma sferi
v odvisnosti od polmera. Natan¢neje imamo torej dve funkciji rasti:

Ba,s:No~No, n~|Bgs(n)|
in
06,5:No=>No, n+|[Sgs(n).
Funkciji g s veasih reemo tudi kumulativna funkcija rasti. Ponavadi z

izrazom funkcija rasti mislimo na slednjo funkcijo.
Zgled.

* Opazujmo grupo Z = (1). Za celo stevilo a € Z je £1y(a) = |a]. Velja
torej

1, n=0
Uz,{l}(n) :{2

in B7 (1}(n) =2n+1. Slednja funkcija je linearna, zato rec¢emo, da

; n>0(xn)

imamo linearno funkcijo rasti.

* Opazujmo grupo Z = (2,3). Vsako celo Stevilo a € Z lahko zapiSemo
v obliki a = 2r + 3s za neka r,s € Z. Tako je {93, (a) <|r|+]s]. Ce je
r > 3, potem lahko a zapiSemo tudi v obliki a =2(r-3) +3(s+2), s
¢imer smo skrajsali dolzino zapisa za 1. Minimalno dolZino zapisa
a dobimo torej z zapisom v obliki, ki je odvisna od ostanka a pri
deljenju s 3. Predpostavimo, da je a > 2.

45



§?
NESUE
ol A R
| N
2Ly Xy I
% @ @ @ F
x 2| gl 1 x x?
D N N
iyt | xy |
_+ o +_
y | ]yl

Shka 4.1: BFz,{x,y}(l)

e Ce je a =3k za nek ke Z: V tem primeru je lig3)(a)=k.
e Cejea=3k+2zanek keZ: Vtem primeruje ¢(a)=Fk+1.
e Cejea=3k+1zanek keZ: Vtem primeruje /(a)=k+1, saj
imamo zapis a =3(k—-1)+2-2.
Jasno velja tudi £{53,(1) =2 in £{53,(0) = 0. Analogne dolzine
dobimo za a < 0. Skupaj torej velja:
1;, n=0
4; n=1(£2,+3)
8;, n=2(+4,+6,+5,+1)
6; n>3(+3n,£(3(n-1)+2),+(3(n-2)+2-2)

07,23} (n)=

Domaca naloga. Dokazi, da za tuji stevili r,se Z, 0<r <s, velja

07,(rs} (1) = 2s za vse dovolj velike n.

Od tod izra¢unamo kumulativno funkcijo rasti za n > 2:

Bz231(n) =) 07 25)(i) =13+6(n-2),
i=0

torej imamo zopet linearno funkcijo rasti.

Opazujmo diedrsko grupo Do, = (s,t | t2,tst "1 =s71). Vsak element
a € D, lahko zapisemo enoli¢no bodisi kot a = s* bodisi kot a = ts*
za nek k € Z. Dolzina prvega elementa je |k|, dolZina drugega pa
|k|+1. Tako je

1;, n=0

Opo sy (n)=13; n=1(s*"¢)
4; n>2 (s, ts*(n1)

in za tem Bp__ (5 4,(n) =4+4(n-2) za n > 2. Zopet imamo linearno
funkecijo rasti.
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* Opazujmo grupo 7% za d €N, generirano s standardno bazo e; =
(0,...,0,1,0,...,0) za i = 1,2,...,d. Vsak element a € Z¢ lahko za-
piSemo enolicno kot @ = Y. ; a;e; za neke a; € Z, dolzina takega
elementa pa je enaka ). ; |a;|. V posebnem primeru d =2 tako
dobimo

2
022 {e1,e0) (1) =[{(a1,a2) € Z° [|a1| +|ag[=n}|.

V splo$nem lahko za izrac¢un funkcije rasti z upostevanjem vrednosti
ag izpeljemo rekurzivno zvezo:

n
UZd,{el,...,ed} (n) = Udel,{el,...,ed,l} (n) + E 2 : Udel,{eL...,ed,l} (n’ - k)
k=1

V posebnem primeru d =2 od tod izpeljemo

1; n=0

o n)=y.’
Zzy{el,eg}() {2+ZZ;112'2+2:4”’; n>0

in s tem B2 (o) 0o} (n) =1+ 3 4k = 2n? +2n +1. Tu imamo torej
kvadratno funkcijo rasti.

Preprosta indukcija z uporabo gornje rekurzivne zveze dokaze, da je
Bz4 fer....esy POlinom stopnje d.

* Opazujmo prosto grupo Fy ranga d z generatorji S = {xfl, ... ,xﬁl}.
Njeni elementi so okrajsane besede v S. Velja torej op, s(n) =
2d-(2d -1)""1 za n>1in zato fp, s(n) =1+ Y7 ,2d(2d -1)F"1 =

1+2d- %. V tem primeru imamo torej eksponentno funkcijo

rasti.

Ekvivalenca funkcij rasti
Za dani funkciji f,g:N — R uvedemo oznako
f<g < FJAeR.oVneN: f(n)<A-g(An).

Recemo, da sta funkciji f in g ekvivalentni, ¢e velja f <gin g<f. V tem
primeru piSemo f ~ g.

Zgled. Funkciji f7 (1)(n)=2n+11in 7 93,(n)=6n+1 sta ekvivalentni.

V splo$nem je rastna funkcija do ekvivalence natanéno neodvisna od
izbire generirajo¢e mnoZice.

\ Trditev. Vsaki dve rastni funkciji iste grupe sta ekvivalentni. \

Dokaz. Najbo G =(X)=(Y) za neki konéni mnozici X,Y. Definirajmo
A =max{max{ly(x) |xe X}, max{lx(y)|yeY}}.

Torej za g € G velja (x(g) <A-ly(g)in ly(g)<A-lx(g). Od tod sledi
ogy(n)<ogx(An)inogx(n)<ogy(An), torejje ogy ~ogx. Enako
velja za Bg x, Bgy- ]
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Torej je rast odvisna le od grupe, ce jo obravnavamo do ekvivalence
rasti natancno. V taki situaciji bomo rastno funkcijo grupe G oznacili kar
z Bg.

Zgled. Rastna funkcija proste grupe Fy ranga d > 2 je do ekvivalence
natanc¢no enaka

(2d ~ 1)n -1 d d ‘enlog(2d—1) ~ e
—1 .

~1+2d- ~ L (2d-1)"=
Pru(n)~1+ sd-2  a-1 2d-V'=g

Funkcija fF, je zato ekvivalentna funkciji fr,, ni pa ekvivalentna funkciji
Bz. Vse nekomutativne proste grupe imajo torej ekvivalentno rast.

4.2 Izracun rasti

Iz zgledov v zadnjem razdelku bi se lahko zdelo, da je izra¢un funkcije
rasti zelo preprosta re¢ — a temu ni tako! Kot bomo videli v tem razdelku,
je izracun funkcije rasti tesno povezan z resljivostjo besednega problema.

Izracunljivost

Recemo, da je funkcija f:A — N izracunljiva, ¢e obstaja racunalniski
algoritem," ki ob vnosu a € A vrne vrednost f(a).

Zgled. Besedni problem konéno prezentirane grupe G = (S | R) je resljiv,
¢e in samo Ce je karakteristicna funkcija

0; s=1v@G

(SuS™H* - 0,1}, —
e ( ) (0.1}, s {1; s+#lvG

izracunljiva.

Izracunljivost rasti

Trditev. Bodi G = (S | R) koné¢no prezentirana grupa. Besedni
problem v G je resljiv, ¢e in samo ce je njena funkcija rasti izracun-

ljiva.

Dokaz. (=): Stevilo Ba,s(n) izra¢unamo tako, da nastejemo vse besede
dolzine kvedjemu n s érkami SUS ™! in z danim algoritmom za reSevanje
besednega problema preverimo, katere med njimi so enake.

(<=): Grupo G predstavimo kot G = F(S)/(R)). Elementi grupe (R )
so produkti konjugatov relacij v R in njihovih inverzov. Teh elementov
je Stevno mnogo in jih lahko uredimo v vrsto. Ko beremo to vrsto, torej
nastevamo ravno vse besede v F(S), ki so trivialne v G.

Opazujmo besedo w € (SUS™1)*. Lo¢imo dva primera.

e Ceje w=1v G: V tem primeru bomo z nastevanjem elementov (R )
slej kot prej v seznamu naleteli na w in s tem dobili zagotovilo, da je
resw=1vaG@.

g pojmom racunalniski algoritem natanéneje mislimo na Turingov stroj.
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e Cejew+1vG: Vtem primeru se beseda w nikdar ne pojavi v vrsti
(R). Z nastevanjem elementov vrste se torej ne bomo mogli v konénem
¢asu? odloéiti, ali je w # 1.

Ce je w=1v G, potem je torej postopek nastevanja besed iz (R ) algoritem,
ki ugotovi, dajeresw=1vG. Ce je w # 1, pa ta postopek ne deluje dobro
in ga moramo Se malo prilagoditi. Za to uporabimo izracunljivo funkcijo
rasti g s.

Naj bo n dolzina besede w € (S US’I)*. Najprej sestavimo mnozico
B vseh besed dolzine kve&jemu n v SUS™L. Po tem zaénemo postopek
nastevanja elementov (R). Ce sta kaksna dva elementa x,y mnozice B
enaka, potem bomo to opazili z nagtevanjem elementov (R })), saj bomo slej
kot prej naleteli na element xy . Torej bomo z nastevanjem eleemntov
(R)) slej kot prej (v konénem éasu) identificirali dovolj elementov mnozice
B, da nam bo ostalo natanko Bg s(n) besed, ki so vse razli¢cne v G. Po
tem z naStevanjem dodatnih elementov (R ) ne bomo ve¢ nasli nobene
enakosti med besedami, saj bi sicer dobili manj kot Bz s(n) elementov
dolzine kvecjemu n v G. Na tej tocki zato pogledamo, kaj se je pri postopku
zgodilo z besedo w € . Ce smo kadarkoli tekom postopka identificirali w
s trivialno besedo, potem je seveda w=1v G. Ce pa do te zadnje tocke
besede w nismo identificirali s trivialno besedo 1, potem imamo zagotovilo,
daveljaw+1vQ@G. O

Ker obstajajo konéno prezentirane grupe z neresljivim besednim pro-
blemom, obstajajo torej tudi grupe, katerih funkcija rasti ni izracunljiva.

4.3 Osnovne lastnosti rasti

Tipi rasti

Naj bo G grupa in S neka njena generirajo¢a podmnozica. Ce staknemo
besedi dolzine n in m v G, dobimo besedo dolZine kveé¢jemu n +m. Obratno,
vsako besedo dolZine n+m lahko zapiSsemo kot konkatenacijo besed dolZine
n in m. Velja torej

ogs(n+m)<ogs(n)-ogs(m) PBgs(n+m)<pags(n) Bgs(m).

Zaporedji {og s(n)tnen, {Ba.s(n) nen sta torej submultiplikativni. Pri-
rejeni logaritmiéni zaporedji {logog s(n) fnen, {10gBg,s(n) }nen sta zato
subaditivni. Za taka zaporedja velja naslednja lastnost.

Lema. (FEKETEJEV LEMA) Naj bo {x, },en nenegativno subadi-
tivno zaporedje realnih $tevil. Tedaj obstaja limita lim,,_, o x, /1.

Dokaz je elementaren (— vaje). Iz leme sledi, da obstaja limita

wg(G) = lim {/0g s(n) <co.

Ce dodatno predpostavimo, da je grupa G neskonéna, potem za vsak n
velja 0g s(n) > 1, zato je wg(G) > 1.

2Ce w + 1, potem sicer besede res ne bomo nasli v vrsti, a bomo za zagotovilo, da se to
ne zgodi, morali pregledati celotno neskonéno vrsto.
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polinomske rasti eksponentne rasti

srednje rasti

Slika 4.2: Diagram grup polinomske, srednje in eksponentne rasti

‘ Lema. Veljalim,_o {/fg.s(n)=ws(G). ‘

Dokaz. Oznacimo limito v lemi z L. Ker je g s(n) >0g.s(n), je jasno
L >wg(G). Za obratno neenakost izberimo poljuben ¢ > 0. Tedaj velja
0g.s(n) <(ws(G)+e€)" za vse dovolj velike n, od koder sledi S s(n) <
C+n-(ws(G)+e)" za neko konstanto C in za vse n € N. Tako dobimo
L <wg(G) +¢. Ker je bil € poljuben, je dokaz zakljucen. m]

Zgled.

* Velja 0 (1}(n) =2 za vse dovolj velike n. Zato je w(1,(Z) =1. Po-
dobno je w9 31(Z) = 1.

e Velja o, s(n)=2d-(2d -1)""! za standardno generirajoco mnozico
proste grupe S. Zato je wg(Fg) =2d - 1.

Reéemo, da je grupa G = (S) eksponentne rasti, ¢e je wg(G) > 1. Kadar
je ws(G) =1, je grupa podeksponentne rasti. Kadar velja celo g s(n) <
C-n’® za neki konstanti c,s in vse n € N, pa reCemo, da je grupa polinomske
rasti. V tem zadnjem primeru definiramo $e njeno stopnjo rasti kot

!
degS (G) =lim sup M
n—o00 logn

Grupe, katerih rast ni niti eksponentna niti polinomska, so srednje rasti.
Zgled. Grupa Z=(1)=(2,3) je polinomske rasti. Grupa F; s standardno
mnozico generatorjev je za d > 2 eksponentne rasti. Kaj pa grupe srednje
rasti? Ali sploh obstajajo?

Ker sta vsaki dve rastni funkeciji dane grupe ekvivalentni, sledi nasle-
dnja trditev.

Trditev. Tip rasti grupe (eksponentna, podeksponentna, poli-
nomska, srednja) je neodvisen od izbire generatorjev. V primeru
polinomske rasti je tudi stopnja rasti neodvisna od izbire genera-
torjev.
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Od zdaj naprej bomo zato v primeru polinomske rasti namesto degg(G)
pisali kar deg(G).

V splo$nem sama vrednost wg(G) ni neodvisna od izbire generatorjev.
Oznacimo

Q(G)= inf
Sca@, (S)=

Ce za grupo G velja Q(G) > 1, potem reéemo, da je G enakomerno ekspo-
nentne rasti.

GwS(G).

Zgled. Opazujmo prosto grupo Fy. Premislimo, da velja Q(F2) > 3,
torej je Fo enakomerno eksponentne rasti. V ta namen naj bo Fy = (S)
za neko konéno podmnozico S € Fy. V S izberimo dva elementa, ki ne
komutirata, recimo jima x,y. Ta dva elementa zato generirata prosto
podgrupo H = (x,y) < Fg. Tako velja fip, s(n) > Bp (1) (n) = 4-3"1. 0d
tod sledi wg(F3) > 3. Torej je res Q(Fg) > 3.

Ni tezko premisliti (— vaje), da za prosto grupo Fy ranga d velja celo
Q(Fg)=2d-1.

Rast in podgrupe ter kvocienti

Pri jemanju podgrup in kvocientov dane grupe se rastni tip ne poveca.

Trditev. Naj bosta G,H konéno generirani grupi, H < G, in
naj bo N < G. Ce je G polinomske ali podeksponentne rasti,
sta taki tudi H in G/N. V primeru polinomske rasti rasti ve-
lja deg(H),deg(G/N) < deg(G).

Dokaz. Najbo G =(S),H =(T). Naj bo C =max{¢g(¢)|teT}. Tedaj
je Bar(n) < Pg,s(Cn). Ocitno je tudi ﬁG/N,SN/N(”) < Bg.s(n). Trditev
sledi. O
Zgled. Opazujmo prosto grupo Fy = (x,y). Ta vsebuje podgrupo (x) =
Z. Torej se ob prehodu na podgrupo rast lahko bistveno upocasni — od
eksponentne do polinomske.

Pri podgrupah konénega indeksa in kvocientih po konénih podgrupah
edinkah imamo ve¢ nadzora.

Trditev. Naj bo G konéno generirana grupa, H <G, |G : H| < oo,
N <G, |N| < co. Tedaj so rastne funkcije grup G, H in G/N ekvi-
valentne. V primeru polinomske rasti je zato deg(G) = deg(H) =
deg(G/N). Velja e implikacija Q(H) > 1= Q(G) > 1.

Dokaz. Rastne funkcije obravnavajmo le do ekvivalence natancno.
Pisimo jih zato kar kot Bg,fH,Bq/n. Vemo Ze Pu,fg/n < Pc. Dokaz
trditve sloni na naslednjih dveh pomoznih trditvah.

Naj bo G = (S). Tedaj lahko izberemo R € G, ki vse-
buje natanko enega predstavnika iz vsakega odseka
H v G. Pri tem lahko dodatno dosezemo, da je 1€ R
in da velja max{¢g(r)|reR}<|G:H|.

(= vaje)

Obstaja konéna mnozica U € H z lastnostjo H = (U)
inVheH: (y(h)<tls(h).
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Dokaz: Naj bo & € H. Pi§imo A = sysg---s; za neke s; e SUS™!, kjer
je k=0g(h). Tedaj lahko po vrsti izberemo 1=ug,u1,...,up_1,u; €R, da
velja s;u; Le u; I]H, se pravi u;_1s;u; l ¢ H za vsak i. Torej je

hu,;l :l“’sluil~lt182u51---uk 13/r”/;1 ¢H,

zato je uy € H in torej uj, = 1. Tako smo zapisali 2 kot produkt dolzine &
elementov iz konéne mnozice U = {xsy|x,y e RUR™!, se SUS™!}. Ker je
bil 2 poljuben, od tod sledi, da mnozica U generira H in da pri tem velja
ly(h)<k=0g(h)zvsak heH. &

Semo lahko g =rh zanekareR, he H. Sledi ¢g(h)<ls(g)+ls(r)<n+C.
Zato velja tudi ¢y (h) < lg(h) <n+C, torej je h € By y(n+C). Tako smo
izpeljali neenakost fg.s(n) < |R|-Buy(n+C)<|G:H|-Buuy((C+1)n).
Tako je res Bg < B. W

x=%N.NajboY ={%|xeX}UN. VeljaG = (Y). Za vsak g € Bg y(n) velja
gN EBG/N,Y(”)’ torej lahko piSemo gN =x1---x;, za nek £ <n. To pomeni
g =%1--Xxn za nek n € N. Tako je fgy(n) < Bg/nx(n)-|N|, zato je res
Ba =< PBgn- W

G. Po drugi pomozni trditvi obstaja U ¢ H, tako da je (U) = H in za
vsak h € H velja ¢y (h) < €g(h). Po konstrukeiji mnoZzice U za vsak u e U
velja £g(u) <2-max{lg(r)|reR}+1, zato po prvi pomozni trditvi velja
ls(u) <2|G:H|+1. Tako velja fuy(n) < Pg,s(n-(2|G:H|+1)). Hkrati
je Bay(n)>Ac”, kjer je ¢ = Q(H) > 1 odvisna le od H, konstanta A pa je
morda odvisna od U. Od tod izpeljemo, da za vsak n €N velja

ﬁG,S(n : (Z‘G 1H| + 1)) >Ac",
zato za neskon¢no mnogo naravnih Stevil m velja
Ba,s(m) > AcToirst,

1 1
S tem je wg(G) > c2¢HH  kar implicira Q(G) > Q(H) 2¢H > 1. O

Odprt problem. Ali v zadnji trditvi velja obrat zadnje implikacije? Se
pravi, ali ima podgrupa konc¢nega indeksa v grupi enakomerno eksponen-
tne rasti tudi sama enakomerno eksponentno rast?

Zgled. Opazujmo diedrsko grupo Do, = (s,t |2, tst™1 =s71). Ta vsebuje
podgrupo edinko (s) = Z indeksa 2. Torej je D » virtualno Z. Zato sta rastni
funkeciji grup D in Z ekvivalentni. Grupa D, ima tako polinomsko rast
stopnje 1.

Nazadnje premislimo Se, kaj se zgodi s podgrupami neskonénega inde-
ksa v grupah polinomske rasti. Ta kriterij bo uporaben pri induktivnih
sklepih v nadaljevanju.

Trditev. Bodi G grupa polinomske rasti. Naj bo H kon¢no ge-
nerirana podgrupa neskonénega indeksa v G. Tedaj je deg(H) <
deg(G) - 1. Sorodno za vsako konéno generirano neskonéno pod-
grupo edinko N v G velja deg(G/N) <deg(G) -1.

Dokaz. Dokazimo le prvi del trditve glede pogrup, drugi del glede
kvocientov je mnogo lazji.
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Naj bo H = (T'), G = (S), privzamemo lahko 7'c S. Oznac¢imo S =
{s1,%2,...,8m }. Opazujmo odseke H v G. Zaénemo z odsekom s1H; ozna-
¢imo x1 = s1, opazujemo torej odsek x1H. Ker je |G : H| = oo, mora vsaj en
generator s; premakniti s;H v nek drugo odsek s;s1H; oznac¢imo xg = s;S1,
dobimo torej odsek xoH. Postopek generiranja novih odsekov nadaljujemo
na ta nacin, tako dobimo paroma razli¢ne odseke x;H za i ¢ N. Pri tem
po konstrukeiji velja £g(x;) <i. Tako za vsak n € N dobimo injektivno
preslikavo

{x1,%9,...,%,} xBg,7(n) > Bgs(2n), (xi,h)x;-h.

Od tod sledi n- By 7(n) < Bg,s(2n), kar implicira 1+deg(H) <deg(G). O

Zgled. Opazujmo naraséajoco verigo grup Z<Z2<73<--.. Grupa Z' v tej
verigi ima polinomsko rast stopnje i.
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Poglavje 5

Polinomska rast

5.1 Rast nilpotentnih grup

Polinomska rast nilpotentnih grup

V tem razdelku bomo dokazali, da so nilpotente grupe polinomske ra-
sti. Ker sta rastni funkciji grupe in njene podgrupe kon¢nega indeksa
ekvivalentni, bomo s tem dokazali celo naslednje.

Izrek. Konéno generirane virtualno nilpotentne grupe so poli-
nomske rasti.

Dokaz. Naj bo G kon¢no generirana nilpotentna grupa. V posebnem je
G policikli¢na. Z indukeijo na Hirschovo dolzino 4 (G) bomo dokazali, da
je G polinomske rasti.

Baza indukcije je 2(G) =0. V tem primeru je grupa G konéna, torej je
polinomske rasti. «

Naj ima zdaj G verigo podgrup G =G1>Ga> -G, >Grp1 =18
cikliénimi kvocienti, torej za vsak i lahko piSemo G; = (G;1,%;) za nek
x; €G. Najbo X ={x1,...,%,}. Velja G = (X).

Ce je |G : Gg| < oo, potem lahko preidemo na grupo Gg, pri éemer
sta funkciji rasti grup G in Gg ekvivalentni. Brez Skode lahko torej
privzamemo, da je G/Gg = Z. S tem je h(Gg) = h(G) -1, zato ima po
indukeciji grupa Gg polinomsko rast.

Ocenimo vrednost B x (n) za poljuben n € N. V ta namen izberimo
x € Bg x(n), ki galahko zapiSemo v obliki x = y1ys... yn, kjerje y; € Xux1.
Ta element bomo prepisali v obliko x = x7 -z za neka e € Z,z € G, in sicer z
uporabo naslednjega postopka.

* Korak 1: V besedi y1ys...y, poiS¢emo pojavitev simbola x; ali xIl,
ki je desno od nekega drugega simbola iz mnozice X UX !, recimo

mu 5.} Tak par zamenjamo z izrazom x¥'s[s,xF!]. Na ta naéin smo

element xfl prestavili z desne na levo od s. Zdaj element xfl $e naprej
potiskamo na levo, dokler levo od njega ni nobenih drugih generatorjev

iz mnozice X uX 1.

® Korak 2: V novi besedi pois¢emo Se kaksno drugo morebitno poja-
vitev simbola x1 ali xIl, ki Se ni zbrana na zacetku besede. Naj bo s
simbol, ki je zapisan levo od x¥1. Pri tem je s e X uX 1 u[X*!, X*1].

1Lahko se na primer zgodi, da imamo nekje v besedi pojavitev oblike x9 - x1.
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Tako pojavitev zopet zamenjamo z x3's[s,x31].2 Zdaj element x5! Se
naprej potiskamo na levo, dokler pred njim ni niti drugih generatorjev

niti komutatorjev.

® Korak i: 'V novi besedi pois¢emo Se kaksno drugo morebitno pojavi-
tev simbola x; ali x{l, ki Se ni zbrana na zacetku besede. To pojavitev
potiskamo na levo z enakim postopkom, kot je opisan v prejsnjih kora-
kih, in sicer zamenjamo vrstni red komutatorja utezi najvec i z xfl,
pri ¢emer uvedemo nov komutator utezi najvec i + 1 z vnosi iz mnoZice

XuXx1

Te korake izvajamo tako dolgo, dokler niso vse pojavitve x; in xIl
zbrane na levi strani besede. Na ta nacin dobimo Zelen zapis x = x5 -2 za
neka e € Z,z € Gg. Pri tem lahko e in £x(z) omejimo na naslednji naéin.

* Kerje xeBg x(n), sledi |e| < n, zato imamo najve¢ 2n + 1 moznosti
za e.

* Po Koraku I imamo najvec¢ n komutatorjev utezi 2.

* Po Koraku 2 imamo najvec n komutatorjev utezi 3 in najve¢ n+n =2n
komutatorjev utezi 2.3

* Po Koraku 3 imamo najvec n komutatorjev utezi 4, najve¢ n+2n =3n
komutatorjev utezi 3 in najvec 2n +n = 3n komutatorjev utezi 2.

® Po Koraku i imamo najvec ( kfl) -n komutatorjev utezi k.

Stevilo izvedenih korakov je najveé n. Hkrati je grupa G nilpotentna,
recimo razreda nilpotentnosti ¢, zato so vsi komutatorji utezi vsaj ¢+ 1
trivialni v G. Tako je po zadnjem koraku (Koraku n) element x = x{z
zapisan kot produkt x{ in produkt najvec ( kfl) -n komutatorjev utezi k&
zavsek=1,...,c. Velja (k'fl) -n <n*, zato je z zapisan kot produkt najveé

n+n?+---+n¢ komutatorjev utezi kve¢jemu ¢ z vnosi iz X uX L. Vsak od
teh komutatorjev utezi vsaj 2 je element podgrupe G = (x2,...,x,), saj je

G /G4 abelova grupa. Naj bo
A=max{l,, .y(k)|keGs jekomutator utezi <c z vnosi iz X ux1.
Tako za vsak dovolj velik n velja
g,y (2) SR+ A(n? 4 +0°) <At
Nazadnje torej velja
Box(n) < (2n+1)-Ba, (xy,..x} (AT,

Ker je B, (x,,..x PO indukcijski predpostavki polinom, je torej funkcija
B, x omejena s polinomom, zato je G polinomske rasti. O

2Lahko se na primer zgodi, da imamo nekje v besedi pojavitev oblike x3-x1 ali pa
[x2,%1]-x1. Tako pojavitev zamenjamo z x1x3[x3,%1 ] oziroma z x1 [xg,%1 |[x2,%1,%1]-

3Imamo namreé najve¢ n komutatorjev utezi 2 iz prej$njega koraka in hkrati uvedemo
najvec n novih komutatorjev utezi 2.
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Rast Heisenbergove grupe

Zgled. Naj bo H Heisenbergova grupa. Oznacimo
1 00 1 10 1 0 1
x=10 1 1], y=]/0 1 0], =z=|0 1 O].
0 01 0 0 1 0 01

Velja [y,x] = z. Dolzino elementov grupe H merimo glede na generirajoco
mnoZico {x,y,z}. Vsak element & € H lahko enoli¢no zapiSemo v obliki

Pri zbiranju kot v dokazu zadnjega izreka uporabimo naslednje lastnosti,
ki veljajo v grupi H:

(xabeC) _x:tl _ xailbeCib,

(xabeC) ‘y:tl _ xlybilzc,

(xabeC) ‘Zil _ xabeCil.

Kaj lahko povemo o dolzini £(x%y%z¢)?*

* Prva lastnost dolZine je:

’ Z(xaybzc)3|a|+|b|+6\/m ‘

Dokaz: Iz komutatorskih identitet sledi, da je komutator bilinearen
v grupah razreda nilpotentnosti 2. Zato za vsak i,j velja [y},x/] =
[v,x]" =2%. Opazujmo element z¢, ki ga s pomocjo zadnjega trika
prepisimo na naslednji naéin. Naj bo i = |\/|c|| in j = ¢ — i%. Tedaj je
2=2i"2) = [y',x']27, torej je £(2¢) <4i+j< 4\/m+c - (m’ 1)2<
61/]c|. S tem je £(x?y%2¢) <|a| +|b]+6+/]c|. W

Od tod sledi

n

r(n) 2 {(ab,) <2l o v/l <ml= () (2)- ()

zato je n* < By.

* Druga lastnost dolZine je:

’ 0(x*y?2z¢) <n = la|+|b|<nin |¢| < n?

Dokaz: Predpostavimo ¢(x%y%z¢) <n.
@) +]b| < n: Najprej velja

a

g b_c / a, b 2
CH (x,y,2} (7Y 2°) 2 g e (om@ yrey (2% H®).

Ker je H/H®) = 72, je zadnja dolzina enaka |a|+ |b|. Tako je res
n>lal|+|b|. W

4Pozor: v grupi H velja na primer ¢(xyz) = ¢(yx) = 2, torej v sploSnem ni res
0(x"y02%) = [a| +[b] + |c].
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Od tod sledi

Bu(n)<(2n+1)-(2n+1)-(2n%+1),

zato je B <n*.

Ko obe lastnosti dolzine zdruzimo, tako sklepamo, da je B ekvivalen-
tna n*. Pri tem smo zelo podrobno upostevali strukturo grupe H, tako
natancnega rezultata o rasti ne bi mogli dobiti le z neposredno uporabo
postopka v zadnjem izreku.

Natanc¢na stopnja rasti nilpotente grupe

Podobno analizo kot v primeru Heisenbergove grupe lahko izvedemo v
splognem” in tako dobimo ekspliciten opis stopnje rasti nilpotentne grupe.

Izrek. Naj bo G kon¢no generirana nilpotentna grupa. Naj bo
ri =h(Yi(G)/yi+1(G)). Tedaj je deg(G) =¥;i 7.

Zgled. Za Heisenbergovo grupo velja H > yo(H) > y3(H) =1 s kvoci-
entoma 72 in Z. Torej iz izreka sledi deg(H) =1-2+2-1 = 4, kot smo
izracunali v prej$njem zgledu.

5.2 Rast resljivih grup

Rast svetilkarjeve grupe

Resljive grupe niso nujno polinomske rasti.

Zgled. Naj bo L svetilkarjeva grupa. To je resljiva grupa, ki jo predsta-
vimo kot L = (@;cz Z/2Z) » Z. Dokazimo, da je L eksponentne rasti. V ta
namen si za vsak n € N oglejmo mnoZico

E,={(0,m)|meZ me[-n,n), 6e[[2/2Z, j¢[-n,n]=0;=0}cL.
ieZ
Velja |E,| = 22"*1(2n+1). Vsak element (,m) € E, si lahko predstavljamo
kot svetilkarjev sprehod: svetilkar se najprej sprehodi do —n, potem izvede
vec korakov priziganja svetilke in premikanja za 1 v levo, nazadnje pa se
odpravi do svoje kon¢ne lokacije. DolZzina takega elementa je torej kve-
¢emu n+2(2n+1)+2n =Tn+2. Tako za standardno mnozico generatorjev
grupe L velja
Br(Tn+2) 222" (2n +1).

Grupa L je zato res eksponentne rasti.

5A mi tega ne bomo naredili, primer Heisenbergove grupe bo dovolj.
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Resljive grupe podeksponentne rasti

V zadnjem primeru grupa L ni policikli¢na, take resljive grupe pa nikdar
niso niti podeksponentne rasti.

Izrek. Koncno generirane resljive grupe podeksponentne rasti so
policikliéne.

Izrek bomo izpeljali kot posledico naslednje trditve.

Trditev. (PODEKSPONENTNA = IZVEDENA K.G.) Bodi G konéno
generirana grupa podeksponentne rasti. Tedaj je grupa [G,G]
konc¢no generirana.

Trditev implicira izrek. Naj bo G kon¢no generirana resljiva grupa
podeksponentne rasti. Po trditvi je G® tudi konéno generirana resljiva
grupa podeksponentne rasti, prav take so induktivno zato tudi vse pod-
grupe G grupe G. Torej so kvocienti izvedene vrste G / G konéno
generirane abelove grupe, zato so policikli¢ni. Tako je tudi G policikli¢cna
grupa. O

Dokaz trditve (PODEKSPONENTNA = IZVEDENA K.G.). Ker je grupa
G/[G,G] konéno generirana abelova grupa, je policikli¢éna. Zato bo dovolj
dokazati, da za vsako podgrupo edinko N <G s cikliénim kvocientom G/N
velja, da je N kon¢no generirana.

Ce je |G : N| < oo, potem je jasno N konéno generirana. Privzemimo
zdaj, da je G/N = (xN) 2 Z za nek x € G. Naj bo G = (x1,...,x4). Vsakega
od generatorjev lahko zapiSemo kot x; =x°'y; zaneka e; € Z, y; e N. Jasno
je (¥1,...,¥a) < N. Hkrati je kvocientna grupa G/{y1,...,yq) generirana
z odsekom elementa x. Torej je G/(y1,...,yq ) neskonéna cikli¢éna grupa s
kvocientom G/N = Z. To je mogoce le v primeru N = ((y1,...,y4)-

Zavsak i =1,2,...,d definirajmo K; = ({x"y;x™" |n€Z}) <N. Grupa
(K1,...,Kg) je edinka v G, ki je vsebovana v N, hkrati pa vsebuje vse
Y1,--.,¥q- Zato je (K1,...,Kg)=N.

Za vsak i je grupa K; koncno generirana: Opazujmo elemente

a1 [2%)] a
xy; xy; texy; " €G,

kjer je aj € {0,1}. Vseh takih besed je 2", vsaka od njih je dolzine kve¢jemu
2n. Iz predpostavke o podeksponentni rasti sta zato za dovolj velik n dve
taki besedi enaki v G. Naj bo ng najmanjse naravno Stevilo, pri katerem
se to zgodi. Velja torej

no . Mg
[Txy;” =[xy
J=1 J=1

(%]

za neke a;, B € {0,1}. Uvedimo oznako y;"" = «*y;x7*. Velja torej

o) =60
Jj=1 j=1

Zaradi minimalnosti ng je pri tem a,, # B,,, od koder sledi

ylrole (yH yl21 L ylmomtly,
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Zdaj lahko izpeljemo

o ea(y )y Ly = (P )
< (Bl ke,
Induktivno sledi, da za vsak n > ng velja yi[n] € (yi[l],yi[z},...,yl[no*l]). Ana-

logno lastnost lahko izpeljemo za vse dovolj majhne negativne vrednosti
n.% Torej obstaja Ny, da za vsak n € Z velja
-N —No+1 N
y; € <yl[ 0],yl~[ ! ],---,yi[ oly.

S tem je K; = ({yi[n] |nez})= (y[_NO],y.[_NO+l],...,yi[NO]), torej je K; res

i i
kon¢no generirana grupa. O

Rast Osinove grupe

Niso vse policiklicne grupe podeksponentne rasti.
Zgled. (Osin 2003)

Naj grupa Z deluje na Z? s predpisom

9 2 1
@:Z=(s) —>Aut(Z2”) =GLa(Z2), s—A:= 1 1)

Tvorimo semidirektni produkt O = 7%, Z. Naj bo S = {e1,es,s} € O, kjer
sta e1,e9 standardna bazna vektorja v z2.

Oglejmo si elemente grupe O oblike

n .
8eo,....en = ZAJ(Ejel) € Z2 <0
=0
zan>1line; €{0,1}.
Za fiksno vrednost n so vsi ti elementi razlicni med sabo: Naj bo

_3+/5
A= 35

vektorjem w = (“T‘/g, 1)e R2. Definirajmo linearno preslikavo

najvec¢ja lastna vrednost matrike A s pripadajo¢im lastnim

L:C?>C, v~ (w,v).
Za vsak v € C? velja ra¢un LAv = (w,Av) = (ATw,v) = (Aw,v) = A-Lv. Ce
torej na enem od opazovanih elementov uporabimo L, sledi

1+V5 &

n . .
L(geo,.“’gn): ZAJ~L(€J'61): 2 -ZAJG‘J’.
Jj=0

J=0

Ker je A > 2, lahko iz stevila Z;‘L:o Ne j enoli¢no izratunamo vrednosti
7
€0y.0,En.' W
Torej je Stevilo vseh opazovanih elementov enako

|{geo,...,en | €; € {0, 1}}| = 2n+1.
Hkrati lahko vsak tak element zapiSemo v multiplikativni obliki

n
;] €E; —7 —
Seoin = Hsjeljs I =ePse's-se]'s™",

j=0
kjer smo upostevali, da v grupi O velja raéun se1s ! = ¢(s).e1 = Ae.
Velja torej £5(8eo,...c,) <1+2n+n=3n+1. Stemje o s(3n+1)> gn+l
in grupa O je zato eksponentne rasti.

6o storimo tako, da v dokazu x zamenjamo z L
"Vrednosti izrasunamo induktivno, najprej izra¢unamo €5, po tem €, _1, ... Ta postopek
je kot pri izracunu §tevk Stevila v dvojiskem zapisu.
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nilpotentne

resljive
policikli¢ne
polinomske rast eksponentne rasti

virtualno nilpotentne srednje rasti

Slika 5.1: Diagram grup razli¢nih rasti in njihove algebraicne strukture

Oddih in razgled

Do zdaj smo dokazali, da so virtualno nilpotentne grupe (na primer H)
polinomske rasti in da so resljive grupe podeksponentne rasti nujno po-
liciklicne. Podali smo primer resljive grupe eksponentne rasti (L) in
policikliéne grupe eksponentne rasti (O).

Pri tem se porodita naslednji naravni vprasanji.

1. (POLI. IN NE V. NILP.) Primer grupe polinomske rasti, ki ni virtu-
alno nilpotentna?

2. (SREDNJA) Primer grupe srednje rasti?

Policikli¢ne grupe podeksponentne rasti

Dokazali bomo®, da v resljivih grupah ne moremo najti primerov, ki bi
odgovorili na zastavljeni vprasanji.

Izrek. Policiklicna grupa podeksponentne rasti je virtualno
nilpotentna, torej v posebnem polinomske rasti.

Dokaz. Naj bo G policiklicna grupa podeksponentne rasti. Po potrebi
G zamenjamo s podgrupo konc¢nega indeksa, tako da bo G imela edinko
H<GzG|H=(xH)~Z7 zanek x €G in torej h(H) < h(G). Po indukeiji
na Hirschovo dolzino lahko predpostavimo, da je H virtualno nilpotentna.
Torej obstaja nilpotentna podgrupa N < H konénega indeksa v H. Po
potrebi N zamenjamo s presekom vseh podgrup indeksa |[H : N| v H in
zato lahko predpostavimo, da vsak avtomorfizem H ohranja N, torej v
posebnem velja N <G.

8Dokaz je nekoliko zahteven.
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Opazujmo podgrupo N(x) < G. Velja G
G/N =H/N - (x)N/N, zato je |G : N(x)| < 7
|H : N| < oo. Hkrati je N(x)/N = (x)/({x)n He N{x)
N) =(x) 2 Z. Brez $kode lahko zato grupo
G nadomestimo z grupo N (x) in torej pred- N 7
postavimo, da je G raz§iritev grupe (x) = Z
z nilpotentno grupo N. Radi bi nasli nil-
potentno podgrupo kon¢nega indeksa v G.
V ta namen dokazimo naslednjo pomozno
trditev.

nilpotentna

le

Naj bo G razsiritev grupe (x) 2 Z z nilpotentno
grupo N. Tedaj obstajata centralna vrsta N =Np >
Ng>--->Ny=1edink v G in Stevilo % € Z, tako da je
inducirano delovanje elementa x* na vsakem kvoci-
entu N; /N, trivialno.

V trditvi element x* deluje s konjugiranjem na N;, torej deluje tudi na
kvocientu N;/Nj.1. Trivialnost tega delovanja pomeni, da za vsak n € N;
velja x*nx®N;,1 =nN;,1, kar je enakovredno [xk,Ni] CNi.1.

K> Ni>Nsob--->Ny=1 centralna, saj iz komutatorskih identitet sledi
[K,N;]<[N,N;][«*,N;] € N;,1-Ni,1 S N;,1. Tako je grupa K nilpotentna.
Hkrati je |G : K| =|(x): (x*)| = k. @

Dokaz pomozZne trditve: Grupa N je nilpotentna, zato ima centralno
vrsto N = N1 >Ny >--- > 1, za katero velja celo N; < G.? vzamemo lahko
na primer kar N; = y;(N). Med vsemi vrstami izberimo tako, ki ima
10" Dobljeno vrsto lahko po
potrebi Se pofinimo in predpostavimo, da so vsi kvocienti bodisi koné¢ni

maksimalno Stevilo neskonénih kvocientov.

bodisi proste abelove grupe. Dobljeno vrsto ozna¢imoz N =N1>Ng>--- >
N, =1. Dokazali bomo, da ima slednja vrsta zeleno lastnost iz pomozne
trditve. Pred tem zabeleZimo Se eno lastnost te vrste. Po maksimalnosti
izbire vrste je za vsako edinko M < G, za katero je N;,1 <M < N;, vsaj ena
od grup M/N;.1, N;/M konéna.

Za dokaz pomozne trditve bo za vsak 1<i < ¢ dovolj najti k; € Z, tako
da element x*: deluje trivialno na N;/N;,1. Potem lahko namre¢ vzamemo
k= ]'[leki. Pribijmo zato nek i in opazujmo N;/N;,1. Ce je slednja grupa
konéna, potem lahko vzamemo %; = |Aut(N;/N;1)| < co. Predpostavimo
zdaj, da je N;/N;.1 prosta abelova grupa ranga r za nek r € N. To grupo
obravnavajmo kot modul M nad polinomskim kolobarjem Z[X ], kjer naj
X deluje kot x. Razsirimo M do vektorskega prostora V =Q®7 M.

V je enostaven Q[ X ]-modul. ‘

Dokaz: Naj bo 0+ W <V podmodul. Za 0+ w ¢ W obstaja n €N, da
je 0 #nw e M. Torejje MNW 0. Zato je M nW neskonéna abelova
grupa. Po zgornjem komentarju o maksimalnosti izbire vrste velja, da je
M /(M nW) konéna grupa. Tako je tudi V /(M nW) torzijska grupa. S tem

9Torej vsak ¢len verige ni le edinka v N, ampak celo v G.
105 gtevilo je gotovo kvejemu A(N).
Nysak vektor veV je Q-linearna kombinacija elementov M, torej obstaja n €N, da je
nv € M. Tako je grupa V/M torzijska abelova grupa. Na primer, ¢e je M = Z, potem je
V=QinV/M=Q/z.
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je tudi V /W torzijska abelova grupa, ki pa je hkrati vektorski prostor nad
Q. To je mogoce le, ceje W=V. &

| (SCHUROVA LEMA) Endgx1(V) je obseg. |

Dokaz: Naj bo 0 # a € Endg[x](V). Tedaj je kera # V in ima # 0. Ker
je V enostaven, od tod sledi kera =0 in ima = V. Tako je a bijekcija. «

Endomorfizme Endgx](V') obravnavamo kot podmnozico Endg(V),
kar lahko z izbiro baze prostora V identificiramo s kolobarjem matrik
Mat,(Q). Naj bo a € Endgx](V), ki ustreza delovanju x na M = N;/N,1.
Torej lahko a vidimo kot matriko v Mat,(Z). Ta matrika je niéla svo-
jega karakteristicnega polinoma p € Z[/l].lz Naj bo F' podobseg obsega
End@[ X] (V), generiran z elementom a. Torej je F'/Q razsiritev polj z ele-
mentom a, ki je nicla polinoma p s celimi koeficienti. Zato lahko F' vlozimo
v C, in sicer tako, da izberemo eno nic¢lo ag € C polinoma p in preslikamo

a— ag.?

Naj bo 7 € C algebraicno celo $tevilo. Predpostavimo,
da za vsak o € Gal(Q(7)/Q) velja |o(7)| < 1. Tedaj
obstaja k €N, da je 7% = 1.

Dokaz: Naj bo p poljubna potenca elementa 7. Torej imajo tudi vsi
konjugati p absolutno vrednost kveéjemu 1. Naj bo n = |Q(7) : Q|. Torej
je |Q(p) : Q| < n, zato je minimalni polinom elementa p stopnje najve¢ n,
njegovi koeficienti pa so simetri¢ne funkcije konjugatov p. Tako je k-ti
koeficient minimalnega polinoma po absolutni vrednosti enak kveéjemu
(Z) Ker je p algebrai¢no celo Stevilo, so vsi koeficienti minimalnega
polinoma celi. Zato obstaja le konéno mnogo moznosti za minimalni
polinom, torej tudi le konéno mnogo moznosti za p. Torej obstaja le konéno
mnogo razli¢cnih potenc elementa 7, zato obstaja k& €N, da je =1 W

Premislimo, da stevilo ag € C zados¢a zgornjim pogojem. Od tod bo
sledilo, da obstaja & € N, da je aﬁ =1, zato je a® = idy in torej x* deluje
trivialno na N; /N1, kar smo Zeleli preveriti. V ta namen predpostavimo,
da ao ne zadoséa pogojem leme. Torej je nujno |ag| > 1. Po potrebi na-
domestimo x in ¢ z njuno potenco, da bo veljalo celo |ag| > 2. Izberimo
0+veM, ki mu ustreza y € N;/N;,1. Oznatimo ylrl=x" y za neNy. Iz
predpostavke o podeksponentni rasti zdaj kot v dokazu trditve (PODE-
KSPONENTNA = IZVEDENA K.G.) sledi, da obstaja ng €N, za katerega
je

no—1

I S
i=0

za neke c; € Z, |c;| < 1. To enakost lahko zapiSemo kot
no—1 )
a™(v) = ( > cial) (v).
i=0

S tem ima endomorfizem a”* - ¥7°; leiate Endg[x(V) netrivialno jedro.
(SCHUROVA LEMA) zato implicira, da je ta element trivialen. Od tod

12Algebraiénemu Stevilu 7 € C, katerega karakteristi¢ni polinom ima celostevilske koefi-
ciente, re¢emo algebrai¢no celo Stevilo.

13Ni vsaka izbira ag dobra, ¢e polinom p ni nerazcepen. V tem primeru moramo
obravnavati minimalni polinom elementa a. Koeficienti slednjega so po Gaussovi lemi
tudi cela Stevila.
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izpeljemo protislovje

no—1

Z cia(i)
=0

kjer smo v zadnji neenakosti upostevali |ag| > 2. Dokaz pomozne trditve je

no—1 ) |a0|ﬂ0_1
an(): S a(]l: <a0n0
rd X laof = 0 <lal™

s tem zakljucen. |

5.3 Rast linearnih grup

V tem razdelku bomo vecino dokazov izpustili in le nasteli nekaj tezkih
orodij, s pomocjo katerih bomo nazadnje podali odgovor na vprasanje
(POLI. IN NE V. NILP).

Upodobitve grup
Naj bo G grupa. Upodobitev grupe G je homomorfizem
0:G - GL,(F)

za neko naravno Stevilo n in polje F. Obi¢ajno vzamemo kar F =C in v
tem primeru obravnavamo kompleksne upodobitve. Upodobitvam nad
polji nenicelne karakteristike recemo modularne upodobitve.

Zgled.

* Diedrsko grupo Dy, = (s,t) lahko upodobimo pred njenega delovanja
na ravnini — element s predstavlja rotacijo za kot 27/n, element ¢
pa zrcaljenje:

27 s 21
cos=- —sin=* 1 0
. n
p:Dg, — GLg(C), s»—>(sin2'§, COS2: ), t»—>(0 _1).

* Svetilkarjevo grupo L = (a,t) smo upodobili v matrikah nad poljem
racionalnih funkcij nad Z/27:

p:L — GLa(2/22(x)), a»(i (1)) m(g 2)

* Cikli¢no grupo 7Z/20Z lahko upodobimo nad konénim poljem Z/5Z:
p:7/20Z » GL{(Z/5Z) = (2/52)*, 1~2.
Ker je 22 =1 (mod 5), je s tem res definiran homomorfizem.

* Obstajajo grupe, ki nimajo nobene netrivialne upodobitve. Kon-
kreten primer take grupe je Tarskijeva posast. Naj bo p fiksno
prastevilo, vegje od 107°. Tarskijeva poSast je neskonéna grupa, v
kateri je vsaka prava netrivialna podgrupa izomorfna cikliéni grupi
Z/pZ. Take grupe obstajajo (Olshanskii 1979). Ni tezko preveriti
(— vaje), da je Tarskijeva poSast generirana z dvema elementoma
in da je enostavna. Vsaka njena upodobitev p: T — GL, (F') bi zato
morala biti bodisi injektivna bodisi trivialna. V primeru n = 1 bi tako
z netrivialno upodobitvijo dobili vlozitev T' v F*, kar ni mogoce, ker
T ni abelova. Zakaj T ni mogoce vloziti v GL,(F)? V naslednjem
razdelku bomo predstavili posebno lastnost podgrup GL, (F), ki ji
T ne zadosca.
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Linearne grupe

Grupi G, ki ima kaksno injektivno upodobitev, recemo linearna grupa.
Zgled.

e SLy(Z) se naravno vlozi v GLg(C).
* Heisenbergova grupa H se naravno vlozi v GL3(C).
 Svetilkarjeva grupa L se vlozi v GLg(Z/2Z(x)).

* Ce ima enostavna grupa kaksno netrivialno upodobitev, potem je
linearna.

Linearne grupe imajo naslednjo strukturno lastnost.

Izrek. (TITSOVA ALTERNATIVA) Naj bo G konéno generirana
linearna grupa. Potem bodisi G vsebuje prosto podgrupo (ranga
vsaj 2) bodisi je G virtualno resljiva.

V dokazu se prostost podgrupe dokaze s pomocjo izreka (PINGPONG),
a je pingpong miza, ki jo za to potrebujemo, zgrajena iz matrik nad normi-
ranimi napolnitvami polj. Za dokaz bi potrebovali kar veliko ozadja iz te
teorije, zato ga izpustimo.
Zgled.

* Grupa SLy(Z) vsebuje prosto grupo Fy.
* Grupi H in L sta resljivi.

* Naj bo T Tarskijeva posast. Ce bi bila T linearna, potem bi morala
bodisi vsebovati prosto podgrupo (nemogoce, saj ima T torzijske
elemente, hkrati pa je vsaka prava podgrupa T cikli¢na) bodisi
bi T morala biti virtualno resljiva (nemogoce, saj je T' enostavna,
hkrati pa je indeks vsake prave podgrupe T neskoncen). Torej T ni
linearna.

Iz Ze dokazane lastnosti o rastnih funkcijah resljivih grup zdaj sledi
enaka lastnost za linearne grupe.

Posledica. Rastna funkcija kon¢no generirane linearne grupe je
bodisi eksponentna bodisi polinomska. Slednji primer je mogoc le,
ko je grupa virtualno nilpotentna.

Torej tudi v svetu linearnih grup ne moremo najti primerov, ki bi
odgovorili na vprasanj (POLI. IN NE V. NILP) in (SREDNJA).

Kon¢ne linearne grupe

Vsaka konc¢na grupa G deluje na sebi s Cayleyjevim delovanjem in ima
zato upodobitev

G- GL|G\><|G|(C): g (ex = egx),

kjer smo z {ez | g € G} oznaéili bazo prostora C/¢/. Dimenzija upodobitve
je v tem primeru seveda odvisna od velikosti grupe.

Kadar imamo dano dimenzijo vektorskega prostora, na njem lahko de-
lujejo je konéne grupe, ki so virtualno (v odvisnosti od dimenzije) abelove.
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Izrek. (Jordan 1878) Naj bo F polje karakteristike 0. Ce je G
konéna podgrupa GL, (F), potem obstaja abelova edinka A <G, da

je indeks |G : A| omejen s funkcijo, odvisno le od n in ne od grupe
G.

Liejeve grupe

Naj bo G < GL,(R) ali G < GL,(C). Ce je G celo zaprta v ambientalni
matriéni grupi, potem G podeduje topologijo in jo lahko vidimo kot pod-
mnogoterost v R" oziroma C"". Mnozenje in invertiranje v G sta analitiéni
operaciji glede na to topolosko strukturo.

Te koncepte lahko posplosimo na naslednji nac¢in. Recemo, da je mno-
zica G topoloska grupa, Ce je hkrati grupa in topoloski prostor, operaciji
mnozenja in invertiranja pa sta zvezni preslikavi. Liejeva grupa je topolo-

Ska grupa, ki je kot topoloski prostor analitiéna mnogoterost,'* operaciji
mnoZenja in invertiranja pa sta analiticni.

Zgled.

* GL,(R) je realna Liejeva grupa, GL, (C) pa je kompleksna Liejeva
grupa.

e S'cR?je realna Liejeva grupa.

e Zvezna Heisenbergova grupa je grupa

b
Hg= 1 la,b,ceR
0

S O =
= Q o

Ta grupa je realna Liejeva grupa.

* Grupa (Q,+), opremljena s topologijo na R, je topoloska grupa, ki pa
ni Liejeva grupa.

15

Liejeve grupe sicer niso vedno linearne, ° so pa zelo blizu temu, kot

prikaze naslednja trditev.'°

Trditev. Bodi G Liejeva grupa s konéno mnogo komponentami.
1. Obstaja abelova edinka Z <G, tako da je G/Z kompleksna
linearna grupa.
2. (brez malih redov) Za vsak n eN obstaja U ¢, G, 1 €U, tako
da U ne vsebuje nobenega netrivialnega elementa reda kve-
¢jemu n.

L4, pomeni, da je topoloski prostor pokrit z odprtimi mnoZicami {U;, };, ki so home-
omomorfne odprtim podmnozicam v R” oziroma C”, in to na analiti¢no usklajen naéin:
¢e je U;nU; # @, potem naj bo ¢;,:Uj, - Vj € R™ homeomorfizem za k € {i, j}; zahteva o
analitiéni usklajenosti pomeni, da je prehodna preslikava ¢; j:¢;(U; nU;) = ¢;(U;nU;),
(piii =@;o (pi_l, analiti¢na.

57 nekoliko dodatnega znanja o Liejevih grupah in njihovih prirejenih Liejevih algebrah
je mogocte premisliti, da je grupa Hp/{I+nE33|n € Z} Liejeva grupa, ki ni linearna.

16y trditvi lahko za Z vzamemo povezano komponento centra GG, upodobitev grupe G/Z
pa izhaja iz delovanja grupe G na svoji Liejevi algebri. Druga lastnost trditve je sorodna
znani lastnosti brez malih podgrup, anglesko no small subgroups.
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Zgled. Najbo G = GL,(R). Poglejmo si idejo dokaza, da ta grupa zado$éa
drugi lastnosti trditve. Iz ideje ni tezko sestaviti natan¢nega argumenta
(— vaje).

Naj bo U odprta mnozica tistih matrik v GL,(R), ki imajo vse lastne
vrednosti zelo blizu 1.

Najbo 1+ geU. Ce ima g kaksno lastno vrednost, ki je razliéna od
1, potem nobena majhna potenca g ni enaka 1. Ce pa so vse lastne
vrednosti g enake 1, potem je g podobna netrivialni zgornje trikotni
matriki z 1 po diagonali, zato je lim, o ||1 - g"|| = c0. W

Liejeve grupe se naravno pojavijo vselej, kjer so dovolj lepi topoloski
prostori. To nam zagotovi naslednji globok izrek.'’

Izrek. (Montgomery—Zippin 1955) Naj bo T koncéno dimensionalen,
lokalno kompakten, povezan, lokalno povezan, homogen metri¢ni
prostor. Tedaj lahko grupo izometrij Isom(7") dodatno opremimo s
strukturo Liejeve grupe s konéno mnogo komponentami.

Spomnimo se na pomen homogenosti in dimenzije.

* Reéemo, da je T homogen, e za vsaka x,y € T' obstaja ¢ € Isom(7T') z
lastnostjo ¢(x) = y.*

* Recemo, da ima T dimenzijo 0, ¢e za vsak x € T in vsako okolico
xeVc,TobstajaUc<, T, UCV,dajexecU, oU=p."

¢ Induktivno retemo, da ima T dimenzijo kvedjemu n, ¢e za vsak x € T
in vsako okolico x € V ¢, TobstajaU S, T, U CV, daje x €U, oU pa
ima dimenzijo kvetjemu n —1.%°

e Ce T nima dimenzije kve&jemu n za vsak n, potem re¢emo, da
ima T neskoncéno dimenzijo. V nasprotnem primeru je dimenzija
topoloskega prostora T tako Stevilo n, za katerega ima T dimenzijo

kvedjemu 7, nima pa dimenzije kveéjemu n—1. !

Zgled. Naj bo T obi¢ajna sfera v prostoru, T = S2 c R3. Grupa izometrij
Isom(T') sestoji iz rotacij sfere in zrcaljenj. Imenujemo jo ortogonalna
grupa in oznacimo z O(3). Velja

0(3)={Q¢GL3(R)|@"Q =QQ" =I} <, GL3(R).

Grupa O(3) je Liejeva grupa z dvema komponentama, ki ustrezata det@ =
1 oziroma det® = —1. Komponenti z det@ = 1 recemo specialna ortogo-
nalna grupa, oznaka SO(3). Elementi grupe SO(3) so rotacije prostora,
torej so dologeni z osjo rotacije (torej vektorjem v S?) in s kotom rotacije
(torej s Stevilom med -7 in 7). Topolosko je SO(3) torej krogla polmera
7, kjer identificiramo antipodne toc¢ke. Torej je SO(3) homeomorfna 3-
dimenzionalnemu projektivnemu prostoru RP 3

17mq izrek hkrati predstavlja razresSitev znamenitega Hilbertovega petega problema.
18Na primer, R? in GL,, (R) sta homogena prostora.

19Na primer, R\Q s topologijo z R ima dimenzijo 0.

20Na primer, R” ima dimenzijo kvedjemu 7.

21 nduktivno sledi, da je dimenzija R” enaka n.
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Slika 5.2: Ko graf Cay(Z,{1}) pogledamo od dale¢, vidimo realno premico

Izrek Gromova

Z uporabo izreka (Montgomery—Zippin 1955) je Gromov dokazal naslednji
izrek, ki razre$i vprasanje (POLI. IN NE V. NILP.).

Izrek. (Gromov 1981) Grupe polinomske rasti so virtualno nilpo-
tentne.

Izrek bomo dokazali v celoti (modulo nedokazane trditve iz tega raz-
delka). Ideja Gromova je v tem, da grupi priredi zvezen geometrijski
objekt (imenovan asimptotski stozec), na katerem grupa deluje. Pod pred-
postavko polinomske rasti ima ta objekt dobre topoloske lastnosti, zato
njegova grupa izometrij tvoji Liejevo grupo, Ki je zelo blizu tega, da bi bila
linearna. V svetu linearnih grup pa zaradi dokazanih rezultatov o reslji-
vih grupah in Titsovi alternativi Ze vemo, da polinomska rast implicira
virtualno nilpotentnost.

5.4 Asimptotski stozec

Pogled od dalec

Grupi sicer lahko priredimo Cayleyjev graf, na katerem deluje, a je ta
topoloski prostor, v katerem so tocke vozliS¢a grafa, diskreten. Cevta
prostor dodamo Se povezave grafa, potem v veéini primerov ne dobimo
homogenega metri¢nega prostora. Ideja Gromova je v tem, da opazujmo
Cayleyjev graf grupe od daleé.

Zgled.

¢ Cayleyjev graf grupe Z sestoji iz vozlis¢, indeksiranih z Z, ki so med
sabo zaporedno povezana. Ko na ta graf pogledamo od dale¢, se
razdalje med vozlisci skréijo. V limiti vidimo realno premico R.

e Cayleyjev graf grupe Z? je mreza v R%. Ko skréimo razdalje med
vozliéi, v limiti vidimo ravnino R2.

Za vsako grupo lahko v Cayleyjev graf uvedemo nove metrike med
11

§, §’ .o
rati limitni objekt, h kateremu ti metri¢ni prostoru konvergirajo. V tem

vozlisci, ki skrajsajo razdalje za faktor . Gromov je uspel konstrui-
objektu so razdalje med originalnimi vozlis¢i grafa enake 0 in iz diskre-
tnih prostorov dobimo zveznega. Originalna grupa deluje na tem objektu
z izometrijami. Limitni objekt bomo imenovali asimptotski stozec. Za
natanc¢no konstrukeijo bomo potrebovali nekaj priprave.
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P(S) F

Slika 5.3: Filter je zaprt za preseke in navzgor zaprt

P(S) F

{so}
Slika 5.4: Glavni ultrafilter

Ultrafiltri

Naj bo S mnozica. Filter na S je druzina podmnozic F ¢ P(S), ki zado$ca
naslednjim pogojem:

* @¢F,
e ABeF=AnBeF, (zaprtza preseke)

s AcF,AcB=BeF. (navzgor zaprt)

Filtre na S lahko uredimo glede na relacijo inkluzije. Maksimalen
filter se imenuje ultrafilter.

Zgled. Najbo so€S. Definirajmo F = {A € P(S)|socA}. To je ultrafilter
na S. Ceje namret & + B ¢ F, potem je Bn{s¢} = @, zato noben filter, ki je
vecji od F, ne vsebuje B. Ultrafiltru, konstruiranem na tak nacin, recemo
glavni ultrafilter.

Kadar je S konéna mnoZica, je vsak ultrafilter na njej glavni.”” Na-
sprotno pa v primeru, ko je S neskonc¢na mnozica, vselej obstaja neglavni
ultrafilter, ki ga lahko dobimo na naslednji nac¢in. Naj bo

F={AP(S)|IS\A| <o},

to je kokoncni filter. Po Zornovi lemi obstaja maksimalen filter I/, ki
vsebuje F. Filter U je ultrafilter, ki pa ni glavni.”’ Ni tezko premisliti (—
vaje), da velja tudi obratno: vsak neglavni ultrafilter vsebuje kokon¢ni ul-
trafilter in presek vseh neglavnih ultrafiltrov je ravno kokonéni ultrafilter.
Poznana ni nobena eksplicitna konstrukcija neglavnega ultrafiltra. Vemo
le, da ti objekti obstajajo.

Ultrafiltre uporabljamo, kadar zelimo razdeliti vse podmnoZice mno-
zice S na bodisi velike (tiste v ultrafiltru) bodisi majhne (tisti izven ultrafil-
tra), pri cemer uporabljamo bolj natan¢en pomen majhnega kot le konéno
mnogo elementov (ta definicija majhnega ustreza kokonénemu filtru).

220 je namre¢ F neglavni ultrafilter, potem za vsak sg € S obstaja As, € F, da je
50 € Asg. Zato je @ =g)eg Asy € F, kar je nemogoce.
237 vsak sg € S imamo mnozico S\{so} € F cU, ki ne vsebuje sg.
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Slika 5.5: Presek neglavnih ultrafiltrov je kokon¢éni filter

Trditev. (OSNOVNE LASTNOSTI ULTRAFILTROV)

1. Filter F je ultrafilter, ¢e in samo Ce za vsak A € P(S) velja
AcFaliS\AeF.

2. Ceje F ultrafilter in Aju---UA, € F, potem je A; € F za nek
i.

3. Ceje G cP(S) z lastnostjo, da je vsak presek konéno mnogo
mnozic v G neprazen, potem je G vsebovan v nekem filtru.

Dokaz. Dokazimo le 1. tocko, dokaz 2. in 3. tocke je podobne zahtevnosti
(— vaje).

(<): Ce je F' filter z lastnostjo F’ 2 F, potem obstaja Ac S, daje A €
F'\F. Zato je po predpostavki S\A € F, s tem pa velja @=(S\A)nAeF'
Protislovje. Torej je F res maksimalen filter.

(=): Naj za neko mnozico A ¢ S velja A ¢ 7 in S\A ¢ 7. Naj bo
G={BcS|3Fe¢F: FnAcB}.

P(S) \ .
0

Jasno je G2 F in A € G\F. Dokazimo, da je G filter. To bo protislovje z
maksimalnostjo filtra F.

J éeje @€q, potem je FNA =g zanek F € F. Od tod sledi F € S\A,
zato je S\A € F. Protislovje. W

* Naj bosta G1,Gg € F. Potem je F1nA G in F9nA € Gg za neka
Fl,FQ e F. Sledi F1nF9nA cG1nGgin F1nFy 6.7:, zatoje G1nGy €g.
N

* NajboGeGin H2G. Potem je FNACGc H zanek F € F, zato je

HeG. &
O

Ultralimite

Izberimo nek neglavni ultrafilter I/ na mnozici N. Naj bo 7" nek topoloski
prostor, v katerem opazujmo zaporedje {x, }nen. Za x € T in okolico x €
U S, T oznatimo I(U) ={n eN|x, e U}. Tocka x je U-limita zaporedja
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{%n }nen, Ge za vsako odprto okolico U tocke x velja I(U) e U.** V tem
primeru piSemo x = limy, x;,.

Zgled. Naj bo F kokonc¢ni filter. Tedaj je x =lim,,_, x,, Ce in samo Ce je
x=limrx,.

Spomnimo se, da so neglavni ultrafiltri ravno ultrafiltri nad kokon¢nim
filtrom in njihov presek je kokon¢ni filter. Od tod izpeljemo, da limite
vzdolZz vseh neglavnih ultrafiltrov hkrati podajajo enako informacijo kot
obicajne limite.

Trditev. Velja x =lim,_, . x,, Ce in samo Ce za vsak neglavni
ultrafilter ¢/ na N velja x = limg; x,,.

V tem smislu si lahko predstavljamo, da z ultrafiltrom U/ definiramo
pojem U-limite, ki je bolj specificen od pojma obicajne limite. V dovolj
lepem topoloskem prostoru T te specificne limite vedno obstajajo in so
enoli¢ne.

Trditev.

1. Ce je T Hausdorffov prostor, potem je U/-limita enoli¢na.
2. Ce je T kompakten, potem ima vsako zaporedje {/-limito.

Dokaz. 1. Naj bosta x # y razliéni U-limiti zaporedja {x,},en. Po
predpostavki o Hausdorffovosti obstajata U,V ¢, T', da velja UNnV =&,
xeU,yeV.Sledi I(U)nI(V) =@, zato mnozici I (U),I(V) ne moreta obe
pripadati 4. Protislovje.

2. Denimo, da zaporedje {x,, } xen nima U-limite. Torej ima vsak ye T
odprto okolico Uy S, T', da je I(Uy) ¢U. Po predpostavki o kompaktnosti
obstajajo y1,...,yr €T, daje T = Uf;l U,,. Hkrati za vsak i velja I(U,, )¢ =
{neN|x, ¢U,,} U, zato je ﬂlel(Uyl )¢ €U. V posebnem je zadnji presek
neprazen, torej obstaja igp €N, da je x;, ¢ U,, za vsak i. Protislovje, saj
mnoZice U,, pokrijejo ves T'. |

Zgled. Naj bo {x,}nen zaporedje v [0,1] € R. Tedaj to zaporedje U-
konvergira za vsak neglavni ultrafilter / in ima enoli¢no U-limito.

Za omejena zaporedja realnih Stevil ima U{-limita obi¢ajne lastnosti
limite. Lahko je preveriti linearnost in monotonost:

o limy(xp, + y, ) =limy x, +limg, vy,
e limy(cp) = climy x,,

* Ceje x, <y, za vsak n, potem je limy; x, <limy, y,.

Trditev. Naj bo {x, } v zaporedje v topoloskem prostoru 7. Naj
bo x € T. Predpostavimo, da T zadosca prvemu separacijskemu
aksiomu 7T in da je 1-Steven. Tedaj je x =limy, x, za nek neglavni
ultrafilter U/, ¢e in samo ce je x (obi¢ajna) limita nekega podzapo-
redja {x, } nen-

2474 vsako okolico U torej indeksi ¢lenov zaporedja, ki so v U, tvorijo veliko podmnoZzico
N. Pri tem smo bolj natanéni kot pri obi¢ajni definiciji limite, kjer zahtevamo le, da so vsi
razen kon¢no mnogo ¢lenov zaporedja v U.
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razdalje v T' skré¢imo za % = m—
razdalje v T' skr¢imo za % -

Slika 5.6: Zaporedje v T, ki ga opazujemo od dale¢ — razdalje v T na
vsakem koraku skréimo

Ultralimita torej izbere neko stekalisce zaporedja.
Dokaz. (=): Naj bo x =limy,x,. Naj bo {U; };cn padajoca baza odprtih
okolic tocke x. Velja I(U1) €U, zato je v posebnem I(U7) # &, torej obstaja
n1 €N, da je x,, € U;. Ker ultrafilter U/ vsebuje kokon¢ni filter, induktivno
za vsak i > 1 velja I(U;)n{1,2,...,n;_1}° €U, zato obstaja n; €N, da je
ni>ni_1in xp,; €U;. Torej je lim; oo x5, =x. W

(«): Naj bo x stekalisée zaporedja {x, }nen. Naj bo {U; };en padajoca
baza odprtih okolic toc¢ke x. Ker je x stekalisée, je I(U;) # @, torej obstaja
n1 €N, da je x,, € U;. Induktivno za vsak i > 1 obstaja n; €N, da je
%p, €Ujinn;>n;_1. Najbo G = {I(U;)\{1,2,...,n;-1}|i €N}. Uporabimo
(OSNOVNE LASTNOSTI ULTRAFILTROV) in sklepamo, da obstaja ultrafilter
U2G. Stem je x =limy, x,. Hkrati ultrafilter U ni glavni, saj za vsak k& € N
za dovolj velik i velja k ¢ I(U;)\{1,2,...,n;_1}. O

Asimptotski stozec

Fiksirajmo neglavni ultrafilter ¢/ na N. Opazujmo metric¢ni prostor 7' z
odlikovano to¢ko e € T.>° Asimptotski stoZec prostora T bomo konstruirali
podobno kot konstruiramo R iz Q: realna Stevila so Cauchyjeva zaporedja
racionalnih $tevil modulo zaporedja z limito 0. Pri tem bomo iz tehni¢nih
razlogov obravnavali le posebna zaporedja v T'.

Zaporedje zmerne rasti je zaporedje {x, }nen v T, ki zadoSéa pogoju

VneN: d(x,,e)<An

za neko konstanto A, odvisno le od zaporedja {x, },en.>° Razdalja med
zaporedjema zmerne rasti @ = {x, } nen i B={¥n Fnen je

d(a,ﬁ)=ljz/1{n(W).27

Zgled. Najbo T =Cay(Z,{1}).

Izberimo najprej a = {O}pen in f={1},en. Velja d(0,1)/n=1/n za
vsak n, zato je d(a, ) =limy; 1/n = 0. V asimptotskem stoZcu bomo ti dve
zapored;ji torej identificirali.

25Nas bo nazadnje zanimal primer, ko je T = Cay(G,S) ine=1¢G.

267, drugimi besedami, zaporedje zmerne rasti pomeni, da je limsup,, _, o, d(xn,e)/n < co.

27Pri tem je d(xn,yn) <d(xn,e)+d(e,yn) < Cn za neko konstanto C, zato je zaporedje
{d(xn,yn)/n}nen omejeno, torej za njegovo U-limito veljajo obiéajne lastnosti limite.
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Slika 5.7: Razdalja med zaporedjema {O0},cy in {n},eny v grafu
Cay(Z,{1}), ki ga opazujemo od dale¢, je enaka 1

Izberimo zdaj a = {0} ,en in f={n}uen. Velja d(0,n)/n =1 za vsak n,
zato je d(a,B) = 1. V asimptotskem stoZcu bo torej zaporedje a predsta-
vljalo stevilo 0 € R, zaporedje 8 pa Stevilo 1 €R.

Recimo, da sta zaporedji a, § ekvivalentni, ¢e velja d(a, 8) = 0. MnoZica
vseh ekvivalenénih razredov zaporedij zmerne rasti se imenuje asimptot-
ski stozec prostora T' z odlikovano tocko e glede na U, oznaka Coney (T, e).
Razdalja d na zaporedjih se prenese na stoZec, zato je Coney (T, e) me-
tri¢ni prostor.

Zgled.

®* Naj bo T'=R. Ta prostor se ne spremeni s krécenjem razdalj, zato
pricakujemo, da je Coney,(R,0) izometricen R. Pricakovanje potrdita
inverzni izometriji

f:R— Coney (R,0), x~ [{nx}pen]
in

g:Coneu(R,O) >R, [{xn}neN] — d({xn}nEN,{O}nEN) :llg{n(x;n)

* Naj bo T = Z, opremljen z metriko iz Cay(Z,{1}). Trdimo, da je
Coney(Z,0) izometri¢en R. Definirajmo preslikavi

f:R— Coney(Z,0), x+ [{[nxn]}nen]
g:Coney (Z,0) >R, [{xntnen] > d({xn}nen, {0} nen) :hzf[n(x;n)

Preprosto je preveriti, da f in g ohranjata razdalji na obeh metri¢nih
prostorih. Preverimo, da sta ti dve preslikavi inverzni. Za zaporedje
zmerne rasti {x, }nen velja

Xn

(F 0&) ([t bnen) = {11 2 1 ) = ({11t ™) pmen]

Preverimo, da je zadnji ekvivalenéni razred enak [{x,, }men]. V ta
namen izracunajmo razdaljo med njima. Velja

a ({0 a2 e Gm b ) =l = Lt (™)

1 m
—lim — - || li -
i Ilim (5| =
= [lim ™ - lim *™| = 0,

U n U m
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kjer smo v predzadnji enakosti uporabili lim,,; oo % lem| = ¢ za vsak
c €R. Torej je res f o g =idcone, (z,0)- Druga enakost, gof =idg, sledi
neposredno iz lim, .o = |cm| = c.

Asimptotski stozec grupe

Naj bo G konéno generirana grupa, G = (S). Opazujmo Cayleyjev graf
Cay(G,S), opremljen z metriko d(x,y) = £5(x~'y). Za odlikovano totko
vzemimo 1 € G. Dobimo asimptotski stozec K = Coney (Cay(G,S),1). Mno-
Zico vseh zaporedij zmerne rasti oznaéimo z ZZR. Mnozica ZZR je grupa z
enoto 1={1},cn. Naj bo ZZR( mnozica tistih zaporedij a € ZZR, za katera
je d(a,1) =0. Mnozica ZZRy je podgrupa ZZR. Asimptotski stoZzec K
lahko zato identificiramo z mnozico odsekov ZZR/ZZR.

V primeru konstrukcije iz grup ima asimptotski stozec veliko dobrih
topoloskih lastnosti.

Trditev. Asimptotski stozec K grupe G je homogen, lokalno
povezan, s potmi povezan in poln metri¢ni prostor.

Dokaz. Homogenost: Asimptotski stozec identificiramo z mnozZico od-

sekov ZZFi/izizngg)i Na 7tej mnozici deluje grupa ZZR z levim mnoZenjem:
{zn tnen-{%n tnenZZRo = {zn - x5 } nenZZRo. To delovanje je tranzitivno, saj
Je {ynxrzl}ne!\l-{xn}nENZZRO = {yn}neNZZRO- W

Povezanost s potmi:

Za vsak a € K obstaja zvezna pot y:[0,1] - K z
y(0)=1iny(1l) =a.

v pomozni trditvi. Po konstrukeiji za vsak ¢ € [0,1] velja d(y(¢),1) <
d(a,1)-t, zato je slika y v celoti vsebovana v krogli Bx(d(a,1))?. 1z
pomozne trditve zato sledi, da je notranjost krogle B (d(a,1)) povezana.
Ker je prostor K homogen, od tod sledi lokalna povezanost prostora K. «

Polnost: (— vaje) |

28B (r) je krogla polmera r v metriénem prostoru K s sredigéem 1=[{1},cn] € K.
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G @ i) Isom(K)

Slika 5.8: Za vsako okolico O identitete idg € Isom(K) obstaja homo-
morfizem ¢:ker ® - Isom(K), katerega slika vsebuje vsaj en netrivialen
element v O

Delovanje grupe na asimptotskem stozcu

Naj bo G grupa in K = Coney/(Cay(G,S),1) njen asimptotski stozec. Grupa
G naravno deluje z levo translacijo na zaporedjih v G:

g-{xn}xeN = {gxn}nel\l za g,%, €G.

Ce je zaporedje {x, }ycn zmerne rasti, je pri tem tudi g.{x, }xen zmerne
rasti.”” Ker G deluje z izometrijami na Cay(G,S), velja tudi

d(g-{xn}nel\lag-{yn}nel\l) = d({xn}nel\l, {yn}nel\l)-

Tako G deluje z izometrijami na grupi zmernih zaporedij ZZR in zato
deluje tudi na kvocientni mnozici odsekov ZZR/ZZR, = K. Dobimo torej
homomorfizem

®:G > Isom(K), g~ ([{xn}xen] [{8%n}xen])-

Grupa izometrij Isom(K) je topoloska grupa: opremljena je s topologijo,
pri kateri baza okolic izometrije idg sestoji iz mnozic

Orc={oclsom(K)|d(o.a,a) <€ za vsak a e Bg(k)}

za k €N in € > 0. To je topologija enakomerne konvergence po kompaktih.
Pri dokazu izreka Gromova bomo kljuéno uporabili naslednjo lastnost
delovanja G na K.*"

Izrek. (0 DELOVANJU @) Predpostavimo, da je slika im ® kon¢na
in da jedro ker ®@ ni virtualno abelova grupa. Tedaj za vsako oko-
lico O identitete idg € Isom(K) obstaja homomorfizem ¢:ker® —
Isom(K) z lastnostjo [impnO|> 1.

Dokaz. Za g <G in r € R oznaé¢imo najveéji mozni premik®! elementa g
na krogli polmera r kot

D(g,r) =max{d(a,g-a)|acBg,s(r)} =max{¢s(a"'ga)|acBgs(r)}.

D(g.Cr)

5
r

‘ Za vsaka g eker® in C > 0 velja limy, =0. ‘

297a vsak n velja d(gxn,1) = £5(gxn) < €5 (xn) + £g(g) < Cn za neko konstanto C.
30Dokaz je precej zahteven.
31Angleéko displacement.
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Dokaz: Za vsak r € N izberimo a, € Bg s(Cr) z lastnostjo D(g,Cr) =
¢s(a;lga,). Zaporedje a = {a, ) cn je zmerne rasti. Ker je g € ker®, velja
g.[a]=[a], se pravi d(g.[a],[a]) =0, kar je ekvivalentno
_mD(g,Cr) - ,md(gar,ar) B

li li
u r u r

0.

Dokaz je zakljucen. «

Za fiksen g € G je funkcija D(g,-):N - R omejena,
¢e in samo e je |g¥| < co. V tem primeru velja
g cker®.

Dokaz: Oc¢itno iz definicije D in zadnjega dokaza. W
Elementi g € G z lastnostjo |gG| < oo se imenujejo FC-elementi.?? Ti
elementi tvorijo podgrupo edinko v G.

Zavse g,h G inr,seZ velja:

1. D(g,r+s)<D(g,r)+2s
2. D(h™lgh,r)<D(g,r)+20g(h)

Dokaz: 1. Najbo a € Bg s(r+s). ZapiSimo a =b-c za neka b € Bg s(r)
in c€Bg s(s). Tedaj je

d(ga,a)=d(gbc,bc)<d(gbc,gb)+d(gb,b)+d(b,bc)

=0lg(c)+d(gb,b)+lg(c)
<D(g,r)+2s,

kar smo Zeleli dokazati. W
2. Najbo a€Bgs(r). Velja

d(h'gha,a) =d(gha,ha) <D(g,r+s(h)) <D (g,r)+20s(h),

kjer smo v zadnji neenakosti uporabili prejsnjo tocko. W~

Nobena grupa ni konéna unija odsekov pogrup ne-
skonénega indeksa.

Dokaz: Elementarno. (— vaje)w

7 vsem nastetim lahko nazadnje dokazemo izrek (O DELOVANJU ®).
Po predpostavki je [im®| = |G : ker®| < co. Torej je jedro ker® konéno
generirana grupa, oznac¢imo ker® = (y1,...,y4). Naj bo O¢r ¢ € Isom(K)
poljubna bazna okolica identitete idx in naj bo C = 2C’, ¢ =¢’/2. Dokaz
bomo izvedli v zaporedju vecih korakov.

* Predpostavimo najprej, da je vsak generator y; FC-element. V
tem primeru je | y}‘erq)| < oo, zato je centralizator Cyera(y;) koné-
nega indeksa v ker ® za vsak j. Od tod sledi, da je tudi Z(ker®) =
ﬂ?zl Cxero(y;) konénega indeksa v ker ®. To pomeni, da je grupa
ker ®@ virtualno abelova. Protislovje. Torej FC-elementi tvorijo pravo
podgrupo v ker®, zato lahko po morebitni menjavi generatorjev
grupe ker ® predpostavimo, da celo

noben od y; ni FC-element.??

32, angleskega izraza finitely many conjugates.
33Ce ¥j, ni FC-element in y; je FC-element, potem lahko y; zamenjamo z y;y;,, ki ni
FC-element.
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* Fiksirajmo r € N. Opazujmo mnozico

Y;={yeker®|D(y 'y;y,Cr)<er}
={yecker®|VaeBggs(Cr): ts(a ty tyya) <er}
={ycker®|VaeBgs(Cr): y}* €Bgs(er)}.

Mnozica {y;" | y € Y;, a € Bgs(Cr)} je torej konéna, saj je vsebo-
vana v Bg g (er). Zato je tudi mnozica odsekov C; = {Cxera(y:)ya |
yeY:, aeBggs(Cr)} konéna. Ker y; ni FC-element, je vsak cen-
tralizator Cyero(y;) neskonénega indeksa v ker @, zato po zadnji
pomozni trditvi ker ® ni unija odsekov iz C;u---UC,. Tako obstaja
element z, e ker ®, ki ne pripada nobenemu odseku iz C;. V poseb-
nem od tod sledi, da za vsak ¢ velja z, ¢ Y, se pravi

za vsak ¢ velja D (2, y;z,,Cr) > er.

e ZapiSimo element z, kot besedo v y1,...,y4 in naj bo x, najkrajsa
predpona besede, za katero za nek t velja D(x;lytxr,Cr) >er. Izbe-
rimo en tak ¢ =(r).3* Zavsak i=1,...,d najbo S(i) = {r|t(r) =i}.
Velja S(1)u---uS(d) =N. Torej obstaja ig, da je S(ip) ¢ U. Torej
velja

D(x,  y;,x,,Cr) >er za vse r iz neke mnozice v U.

* Po prvi pomozni trditvi za vse r iz neke mnozice v U velja D (y;,r) <
er zavsak t. Od tod sledi, da je x, # 1, torej lahko pisemo x, = w,-y za
nek ye {y¥l,... ,y:—i'l} in kraj$o besedo w,. Iz tretje pomoZne trditve
zdaj sledi

D(x; 'y, Cr) =D (v 'w;  yewry, Cr) <D (w;  yew,,Cr) + 205 ().

Naj bo ¢ =max{¢g(y;)|i=1,...,d}. Torej

za vse r iz neke mnozice v U je D (x; 1 y;x,,Cr) <er®® +2¢ za vsak t.
e Za vse r iz neke mnozice v U/ torej velja neenakost

er <D(x;1yi0yr,Cr) <er+2¢,

od koder sledi

hmD(x;lyiOxr,Cr) .
U r ’

(5.1)

e Za poljuben element w ¢ ker ® opazujmo zaporedje {x, ‘wx, } e\ v
grupi G. Zapisimo w kot besedo v generatorjih y1,...,y,; dolzine m.
Velja

0s(x; wx,) <D (x,; 'wx,,Cr) <m-max{D(x; y;x,,Cr)|i=1,...,d}.
Za vse r iz neke mnozice U €U zato velja

Os(x; wx,) <mer+2md.

34Velja torej D(xr_lyt(r)xr,Cr) >er.
35y smo upostevali minimalnost dolZine elementa x, od koder sledi D(wr_l yiwr,Cr) <
er za vsak t.
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Definirajmo zaporedje {X,(w) }ren na naslednji naéin:

-1
; U
Xr(w):{xr wx,, re

1; reN\U.

Zaporedji, ki se na mnoZici v i/ ujemata, imata enako {/-limito, zato
velja

d({Xr(w)}rEN, {x;lwxr}reN) =0 in {Xr(w)}reN e/Z/ZR.

Zaporedje zmerne rasti {X,(w)}ren lahko z desne pomnozimo z
drugimi zmernimi zaporedji in na ta nac¢in dobimo izometrijo asimp-
totskega stozca ZZR/ZZRy = K. To izometrijo ozna¢imo s ¢(w).
Imamo torej homomorfizem grup

p:ker® — Isom(K).

Kot v dokazu prve pomozne trditve zdaj iz lastnosti (5.1) sledi, da
zaporedje {X,(yi,) }ren deluje netrivialno z levim mnozenjem na K.

Torej je ¢(yi,) +1idk.

Najbo a={a,}ren€ZZR z [a] € Bk (C/2). Za vse r iz neke mnoZice
v U velja torej a, € Bg s(Cr). Od tod sledi

d(¢(vio)-[a],[a]) = d({X;(yie) tren, {ar bren)
— lim d(Xr(yio)ar,ar)

u r

hmD(Xr(yio)’Cr)

u r

mD(x,leiOxr,Cr)

<

=1li
u r

=E€.

Torej je ¢(yi,) €O¢j,9: = Ocrer- S tem je dokaz zakljucen.

5.5 Izrek Gromova

V tem razdelku bomo konéno dokazali izrek Gromova.

tentne.

Izrek. (Gromov 1981) Grupe polinomske rasti so virtualno nilpo-

Hausdorffova dimenzija

Nas prvi cilj je, da dokazemo, da je asimptotski stoZec grupe polinomske

rasti kon¢no dimenzionalen. V ta namen bomo dokazali nekoliko mo¢nejso
trditev, v kateri bomo merili dimenzijo s pokrivanjem objekta s kroglami.

Zgled. Opazujmo dovolj lepo podmnozico v R®. Njen volumen lahko
izra¢unamo tako, da jo pokrijemo s kroglami polmera ¢, sestejemo volumne

/2 n

krogel in posljemo ¢ proti 0. Volumen krogle polmera ¢ v R” je NG
2

kjer je I Eulerjeva funkcija. Ce odmislimo prvi faktor, potem vsaka krogla
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pa(X)

< > d
Slika 5.9: Hausdorffova mera uy(X) za razliéne vrednosti d

prispeva k vsoti ¢len €”*. Pri tem je € polmer krogle, n pa dimenzija prostora
R”.

Naj bo M metri¢ni prostor in X ¢ M. Opazujmo vsa Stevna pokritja
mnozice X z mnoZicami premera < € za nek €. Za vsako tako pokritje
{U;}; izratunamo Y;(diamU;)? za nek fiksen d > 0. Izlimitiramo € — 0 in
dobimo

g (X) =lim inf > (diamU;)“,

€=0 {U;}; pokritje X z diamU; <e 3

to je d-dimenzionalna Hausdorffova mera mnozice X. Bolj kot mera sama
nas zanima, kaksne so njene vrednosti, ko se d spreminja. Po motivaciji iz
evklidskih prostorov pri¢akujemo, da pravilen volumen izra¢unamo ravno
z mero (4, kjer je d dimenzija prostora X.

Zgled. Najbo X =[0,1] cR. Velja:
* w([0,1])=1,
* ua([0,1])<lim, 1 ST, (L)% =lim, o L =0,
* 11([0,1]) = limpoo 37, i = oo

Dimenzija prostora [0,1] je 1. Pravilen volumen smo izra¢unali z uporabo
p1. Pri pg in g1 smo izracunalni nesmiselna volumna, 0 in co.
2

Ni tezko premisliti (— vaje), da kot v zadnjem zgledu za vsak X obstaja
Stevilo dg € Ryg U {00}, tako da je

oo; d<dy
pa(X)={mo; d=do
0; d>d0

zanek mo € RyoU{o0}.
Bolj kot mera m( nas zanima Stevilo d, ki ga imenujemo Hausdorffova
dimenzija mnoZice X, oznaka dimpg (X). Velja torej

do= dimH(X) :inf{d >0 | ,ud(X) = 0}.

Hausdorffova dimenzija ni nujno celo Stevilo.

Zgled.

* Hausdorffova dimenzija Stevnega metri¢nega prostora z diskretno
topologijo je enaka 0.
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* Opremimo mnozico R z diskretno metriko, kjer je razdalja med
vsakima razli¢nima Steviloma enaka 1. Odprta mnoZica premera
manj kot 1 vsebuje le eno totko. Stevnih pokritij R z mnozicami
takega premera torej ni in zato je Hausdorffova dimenzija v tem
primeru enaka inf@ = co.

* Naj bo C ¢ [0,1] Cantorjeva mnoZica, konstruirana kot presek
Npe1Cr, kjer je Cp, unija 2* intervalov dolZine 3% Vsaka mnozica
C}, nam torej podaja odprto pokritje mnozice C s podmnoZicami pre-
mera 3% Ko gre k cez vse meje, dobimo oceno za Hausdorffovo mero
mnozice C:

Ce je 2 <39, se pravi d > 82 je torej g (C) =0. Od tod sledi

log3’
dimg (C) < % ~ 0.63. Dokazati je mogoce, da velja celo enakost
. log2
dlmH(C) = %.

Hausdorffova dimenzija je definirana za metriéne prostore, obi¢ajna
topoloska dimenzija pa je definirana za vse topoloske prostore. Za dan me-
triéni prostor lahko obstaja kak homeomorfen prostor, ki je tudi metri¢ni,
a ima drugacno Hausdorffovo dimenzijo. Najmanjsa mozna Hausdorffova
dimenzija homeomorfnih modelov prostora je ravno topoloska dimenzija.

Izrek. (Szpilrajn 1937) Naj bo X metric¢ni prostor. Tedaj je topolo-
§ka dimenzija X enaka najmanjsi mozni Hausdorffovi dimenziji
dimg (Y), kjer Y preteée metriéne prostore, homeomorfne X.

Dokaz. Podajmo le idejo dokaza, da je topoloska dimenzija prostora
X vselej manjsa ali enaka Hausdorffovi dimenziji.>® Ekvivalentno, ¢e
je X topoloski prostor z g,1(X) =0, potem je X dimenzije kveéjemu d.
Dokazujemo z indukcijo na d.

Naj bo x € X poljubna toc¢ka. Za vsak r >0 opazujmo rob krogle okoli x,
se pravi sfero S(r) € X s sredi§¢em v x in polmerom r. Dovolj bo dokazati,
da za nek r velja ug(S(r)) =0, izrek od tod sledi induktivno.

Za vsako podmnozico A ¢ X velja

f diam(S(r)nA)¢ dr < diam(4)?*L.
0

36y nadaljevanju bomo uporabili le to lastnost dimenzij, saj bomo z uporabo Hausdor-
ffove dimenzije dokazali, da je asimptotski stozec konéne dimenzije.
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Ker velja pq.1(X) =0, obstaja zaporedje Stevnih pokritij {U” }; mno-
zice X zan=1,2,..., tako da je

n—o00 =

lim  diam(U!")%*! = 0.
l

Iz pomozne trditve zdaj sledi

lim/ Zdiam(S(r)ﬂUi”)d dr=0.
0 7

n—->oo

Torej obstaja podzaporedje®” zaporedja pokritij {UL'”” }izak=1,2,...,da
za nek>® r > 0 velja

Jim > diam(S(r)nU™)? =0.

Od tod sledi pq(S(r)) =0. O

Konéno dimenzionalnost asimptotskega stozca bomo izpeljali iz kon¢-
nosti njegove Hausdorffove dimenzije. Pri tem bomo uporabili naslednjo
metodo.

Trditev. (KROGLE IN HAUSDORFFOVA DIMENZIJA) Predposta-
vimo, da lahko metri¢ni prostor X za vsak ¢ > 0 pokrijemo s & = k(¢)
kroglami premera kveéjemu ¢, kjer je limsup,_,q% €% < 0o, Tedaj
je dimg (X) <d.

Dokaz. Najbo k(¢)-¢? < C za nek C >0 neodvisen od €. Izberimo e > d.
Tedaj je

L e (oNe < T (roe—d _
ue(X)—lEré{ll?tg[Z(dlamUl) Slli%k(e) (¢) Sllil(l)ce 0.

i

Asimptotski stozec grupe polinomske rasti

Pokazimo najprej, kako polinomska rast grupe vpliva na pokritja podmno-
zic asimptotskega stozca s kroglami in s tem na Hausdorffovo dimenzijo.

Trditev. Naj bo G grupa polinomske rasti stopnje d = deg(G).
Tedaj obstajata € > 0 in ultrafilter I/ na N, za katera za asimptotski
stozec K grupe G velja naslednje. Ce krogla B € K polmera 1
vsebuje natanko % tock in ¢e sta vsaki dve tocki pri tem oddaljeni
za veé kot 2¢, potem je k < (4/¢)%*1.

Dokaz. Naj bo € >0 in U ultrafilter na N, oba zaenkrat Se nedolocena.
Zaradi homogenosti K lahko predpostavimo, da je B =Bk (1).

Naj bodo x1,...,x; € B elementi z d(x;,x;) >2¢ za i # j. Naj bo x; =
[{gin}nen] zaneke g; , €G. Ker je x; € B, velja limy;d (g »,1)/n <1, zato
za vse n iz neke mnozice M €U velja d(g;n,1) < (1+¢€)n.

Za vsaka i # j in naj bo

N(i,j,€) ={neN[d(gin,&jn)>2en}.

37Obstoj takega podzaporedja nam zagotovi Fatoujev lema.
38Natanéneje, ne le za nek r, temvec za vsak r izven mnozice z Lebesgueovo mero 0.
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Slika 5.10: V kroglo B € K ne moremo vnesti veliko malih disjunktnih
kroglic
Ker je d(x;,x;) > 2¢, velja N(i,j,€) €U, zato je tudi

N(e):=(\U(i,Jj,e) eU.

i)

Izberimo r € N z lastnostjo 277 <e <271, NajboneN, n>r, z
lastnostjo 2" e N(¢). V globini 2" velja

d(gi,zn,gj’zn) > 2n+1€ son+l-r _g. 9nr

zato so krogle g; o»-Bg s(2"7") polmera 2" okoli to¢k g; 9» disjunktne
zai=1,...,k. Od tod sledi

k
Ugi2Bas(2" )| =k -pas(2").
in1

Hkrati za vsak i velja
8i2nBgs(2"")cBgs(2" " +d(gign,1))SBgs(2" "+ (1+¢€)2"),

slednja krogla pa je vsebovana v Bg g (2'”1) za dovolj majhen €.2? Od tod
sledi neenakost

k-Bes(2"7)<Pas(2")

za vse n >r, za katere je 2" € N(¢), pri tem pa je r =r(¢) fiksen.

Za neskonéno mnogo naravnih stevil a velja

Vb <a: logy B s(2%) <logy fa.s(2°7°) +b(d +1).

Dokaz: Oznac¢imo L(a) = logs fc.s(2%). Ker je d = deg(G), za vse
dovolj velike a € N velja L(a)/logy(2%) <d + %, se pravi L(a) <a(d+1)-3.
V posebnem je lim, oo (L(a) —a(d +1)) = —oco. Za vsak k € Z naj bo ayp,
najmanj$e naravno Stevilo, za katerega je L(ay) —ar(d +1) <k. Tedaj za
vse b <ay, velja

L(ap)—ap(d+1)<k<L(arp-b)—-(ar-b)(d+1),

zatoje L(ap) <L(ap-b)+b(d+1). &

39Potrebujemo (1+e)+27"<2.
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Iz pomozne trditve in zadnje neenakosti pred njo izpeljemo°

k-Bas(2"7)< ﬁG,S(2n+1) < o(r+1)(d+1) Bas (@),

kar implicira k& < 2t (d+1) ¢ (%)dﬂ. Dokaz je s tem zakljuéen. O

S pomoc¢jo zadnje trditve lahko omejimo dimenzijo asimptotskega
stozca.

Izrek. Naj bo G grupa polinomske rasti in K njen asimptotski
stoZec glede na ultrafilter iz zadnje trditve. Tedaj ima K konéno
dimenzijo in je lokalno kompakten.

Dokaz. Konc¢na dimenzija: Dimenzija je lokalna topoloSka lastnost, zato
je dovolj dokazati, da je dimenzija krogle B = B (1) konéna. V ta namen
izberimo maksimalno Stevilo tock x1,...,x;, € B z lastnostjo d(x;,x;) > 2¢
za vse i # j. Iz zadnje trditve sledi & < (4/€)%*1. Torej lahko B pokrijemo z
(4/€)?*! kroglami polmera 2¢.%! Iz trditve (KROGLE IN HAUSDORFFOVA
DIMENZIJA) sledi dimg(B) <d +1, s tem pa iz izreka (Szpilrajn 1937)
sklepamo, da je B kon¢ne dimenzije. «

Lokalna kompaktnost: Dovolj je dokazati, da je vsaka krogla B ¢ K
kompaktna. Naj bo {x,},ev zaporedje v B. Za vsak i pokrijmo B s k;
kroglami polmera kve¢jemu 27,42 Izberimo podzaporedje, ki v celoti lezi
v eni od krogel polmera kve¢jemu 1. Po tem izberimo podzaporedje, ki v

celoti lezi v eni od krogel polmera kvecjemu % Po tem izberimo podzapo-
1

Z .
vzemimo podzaporedje, ki sestoji iz prvih ¢lenov vseh teh podzaporedij. Po

redje, ki v celoti lezi v eni od krogel polmera kvec¢jemu ...Nazadnje

konstrukeciji je to Cauchyjevo zaporedje. Iz polnosti K torej sledi, da ima
{xn }nen konvergentno podzaporedje. W O

Preko stozca do matrik

Asimptotski stoZec grupe polinomske rasti ima zdaj veliko dobrih topolo-
gkih lastnosti, od koder izpeljemo naslednjo posledico.

Posledica. Bodi G neskonéna grupa polinomske rasti. Tedaj
obstaja edinka C < G konénega indeksa v G, da velja vsaj ena od
naslednjih trditev.
1. Za nek £ ¢ N ima C epimorfno sliko D za neko neskon¢no
grupo D <GL,(C).
2. Obstaja Liejeva grupa I' s konéno mnogo komponentami,
tako da za vsak n € N obstaja homomorfizem ¢,:C - I z
lastnostjo |im @, | > n.

Dokaz. Uporabimo izrek (Montgomery—Zippin 1955) za asimptotski
stoZzec K. Naj bo I' = Isom(K), opremljena s strukturo Liejeve grupe s

40Upor'abimo pomozno trditev z a =n+1in b =r+1. Pri tem moramo biti nekoliko
previdni glede tega, ¢e pomozno trditev sploh lahko uporabimo z @ =n+1. Naj bo S
neskon¢na mnozica naravnih $tevil a, za katere velja pomozna trditev. Naj bo T = {2a_1 |
a € S}. Ultrafilter U izberimo tako, da vsebuje mnozico T. Za tem izberimo n €N z
lastnostjo 2" € Nsor "M NN (e)NT €. S tako izbiro n celoten dokaz deluje.

4lysaka totka v B je po maksimalnosti izbire tock x1,...,x; namrec najve¢ 2¢ stran od
kaksne od teh tock.

42mako pokritje res obstaja po zadnji trditvi.
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konéno mnogo komponentami. Torej obstaja abelova edinka Z < T, da
se I'/Z vlozi v GL;(C) za nek k. Naj bo ®:G — I" delovanje grupe G na
asimptotskem stoZcu in naj bo L = ®71(Z). Velja L <G in L/ker® je
abelova grupa. Obravnavajmo vec primerov glede na indeks L oziroma
ker® v G.

e Ceje|G:L|=oco: Vtem primeru ima G epimorfno sliko G /L, ki se s
® vlozi v I'/Z, ta pa se vlozi v GLy (C). Vzamemo lahko torej C =G (1.
tocka). W

e Ceje|G:L|< oo in |G:ker®|=co: Vtem primeru ima L epimorfno
sliko L/ker @, ki je konéno generirana neskonéna abelova grupa, zato
ima epimorfno sliko Z. Slednja grupa se vlozi v GL1(C). Vzamemo
lahko torej C =L (1. tocka). «

e Ce je |G :ker®| < oo: V tem primeru je im® konéna. Ce je ker ® vir-
tualno abelova grupa, ima torej edinko kon¢nega indeksa z epimorfno
sliko Z, ki se vlozi v GL1(C). Vzamemo lahko torej C =ker @ (1. to¢ka).
« Sicer pa po izreku (O DELOVANJU D) sledi, da za vsako okolico O
identitete idg najdemo homomorfizem ¢g:ker® — Isom(K) z lastno-
stjo [im@p NO| > 1. Po lastnosti (brez malih redov) lahko za vsak n €N
izberemo okolico O, ki ne vsebuje elementov reda kvec¢jemu n. Slika
imgg, tako vsebuje netrivialen element reda ve¢jega od n, zato je

|limpg, |>n. Vzamemo lahko torej C =ker ®@ (2. to¢ka). « -

Dokaz izreka Gromova

Iz zadnje posledice lahko izlu§éimo naslednjo lastnost grup polinomske
rasti, ki nam bo sluzila kot odsko¢na deska za induktiven dokaz izreka
Gromova.

Trditev. Bodi G neskoné¢na grupa polinomske rasti. Tedaj obstaja
pogrupa H <G kon¢nega indeksa v G, ki ima epimorfno sliko Z.

Dokaz. Naj bo C kot v zadnji posledici.

1. Naj bo a:C — D epimorfizem za neko neskonéno grupo D < GL,(C).
Grupe G, C in D so polinomske rasti, zato je D virtualno nilpotentna.
Torej obstaja podgrupa E <D konc¢nega indeksa v D in zato tudi kon¢nega
indeksa v G, za katero je E/kera nilpotentna in neskonéna podgrupa
GL.(C). Naj bo & €N najvedje Stevilo, za katero je |[E :E(k)| < 00. Tedaj
je grupa E(®) konénega indeksa v G, njen kvocient E(k)/E(k+1) pa je
neskonc¢na koné¢no generirana abelova grupa. Vzamemo lahko torej H =
E®. &

2. Naj bo ¢,:C - T homomorfizem z |im¢,| > n za vsak n e N. Naj bo
Z 4T abelova edinka, za katero se I'/Z vlozi v GL;(C). Najbo L, = ¢, 1(Z).
Torej se grupa C/L,, vlozi v I'/Z, slednja pa se vlozi v GL;(C).

Izrek (Jordan 1878) zagotovi obstoj podgrupe K, < C omejenega inde-
ksa* v C, za katero je K, > L, in K, /L, je abelova grupa. Ker ima grupa
C le kon¢no mnogo podgrup danega indeksa, je torej za neskon¢no mnogo
vrednosti n grupa K, enaka neki fiksni podgrupi K < G. Za neskonc¢no
mnogo naravnih Stevil n je torej grupa K /L, abelova.

43Indeks |C: Ky| je omejen s funkcijo, odvisno le od % in ne od n.
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Ce so velikosti grup |[K/L,| neomejene, ima grupa K poljubno velike
abelove kvociente. Ker je tudi konéno generirana, sledi |[K/K®)| = c0. V
tem primeru lahko vzamemo H =K. «

Predpostavimo zdaj, da so velikosti grup |K/L,| omejene, ko n pre-
tece neko neskonéno podmnozico naravnih stevil. Ker ima K le kon¢no
mnogo podgrup danega indeksa, je za neskonéno mnogo vrednosti n grupa
L, enaka neki fiksni podgrupi L < K. Ker je |im¢,|>n in |C: L| < oo,
sledi limsup,,_, ., |L/ker¢,| = co. Grupa L/ker¢,, je abelova, saj se vlozi
v Z. Torej ima L poljubno veliko abelove kvociente. Ker je tudi kon¢no
generirana, sledi |L : L(?)| = co. Vzamemo lahko torej H = L. W O

Od tod lahko koné¢no izpeljemo izrek Gromova.

Dokaz izreka Gromova. Naj bo G grupa polinomske rasti stopnje
kveéjemu d. Dokazujemo z indukcijo na d. Bazni primer d = 0 je mogoce le,
ko je grupa G konc¢na in v tem primeru izrek seveda velja. Predpostavimo
zdaj, da izrek velja za vse grupe stopnje kve¢jemu d — 1. Po zadnji trditvi
obstaja podgrupa H < G konénega indeksa v G in N <H,daje ZzH/N =
(hN) za nek h € H. Po dokazu trditve (PODEKSPONENTNA = IZVEDENA
K.G.) je N konéno generirana, hkrati pa je deg(N) < d—-1. Po indukciji zato
obstaja nilpotentna podgrupa K < N konc¢nega indeksa v N. Po potrebi K
nadomestimo s presekom vseh podgrup v N indeksa |N : K|, zato lahko
predpostavimo, da je K <H. Najbo C =(K,h)<H. VeljaH/K =C/K-N /K,
zato je C kon¢nega indeksa v H in s tem tudi v G. Grupa C je razsiritev Z
z nilpotentno grupo K, torej je C resljiva. Ker je C polinomske rasti, od
tod sledi, da je C virtualno nilpotentna. Dokaz je s tem zakljucen. O
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Poglavje 6

Srednja rast

V tem razdelku si bomo ogledali konkreten primer grupe srednje rasti. S
tem bomo odgovorili na vprasanje (SREDNJA). Pokazali bomo tudi, kako
so te grupe tesno povezane z (ne)obstojem paradoksalnih dekompozicij.

6.1 Grigorcukova grupa

Prvi primer grupe srednje rasti najdemo v (Grigorcuk 1980). Grupa je
konstruirana rekurzivno kot grupa nekih posebnih transformacij intervala,
mi pa si bomo pogledali njeno ekvivalentno rekurzivno konstrukcijo prek
avtomorfizmov drevesa. Videli bomo, da je ravno ta rekurzivnost definicije
osrednja pri srednjosti njene rasti.

Avtomorfizmi drevesa

Naj bo V = {0,1}* mnozica konénih nizov s ¢rkama 0 in 1, vkljuéivsi
prazen niz @. Najbo E = {{v,w} |v,w eV, w=0v0 ali w =v1}. Na ta na¢in
dobimo dvojisko drevo T z vozlis¢éi V in povezavami E. Recemo, da je
drevo T zakoreninjeno v vozlis¢u @. Za vozlisée v € V naj bo T, poddrevo,
zakoreninjeno v v. Drevesi T, in T sta naravno izomorfni.

Opazujmo grupo avtomorfizmov Aut(7'). Vsak avtomorfizem fiksira
koren. Naj bosta Ty in T'; levo in desno poddrevo drevesa T'. Definirajmo
avtomorfizem, ki zamenja ti dve poddrevesi:

acAut(T), @~a, v 1lu, lu-0v (ve{0,1}7).

Jasno je a®=1.

Za poljubno vozlis¢e v naj Aut(T,T,) < Aut(T') sestoji iz tistih avto-
morfizmov drevesa T', ki ohranjajo drevo T', in fiksirajo vozlis¢a izven T,.
1z izomorfizma grafov T' — T, dobimo izomorfizem grup

ny:Aut(T) » Aut(T,T,),

ki avtomorfizem drevesa T prenese na poddrevo T',. Tako lahko avtomor-
fizem a prenesemo na poddrevesa in dobimo a, = 7,(a) € Aut(7,T,) za
poljubno vozlisée v.

S pomocjo preslikave 7, lahko sestavimo iz dveh avtomorfizmov dre-
vesa enega in dobimo sestavljajo¢i homomorfizem

o:Aut(T) x Aut(T) - Aut(T), (a,B) mo(a)-m1(P).

87


http://www.mathnet.ru/links/7f1a24e826f4c70ec48d9c3a6dd9ef75/faa1772.pdf

110

/N

Slika 6.1: Drevo T in njegovo poddrevo 7119

N
VN
AV

Slika 6.2: Delovanje elementa b €' na drevesu T'

S tem lahko rekurzivno definiramo avtomorfizme b,c,d € Aut(T):
b=0(a,c), c=o0(a,d), d=0(1,b).

Z drugimi besedami, velja

oo oo oo
b:H(al3i0'a13i+10), c:H(a13i0-a13i+20), d:H(a13i+10-a13i+20),
i=0 1=0 1=0

kjer smo z 1! oznatili niz enic dolZine i. Grigoréukova grupa je grupa
I'=(a,b,c,d) <Aut(T).

Osnovne lastnosti

V grupi I jasno velja a? = 1. Ker elementi a1ip komutirajo za razli¢ne
vrednosti i, velja tudi b2 =c2=d?=1inbec=cb=d,cd=dc=b,bd =db =
c. Torej je (b,c,d) = (Z/27)2.

Vsak element grupe I' lahko zapiSemo kot besedo s ¢rkami a, b, c,d, pri
cemer lahko predpostavimo, da ni zaporednih ponovitev nobene ¢rke in da
ni zaporednih ponovitev ¢érk iz mnoZice {b,c,d }. Tako se v zapisu vsakega
elementa grupe I' izmenjuje ¢érka a in érka iz {b,c,d }. Taki besedi proste
grupe F({a,b,c,d}) pravimo alternirajoca beseda.

Zgled. Velja a®blca®=abc=ad.
Najkrajse besede, s katerimi lahko zapiSemo elemente v grupi I', so
alternirajoce.

Lema. Najbo g¢T, zapisan z besedo w € F({a,b,c,d}) dolzine
¢(g). Potem je w alternirajoca beseda.

Dokaz. Predpostavimo, da w =x1x2...x; ni alternirajoca. To je mozno le
v dveh primerih.

e Cezanek i velja x; =x;.1: V tem primeru je x;x;,1 = xf =1. Beseda
w' = x1--x;_1%;+9---x}, zato predstavlja element g in je krajse dolzine
kot ¢(g). Protislovje.
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e Ce za nek i velja x;,x;,1 € {b,c,d}: Ker velja bc =d,bd = c,cd = b,
je v tem primeru y:=x;x;,1 € {b,c,d}. Beseda w' =x1--x;_1yx;12: x5
zato predstavlja element g in je krajSe dolZine kot ¢(g). Protislovje.D

Grupa I' inducirano deluje na mnozici {7, Tl}.l Torej dobimo homo-
morfizem
' > Sym({To,T1}).

Jedro tega delovanja oznac¢imo s H. Grupa H sestoji iz besed, v katerih se
element a pojavi sodokrat. Velja torej

H=(b,c,d,aba,aca,ada)<T in [[:H|=2.

Elementi grupe H delujejo na vsakem od poddreves T in T'1. Za element
x € H oznac¢imo z x¢ delovanje x na Ty in z x1 delovanje x na T;. Po
identifikaciji Ty in 71 z drevesom T lahko vidimo xg,x; kot avtomorfizma
drevesa T'.

Zgled. ZaelementbeH jebg=ain bj=c.

Na ta naéin dobimo razstavljajoéi homomorfizem?

p:H - Aut(T) x Aut(T), x+— (x0,%1)-
Generatorji grupe H se pri tem preslikajo na naslednji naéin:
b (a,c), ¢~ (a,d),dw (1,b), aba (c,a), aca ~ (d,a), ada — (b,1).?

0d tod sledi, da je im p <T'xI. Se ve¢, ker je vsak element grupe H enoli¢no
dolocen s tem, kako deluje na obeh polovicah drevesa T, je preslikava p
injektivna. S tem smo dobili vlozitev grupe H v I' xI'. Ta vlozitev ima Se
dodatno lastnost, da sta preslikavi 7; o p surjekciji za i = 1,2, kjer smo s
7m;: T xI' - I" oznadili projekcijo na i-to komponento. Nazadnje ima torej
grupa I' podgrupo indeksa 2, ki ima epimorfno sliko I'. Zaradi tega je I
nujno neskoncéna grupa.

Samopodobnost

Kadar imata grupi X in Y izomorfni podgrupi Z=W, Z<X, |X :Z|< oo,
W <Y, |Y :W|< co, potem re¢emo, da sta grupi X in Y primerljivi.*

] Trditev. Grupil in I’ xI sta primerljivi. ‘

Dokaz. Opazujmo vlozitev p:H — I'xI'. Za vsak g eI obstaja x € H,
da je xo = g, se pravi p(x) = (g,x1). Hkrati je p(ada) = (b,1), kar po
konjugiranju z x postane p((ada)*) = (b,1)P*) = (b#,1). Najbo B = (b)) <
G. Torej slika im p gotovo vsebuje grupo Bx1<TI xI'. Podobno dobimo
imp>1xBinstemimp>B xB.

| Velja (a,d) =Dg in |I': B|<8.

I¢e jexeTy, potemjea.xeT,bxeTy, cxeTy, d.xcTy. Podobno velja za x € T'q.
2Ta homomorfizem je v bistvu inverz homomorfizma o.

3Ne spreglejmo, da je element d rahlo poseben. To bomo kasneje dobro izkoristili.
4Angleéko commensurable.
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Iz pomozne trditve sledi |T'x I':im p| < 64. Tako ima grupa I' podgrupo
koncnega indeksa H, ki je izomorfna podgrupi konc¢nega indeksa imp
grupe I'xT. m|

Grupa I je torej samopodobna, kot neke vrste fraktal. Ce se ji malce
(|T : H| < o0) priblizamo, vidimo objekt (H), ki skoraj (I x T : imp| < co)
izgleda kot dve kopiji (I' x I') zacetnega objekta. Samopodobne grupe
nikdar niso polinomske rasti.

\ Posledica. I ni polinomske rasti. \

Dokaz. Predpostavimo, da je I polinomske rasti. Potem je tudi I' xT’
polinomske rasti. Iz zadnje trditve zdaj sledi deg(I') = deg(I'xT'). Toda
deg(I'xT") =2-deg(T") (- vaje). Od tod sledi deg(I') = 0, kar je mogoce le,
ce je I' koncna. Protislovje. O

Rast

Za analizo rasti grupe I' = (a,b,c,d) bomo uporabili preslikavo p, ki skraj-
$uje dolzine elementov.

Lema. BodixeH in p(x) = (xo,x1). Velja ¢(xo),¢(x1) < 3(£(x) +
1).

Dokaz. ZapiSimo x kot najkrajsi mozen alternirajoé¢ produkt elementov
u in ava za u,v € {b,c,d}. Naj bo $tevilo uporabljenih faktorjev enako
2k +r za r € {0,1}. Torej je x produkt & parov oblike u-ava ali ava-u
z morebitnim dodatnim faktorjem na koncu. Vsak tak par je dolZine
kveéjemu 4, s preslikavo p pa se preslika v dva elementa dolzine kve¢jemu
2. Torej v primeru r =0 velja £(x) =4k in ¢(xg),¢(x1) <2k, v primeru r = 1
pa velja ¢(xo),¢(x1) <2k +1. i

Skupna dolZina xq in x1 je torej £(xo) +¢(x1) < £(x) +1. Ce ima «x
veliko pojavitev ¢rke d, potem je dolzina x¢ oziroma x; Se krajsa, ker je
p(d)=(1,b) in p(ada) = (b,1). Ce je v x malo pojavitev érke d, pa morda
lahko uporabimo p na komponentah xg, x1 in pretvorimo pojavitve ¢ v d
s prvo uporabo p, z drugo pa potem d v 1. Ce je malo pojavitev ¢ in d,
morda lahko uporabimo p trikrat in pretvorimo pojavitve b v ¢, ¢ v d in
nazadnje d v 1 ter s tem Se bolj skrajS§amo dolZino.

Najbo K = p Y(HxH). Velja |[H:K|=|p(H): p(H)n(HxH)|<|[TxT:
HxH|=4, zato je [T : K| <8. Naj bo $e L = p~1(K xK). Kot prej velja
[T':L|<128. Za x € L je xo,x1 € K, zato je x0,%01,%10,%11 € H in nazadnje
dobimo elemente xygg,%001,...,%111 € I. Trdimo, da je skupna dolZina po
trikratni uporabi p bistveno krajSa od originalne dolzZine.
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Lema. (O KRAJSANJU DOLZIN) Bodi x € L. Velja

5
0(x000) + £ (x001) +---+ £(x111) < gﬂ(x) +8.

Dokaz. Vemo Ze, da velja ¢(x¢) + £(x1) < ¢(x) + 1. Naj bo ¢;(x) Stevilo
pojavitev érke b v besedi x, zapisani alternirajoce z dolZino ¢(x). Analogno
definiramo ¢.(x),04(x).

* Vsaka pojavitev ¢rke d ali ada v besedi x postane 1 v natanko enem
od xg,x1. Od tod sklepamo

O(xp)+€(x1)<l(x)+1 —éd(x)5
in zatorej

0(x000) +--+€(x111) < (€(x00) + 1) +---+ (£(x11) + 1)
<(l(x0)+1)+(4(x1)+1)+4
<l(x)+T-0g(x).

* Vsaka pojavitev c ali aca v besedi x postane d v natanko enem od
xo,x1.6 Od tod sklepamo

O(x00) +-+0(x11) <l(x0)+1+0(x1)+1-2Cc(x)
<l(x)+3-0.(x)

in zatorej

0(x000) +--+€(x111) < (€(x00) +1) +++-+ (£(x11) +1)
<l(x)+T—-¢.(x).

* Vsaka pojavitev b ali aba v besedi x postane ¢ v natanko enem od
x0,x1. Od tod sklepamo

£(x000) +--+€(x111) < (£(200) + 1) +---+ (£(211) + 1) = £ (x)
<l(x)+T-0p(x).

Velja 05 (x) +Cc(x) +£q(x) > 3(£(x) - 1), zato je £, (x) > %ﬁ(x) -1za
nek u € {b,c,d}. Iz zgornjih neenakosti zato v vsaki od treh moznosti za u
sledi

E(zogn) ++++ 0(a111) < £(x) 47~ 0y (x) < S0(x) +8.

|

S pomocjo krajSanja dolzin lahko nazadnje dokazemo, da I' ni ek-
sponentne rasti. Vemo tudi Ze, da I' ni polinomske rasti, torej s tem
odgovorimo na vprasanje (SREDNJA).

| Izrek. I je srednje rasti. |

®Na primer, velja p(aba-d-aca)=(c,a)(1,b)(d,a) = (cd,aba) = (b,aba).
6Pri tem se lahko zgodi, da po eni uporabi p dobimo xg,x1, ki se $e poenostavita, kot v
primeru p(aba-d-aca).

91



Dokaz. Najbo w=w,; . qy(I'). Dokazati Zelimo, da je w = 1.

Najprej prevedimo problem na grupo L. Naj bo R mnoZica predstavni-
kov odsekov L vI'. Torejje I' = L-R. Najbo M =max{¢(r)|r € R}. Izberimo
poljuben x € Br(n). ZapiSemo ga lahko kot x = yz zaneka ye L,z €R. Pri
tem velja £(y) < l(x)+¢(z) <n+M. Torej je

Br(n)<|T:L|-|{yeL|£(y) <n+M} <128-|LABr(n+M)|.

Oceniti moramo torej Se [L N Br(n+M)|. V ta namen izberimo polju-
ben x € LnBr(m) za nek m e N. Naj bo m;j, = ¢(x;jz) za i,j,k € {0,1}.
Stevilo moznosti za 8-terico elementov (x000,---,%111) je enako kve&jemu
Br(mooo)---Pr(mi11). Po definiciji w za vsak € >0 velja fr(n) <A-(w+e€)”
za vsak n in neko konstanto A. Torej je $tevilo moznosti za (x000,...,%111)
in s tem za x € LnBr(m) kve&emu

A8_(w+€)mooo+~~-+m1u S148.((1)_+_€)§m+8 SC-(w+€)gm

za neko konstanto C, kjer smo v prvi neenakosti uporabili lemo (0 KRAJ-
SANJU DOLZIN).
Za vsak n € N nazadnje torej velja

Br(n)<128-C-(w+e)s (M),

Hkrati po definiciji o velja fr(n) > C'-(w-¢€)" za neko konstanto C’.
Uporabimo n-ti koren, izlimitiramo n — oo in dobimo

w—eé(w+e)g.

5
Ker je bil € poljuben, sledi w = ws, zato je w = 1. O
Rastna funkcija I' ni torej niti polinomska niti eksponentna. Ali je
ekvivalentna kateri znani elementarni funkeiji?

Izrek. Obstajata Stevili 0< p,q <1, daje e™ <fr=<e™. |

Dokaz. Zgornja meja: Dokaz je v tem primeru bolj natancéna raz-

li¢ica dokaza zadnjega izreka. Iz leme (O KRAJSANJU DOLZIN) sledi,
da za nek x;;;, velja £(x;j;) < %[(x) +1. Za element x;;;, imamo to-
rej najveé ,Br(%é(x) +1) moznosti. Za vse druge elemente mnoZice
{%000,--.,2111}\{xi ;% } pa imamo najvec ﬁr(%é(x) +1) moznosti.” Po sub-
multiplikativnosti rastne funkcije velja

Br (1€(x) + 1) < Br (iz(x) . 1)6.
8 48
Vseh mozZnosti za 8-terico (x000,--.,%111) je torej kve¢emu
8%. Br <1€(x) + 1)6'7+5 .
48
Kot v dokazu zadnjega izreka od tod sledi

1 47
Br(n) < 128-\LmBr(n+M)|gC-ﬁr(&n+C)

"Za x € L namreé velja ¢(x000), ..., £(x111) < %l(x) +1, saj za vsak h € H po prvi lemi v
tem razdelku velja ¢(hg),¢(h1) < %(l(h) +1).

81zbrati moramo element x; ji,, za katerega velja stroZja neenakost glede dolZine. Za to
imamo na voljo 8 moZnosti.
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za neko konstanto C. To neenakost zdaj iteriramo. V naslednjem koraku

Br(n) SC'(C-ﬁr(l (1n+C)+C)47)47

dobimo

48\ 48

1 1 472

=17, (7 +C(1+—)) ,
br{ 2™ 48

po t korakih pa dobimo neenakost

: - 1 11 1\
L QLHTHT 1saT L (7 +C(1+—+—+~--+—)) .
fr(n) Priss” a8 482 sl
Izberimo ¢ = [logsgn|. Tedaj je n/48" < 1, zato iz zadnje neenakosti dobimo

Br(n) <C*" . pr(D)*" =E*"

za neki konstanti D,E. Po izbiri ¢ od tod nazadnje sledi

logn
loggg n+1 A . Tog48
Br(n) <EY _ oAT1ogE-4TIES

nl°g48 47
e ’

torej v izreku lahko vzamemo g =log,g47<1. W
Spodnja meja: Dokaz je v tem primeru kombinacija samopodobnosti

grupe I in zgornjega iterativnega argumenta. Funkcija Br je ekvivalentna
funkeiji frxr. Hkrati za S = {a,b,c,d } velja Brur sxiuixSusxs = ,61%. Torej
obstaja konstanta C > 1, da je

Br(n)%<C-Br(Cn).

To neenakost zdaj iteriramo. V naslednjem koraku dobimo
1 n\2
)z gor(G)

po t korakih pa dobimo neenakost

0> g e (g) 2 (o (@) )

Izberimo ¢ = |logc 7= | za nek dovolj velik m, za katerega je fr(m) > C.
Tedaj je C! < - zato je Br(n/C") > Br(m). Iz zadnje neenakosti tako
dobimo

Br(n) > (Br(m)/C)* =D*

za neko konstanto D > 1. Po izbiri ¢ od tod nazadnje sledi

10g0£71 1, o-logom ,logc 2 log 2
,Br(n)ZD2 m ZteOgD2 n ~ e

’

torej v izreku lahko vzamemo q =logy 2. W |

V zvezi s tem omenimo Se sodoben rezultat (Erschler—Zheng 2020), v
katerem avtorja z opazovanjem roba’ grupe I dokaZeta, da velja celo

nlgglo log,, log Br(n) = po,

log2
log Ao
Odprt problem. Znano je, da Grigoréukova grupa ni kon¢no prezenti-

rana. Ali obstaja konéno prezentirana grupa srednje rasti?

~0.77, kjer je Ao pozitivna ni¢la polinoma X% -X2-2X 4.

kjer je po =

9Poissonov rob grupe G, opremljene z verjetnostno porazdelitvijo y, je mnozica vseh
omejenih p-harmonicnih funkcij na G. Znana je povezava med rastjo grupe in asimptotiko
repa porazdelitve u s konéno entropijo in netrivialnim Poissonovim robom. Obstoj take
porazdelitve y nam torej pove nekaj o rasti grupe G.

93


https://link.springer.com/article/10.1007/s00222-019-00922-0

6.2 Amenabilnost

Amenabilnost je grupno-teoreti¢na lastnost, ki ima veliko ekvivalentnih
definicij in ki povezuje resljive grupe, podeksponentno rast in parado-
ksalne dekompozicije.

Obstoj invariantne mere

Grupa G je amenabilna, ¢e ima netrivialno, konéno, konéno aditivno in
translacijsko invariantno mero. Z drugimi besedami, obstaja funkcija
w:P(G) - Ry z naslednjimi lastnostmi:

* u(G)>0, (netrivialnost)
* YA, BCG: AnB=3 = u(AuB)=u(A)+u(B), (kon¢na aditivnost)
* YAcG VxeG: u(A-x)=p(A). (desna translacijska invarianca)

Kadar taka mera obstaja, jo lahko vselej normaliziramo in zato predposta-
vimo p(G) = 1. Iz desno translacijsko invariantne mere p lahko preprosto
dobimo levo translacijsko invariantno mero v, in sicer v(A) = u(A™1) za
A c@G. Ali lahko dobimo tudi mero, ki je hkrati levo in desno translacijsko
invarianta?

Amenabilne grupe so torej ravno grupe, v katerih lahko na smiseln
nacin izmerimo velikosti vseh podmnozic grupe.

Zgled.

* Naj bo G koné¢na grupa. Za A € G definirajmo u(A) = |A|/|G|. To je
edina mera na G, ki zadoSca vsem pogojem za amenabilnost in je
hkrati normalizirana.

* NajboG=7.Za AcZin neN definirajmo A, =An[-n,n]cZ. Iz-
berimo neglavni ultrafilter & na N. Definirajmo u(A) =limy,|A,|/n.
S tem dobimo mero, ki zadoSc¢a vsem pogojem za amenabilnost. Ta
mera pa je dale¢ od enoli¢ne, saj temelji na izbiri ultrafiltra U/.

* Naj bo G = Fy prosta grupa ranga 2 z generatorjema x,y. Doka-
zimo, da F'9 ni amenabilna. Zavoljo prostislovja predpostavimo, da
je u levo translacijsko invariantna normalizirana mera, ki opazi
amenabilnost Fy. Velja u(F2\{1}) =1.1°

Naj bo X, ¢ Fo mnozica okrajsanih besed s prvo ¢rko x, in naj bo
X_ mnozica okraj$anih besed s prvo ¢rko x~!. Sorodno definiramo
Y, Y_.Veljax- Y, ,x-Y_,x- X, X, in celo

X,={x}ox-Y,0x-Y_0x-X,.
Od tod sledi pu(X ;) =pu(Yy)+u(Y-)+u(X,), zato je u(Yy) =pu(Y-) =

0. Podobno izpeljemo u(X,) = u(X-) =0. Od tod nazadnje sledi
protislovje u(Fg) = 0.

10¢e je namreé u({1}) = p > 1, potem je u({g}) = p za vsak g € Fg po translacijski
invarianci, zato je u(Fg) > ¥z u({g}), kijer vsota tece po poljubni konéni mnozici. To je
protislovno z omejenostjo p(Fg).
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Slika 6.3: Razélenitev netrivialnih besed v Fg

Integral po meri

Na amenabilnih grupah lahko, kot bomo pojasnili, integriramo funkcije s
pomodjo mere L.

Naj bo f:G — R omejena funkcija, se pravia < f(x) <b za vsak x € G.
Razdelimo interval [a,b] na podintervale z izbiro delilnih to¢k a = ag <
a1 <---<ap=>b. Oznactimo to izbiro delilnih tock z A. Naj bo

A ={xeGla;-1<f(x)<a;}.

Velja G=U" | A;.

Funkcijo f lahko stopnic¢asto aproksimiramo s funkcijami, ki so kon-
stantne na vsaki od mnozic A; razclenitve G = UleAi. Za vsako od takih
aproksimacij g:G — [a, b] lahko izraéunamo njeno delno vsoto Zle u(A;)-
g(A;). Za definicijo vrednosti integrala bosta posebej pomembni delni
vsoti

k k
Sa= ZIJ(Ai) -a; In sp= Zu(Ai) “ai_1.
i=1 i=1
Jasno velja a <sp,Sa <bin Sp—sp <max;(a;—a;-1).

Ce je A’ finej$a izbira delilnih to¢k kot A, potem je Spr < Sa in sar > sa.
Ko torej izbiramo vedno bolj fine delitve,'" vrednosti S in sp konvergi-
rata k skupni vrednosti infA Sa = supy sa. To vrednost imenujemo inte-
gral funkcije f po grupi G, ozna¢imo pa kot fG f du ali véasih tudi kot
Ja f(x) du(x).

Zgled. Najbo G konéna grupa, opremljena z mero u(A) = |A|/|G| za A € G.
Naj bo /:G — R funkcija. Tedajje [, f dp=Y eq f(x)-p(x) = ‘%' Yeeaf (%),
to je povpredje f.

1pri tem mislimo, da izbiramo delitve, pri katerih gre max; (a; —a;_1) proti 0. Vsaki
dve delitvi imata seveda skupno pofinitev.
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V posebnem lahko s pomo¢jo integrala povprecimo desno-invariantno
mero, ki opazi amenabilnost grupe, in dobimo obojestransko invarianco.

Trditev. Bodi G amenabilna. Potem ima G mero, ki opazi njeno
amenabilnost in je hkrati levo in desno translacijsko invariantna.

Dokaz. Najbo u desno translacijsko invariantna mera, ki opazi amena-
bilnost G. Definirajmo novo mero v s predpisom v(A) = [, u(x-A) dp(x).
Trdimo, da je v iskana mera. Preverimo le, da je v levo in desno translacij-
sko invariantna. Z uporabo desne invariantnosti mere p izpeljemo, da za
vsak y € G velja

v(y-A)= [ u(xy-A) du()
=ifAleM({x€G|ai—1 <p(x-y-A)<a;t)ai

=inf) p({xeGlaiq<p(x-A)<ai} -y Da;
=inf) p({xeGlai1<p(x-A)<a;})a;
= [ le-4) dp(x) = v(4)

in

v(4-9)= [ px-A-y) dux)= [ u(x-4) du(x) = v(A).

Osnovne lastnosti amenabilnosti

Amenabilnost je zaprta za vse osnovne konstrukcije grup.

Izrek. Podgrupe in kvocienti amenabilnih grup so amenabilni.
Razsiritev amenabilne grupe z amenabilno je amenabilna. Konéne
in abelove grupe so amenabilne.

Dokaz. Zaprtost za podgrupe: Naj bo H < G, kjer je G amenabilna.
Izberimo neko mnozico predstavnikov odsekov H v G, recimo ji R. Naj bo
A c H. Definirajmo ug(A)=p(R-A). Na ta na¢in dobimo Zeleno mero na
H &

Zaprtost za kvociente: Naj bo N < G, kjer je G amenabilna. Naj bo

A CG/N, torej A = {x¢N},. Definirajmo pg/n(A) = p(UgxeN). Na ta
nacin dobimo Zeleno mero na G/N. &

merama v in 0. Naj bo A € G. Definirajmo f4:G/N — R, xN — v(N nxA).
Definirajmo u(A) = /G/N fa do. Na ta naéin dobimo Zeleno mero na G.

Preverimo le levo translacijsko invariantnost. Za y € G velja'?
u(vA)= [ fra(aN) do(aN)
= L/NV(NﬁxyA) do(xN)
= fG/Nv(NﬂxA) do(xN)

- [G " fa(xN) do(xN) = u(A).

2Kot v dokazu prejénje trditve izpeljemo, da je fG/N g(xy) do(x) = fG/N g(x) do(x)
za vsako funkcijo g:G/N - R.
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(-1,-1) |(0,-1)

Slika 6.4: Rob mnozice A = {(0,0),(0,1),(1,0)} c Z2

Koncne in abelove grupe: Konéne grupe so jasno opremljene z ustrezno
mero. Prav tako velja za grupo Z. Od tod in ze dokazanih zaprtosti ame-
nabilnosti sledi, da so kon¢no generirane abelove grupe tudi amenabilne.

Za neskon¢no generirane grupe se moramo malo bolj potruditi.

Naj bo G grupa. Ce je vsaka koncno generirana
podgrupa grupe G amenabilna, potem je tudi G
amenabilna.

O

Iz izreka neposredno sledi, da so resljive grupe amenabilne. Torej je
amenabilnost posplosSitev resljivosti.

Zgled. Heisenbergova grupa in svetilkarjeva grupa sta amenabilni.

Fglnerjeva zaporedja

Naj bo G =(S). Za mnozico A € G definiramo njen rob kot

0A={xeG| miilds(x,a) =1}.
ac

Zgled. V grupi Z?=((0,1),(1,0)) naj bo A = {(0,0),(0,1),(1,0)}. Rob te
mnozice je A = {(-1,0),(-1,1),(0,2),(1,1),(2,0),(1,-1),(0,-1)}.
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Recemo, da grupa G zadosca Fglnerjevemu pogoju, Ce obstaja zaporedje
{X,}2, konénih podmnozic grupe G z lastnostjo lim, e [0X,|/| X | = 0.
Zgled. Opazujmo grupo Z2. Naj bo X, = {(x,y) € 22| |x|,|y| < n}. Velja
0X,|=4(2n+1) in |X,| = (2n+1)2, zato je lim, o0 |0X,|/|X,| = 0. Grupa
72 torej ima Fylnerjevo zaporednje.

Izrek. Kon¢no generirana grupa zadosca Fglnerjevemu pogoju, ce
in samo Ce je amenabilna.

Dokaz. Dokazali bomo le implikacijo iz leve v desno. Za dokaz obra-
tne implikacije bi potrebovali kar nekaj funkcionalne analize, zato ga
izpustimo.

Naj bo X,, Folnerjevo zaporedje v G. Amenabilnost dokazemo kot v
zgledu grupe Z. Izberimo neglavni ultrafilter I/ na N. Za A ¢ G naj bo
A, =AnX,. Definirajmo pu(A) =limy|A,|/|Xn|. To je Zelena mera na
G. Preverimo le desno translacijsko invarianco z elementom s € S. Velja
|AsnX,|=|AnX,s Y in AnX,s1cA,udX,, od koder sledi

AsnX| _ |Ad| | 0%l
Xnl " 1Xnl 1Xal

V limiti je zato u(As) < u(A)+0. Od tod zdaj izpeljemo Se drugo neenakost
p(A) =pu(Ass™1) < u(As). S tem je res pu(As) = u(A). O

Zabelezimo pomembno posledico, ki natanc¢neje poveze koncept rasti z
amenabilnostjo.

\ Posledica. Grupe podeksponentne rasti so amenabilne. \

Dokaz. Opazujmo mnozice X, =Bg s(n). Velja |X,|=fg.s(n) in |0X,|=
Ba.s(n+1)—-Pas(n). Ker je G podeksponentne rasti, velja

+1
1= lim fgg(n)" > 15 limintPS (1D
n—oco oo fgs(n)

zato je liminf, ., [0X,|/|X,|=1-1=0. Torej ima {X, },cn Folnerjevo
podzaporedje. |

Zgled. Grigorcukova grupa I in svetilkarjeva grupa L sta amenabilni.
Iz njiju lahko sestavimo Se posebej zanimivo grupo (@;crZ/2Z) x T,
ki ni redljiva (ima neresljivi kvocient I''"), je eksponentne rasti (premi-
slimo podobno kot za grupo L) in je amenabilna (razsiritev amenabilne z
amenabilno).

13Rob mnozic X n je torej v limiti relativno gledano zanemarljiv. Taka grupa je torej
pocasne rasti. Ortogonalno definiciji Fglnerjevega pogoja so grupe G, za katere velja
infy |0X|/|X| >0, kjer X pretece vse konéne podmnoZice grupe G. Take grupe so ekspan-
zivne in so eksponentne rasti.

14(3e acA ﬂan_l ni v 0X5, potem je a € X5, zato je a € Ap.

5Konvergenéni radij vrste 3, Ba,s(n)x" je enak 1.

16, grupo oznaéimo krajSe kot Z/2Z:T in jo imenujemo venéni produkt grup Z/2Z in T,
anglesko wreath product.

17Grigoréukova grupa je konéno generirana in srednje rasti, zato po dihotomiji med
eksponentno in polinomsko rastjo resljivih grup ni resljiva.
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amenabilne resljive

podeksponentne rasti
eksponentne rasti

Slika 6.5: Diagram amenabilnosti, resljivosti in podeksponentne rasti

Paradoksalne dekompozicije

Grupa G je paradoksalna, ¢e obstajajo mnozice A4,...,A,,B1,...,Bn G
in elementi x1,...,%,,¥1,...,Ym € G z lastnostjo

n m n m
G=®Ai®®3j, G=@x,~Ai=EBijj.
i=1 j=1 i=1 j=1

Zgled. Trdimo, da je prosta grupa Fy paradoksalna. Za to le malo
popravimo mnozice, ki so opazile, da Fy ni amenabilna. Naj bo X, € Fo
mnozica okraj$anih besed s prvo ¢rko x, in naj bo X_ mnozica okraj$anih
besed s prvo érko x~ 1. Naj bo Y, mnoZica okrajsanih besed s prvo érko y
skupaj z nepozitivnimi potencami y. Naj bo Y_ = Fo\ (X, uX_uY,). Velja
x1-X,®X_=Fyin y*1 ‘Y, ®Y_=F,. Torej je Fy res paradoksalna.

Paradoksalne grupe torej obstajajo in v njih ni ni¢ protislovnega. Te-
zave se pojavijo, ¢e Zelimo meriti velikosti mnoZzic v paradoksalni dekom-
poziciji.

Izrek. (Tarski 1949) Grupa je paradoksalna, ¢e in samo ce ni
amenabilna.

Dokaz. Dokazali bomo le implikacijo iz leve v desno, ki pojasni, da so
paradoksalne grupe res protislovne v primeru, ko lahko merimo velikosti
podmnoZico z neko mero.

Naj bo G paradoksalna grupa, torej

n m
G:@Ai@@Bj, G:G—)xiAi :C—Bijj.
i=1 j=1 j
Predpostavimo, da je G amenabilna z normalizirano mero u. Velja
n m
1=p(G) =) u(Ai)+ ) u(Bj)
i=1 j=1
in hkrati

1:u<G>:iu<xiAi>:iu<Ai>, 1=u(G)=§:lu(y./Bj)=§:1u(Bj),
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od koder izpeljemo protislovje 1=1+1. O

Delovanja paradoksalnih grup vodijo v paradoksalne dekompozicije
mnozic. Naj grupa G deluje na mnozici X. Podmnozica Y € X je G-
paradoksalna, ¢e obstajajo mnozice Aq,...,A,,B1,...,B,» €Y in elementi
X1y.es%Xn,¥1,---,¥Ym € G z lastnostjo

n m n m
Y=@Ai@EBBj, Y=@xi.Ai=EByj.Bj.
i=1 Jj=1 i=1 Jj=1

Trditev. Naj paradoksalna grupa G deluje prosto na mnozici X.
Mnozica X je tedaj G-paradoksalna.

Dokaz. Naj bo G paradoksalna grupa, torej

n
G-= @Ai ® EBB./’ G-= @xiAi = @y‘ij.
i=1 j=1 i=1 j=1
Izberimo en element iz vsake orbite delovanja G na X, vsi ti predstavniki
naj tvorijo mnozico R. Tedaj zaradi prostosti delovanja velja

n m n m
X= @ALR @@BJ.R = @xiAi.R = @ijj.R,
i=1 j=1 i=1 j=1

torej je X res G-paradoksalna. O

Zgled. (Hausdorffov paradoks)'® Opazujmo delovanje grupe SO(3) na
prostoru R? z obi¢ajnim mnozenjem matrik z vektorji. Na ta naéin dobimo
inducirano delovanje SO(3) na sferi S2.

Grupa SO(3) vsebuje prosto grupo Fa: z uporabo izreka (PINGPONG)
ni tezko dokazati (— vaje), da je

3 4 09\ (10 0
a=(|% ¥ ol o ¢ —t]|)2F
"~ 5 5 ’ 235:2'
o o1/ \o § 2

Grupa G je torej paradoksalna. Opazujmo njeno delovanje na S2. To ni
prosto delovanje, saj je vsak element 1+ g € SO(3) rotacija in ima natanko
dve fiksni to¢ki na S2. Naj bo

D= |J (S?)%cs?
geG\{1}

Ker je G konc¢no generirana grupa, je Stevna, zato je tudi D Stevna mnozica.
Grupa G deluje na S 2\D.19 To delovanje je prosto. Iz zadnje trditve zato
sledi, da je S 2\D paradoksalna glede na delovanje G.

0d tod izpeljemo, da ne obstaja stevno aditivna funkcija una P(S?), za
katero je u(S?)=11in u(g-A) =u(A) za vsaka A c S%,geS0(3).2° Vsem
podmnozicam sfere S? torej ne moremo na smiseln naéin prirediti njihove
velikosti oziroma mere. Ta rezultat predstavlja zacetno tocko teorije mere.

18Hausdorffov paradoks je soroden bolj znanemu paradoksu (Banach-Tarski 1924).

e je namreé x € Sz\D in g € G z lastnostjo g.x € D, potem obstaja h € G, da je
h.g.x=g.x,zatoje x € (Sz)gilhg, torej je x € D. Protislovje.

207a tako funkcijo bi namreé¢ zaradi translacijske invariance nujno veljalo p(d) =0
za vsak d € D, torej po Stevni aditivnosti velja pu(D) = 0 in zato taka funkcija inducira
normalizirano funkcijo na Sz\D, ki kot v dokazu izreka (Tarski 1949) vodi v protislovje.
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Poglavje 7

Eksponentna rast

V tem poglavju bomo preleteli nekaj znanih rezultatov glede enakomerno-
sti eksponentne rasti. Podali bomo tudi primer grupe eksponentne rasti,
ki ni enakomerno eksponentne rasti.

7.1 Enakomerno eksponentna rast

Spomnimo se, za da grupo G = (S) eksponentnost rasti merimo z

w5(G)= lim {ffos(n) in Q(G)=__ il 0s(@).

’

Vemo Ze, da za prosto grupo Fy velja Q(F3) > 3, torej je ta grupa ena-
komerno eksponentne rasti. V tem razdelku si bomo pogledali, da so v
dolocenih naravnih druzinah grup vse grupe eksponentne rasti avtoma-
ticno tudi enakomerno eksponentne rasti.

Resljive grupe

Izrek. (Osin 2003) Resljiva grupa eksponentne rasti je enako-
merno eksponentne rasti.

Dokaz je sicer elementaren, a zahteven. Mi si bomo tu pogledali
le en znatilen primer izreka,' ki je v resnici zelo pomembna sestavina
Osinovega dokaza.

Zgled. Opazujmo resljivo grupo G = z¢ %y Z, kjer je
¢:Z - Aut(Z?) = GLg(Z), 1~ AeGLy(Z).

Predpostavimo, da je det(A) = +1 in da je karakteristi¢ni polinom matrike
A nerazcepen. Naj bo Spec(A) mnozica lastnih vrednosti matrike A2
Oznacimo

A =max{|A|| A €Spec(A)}.

Ker je po predpostavki o determinanti produkt vseh absolutnih vrednosti
lastnih vrednosti matrike A enak 1, je A > 1. Predpostavimo, da je A > 1.3
Trdimo, da tedaj velja neenakost

Q(G)zzm.

IPoseben primer tega primera smo Ze videli v razdelku o policikliénih grupah.
2Vse lastne vrednosti so med sabo razlicne, ker je karakteristi¢ni polinom enostaven.
3¢e je A =1, potem ni tezko premisliti, da je A nujno konénega reda.
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Torej ima grupa G enakomerno eksponentno rast in spodnja meja je
odvisna le od A.

K dokazu neenakosti pristopimo kot v posebnem primeru A = (% % ,
ki smo ga Ze obravnavali. Naj bo G = (S) za poljubno konéno mnozico S.
Izberimo s € S z lastnostjo m := 7(s) > 0, kjer je 7:G — G/Z? = Z naravna
projekcija. Izberimo e ¢ € S z lastnostjo u := [s,t] € Z¢\{0} € G. Velja tore;

us 1=A"(u)ez®*
Naj bo N = |log, 2]. Oglejmo si elemente grupe G oblike

n .
gé‘o,...,en — ZAJNm(uEJ') c Zd SG
J=0

zan>1ine; €{0,1}. Za fiksno vrednost n so vsi ti elementi razliéni med
sabo.” Torej je Stevilo opazovanih elementov enako 2"*!. Hkrati lahko
vsak tak element zapiSemo v multiplikativni obliki

Zeoc _HSJN €ig _ueosNuelsN N ufrs™ nN.

Velja torej
ls(8eo..cn) < (n+1)-ls(u)+2nN <n(2N +4) +4.

S tem je Bg.s(n(2N +4)+4) > 2", Uvedimo x = n(2N +4) +4, s tem velja

\/Ba S(x) >2 2N+4+1)’

torej v limiti n — oo dobimo

1 1
(US(G) > Q2N+4 > Q2logg Atd

Linearne grupe

V linearnih grupah imamo na voljo Titsovo alternativo, ki pove, da je
linearna grupa G bodisi virtualno resljiva bodisi vsebuje prosto grupo.
Ce linearna grupa vsebuje prosto grupo, je eksponentne rasti. Z na-
tanéno analizo dokaza Titsove alternative je Breuillard izpeljal enako-
merno razli¢ico alternative, ki nam pove, da prosto podgrupo vselej naj-
demo v omejenem Stevilu korakov v odvisnosti od dimenzije matrik.

Izrek. (Breuillard 2008) (ENAKOMERNA TITSOVA ALTERNATIVA)
Za vsak d €N obstaja N =N(d) €N, da velja naslednje. Za vsako
polje K in vsako konéno mnozico S € GLy(K) z lastnostjo 1€ S =
S~1 velja:
* bodisi je (S) virtualno resljiva
* bodisi mnozica SV =B (s),s (V) vsebuje elementa, ki generi-
rata prosto grupo F.

4y posebnem primeru smo imeli u =eq € z2.
5Kot v dokazu rasti Osinove grupe definiramo linearno formo Lc? 5Cz lastnostjo,

da za vsak v e C2 velja LAv = A-Luv, kjer je A € Spec(A) z lastnostjo [A| = A. To formo
uporabimo na elementih ge,

.....
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Dokaz je precej zahteven in poleg teorije normiranih polj uporabi
orodja iz logike, diofantske geometrije in algebrai¢nih grup. V celoti ga
bomo izpustili. Bomo pa pokazali, kako lahko z njegovo uporabo hitro izpe-
ljemo, da so linearne grupe, ki niso virtualno resljive, nujno enakomerno
eksponentne rasti, ki je odvisna le od dimenzij matrik.

Posledica. Za vsak d €N obstaja € =¢(d) >0, da velja naslednje.
Za vsako polje K in vsako konéno generirano linearno grupo G <
GL4(K), ki ni virtualno resljiva, velja Q(G) > 1+e.

Dokaz. Najbo G =(S). Izrek (ENAKOMERNA TITSOVA ALTERNATIVA)
zagotovi N = N(d), za katerega obstajata a,b € SV, da je (a,b) = Fy. Torej

je
ws(G) = lim {/fa.s(n) = lim "\/Ba,s(nN)

Ker je g sv(n) = fa,s(nN), je zadnja limita enaka

nh—>120 ’“}7/ IBG,SN(n) = A\y/ CUSz\"(G > ‘\N/ w{a,b}(G > %> 1+e.

|

Iz tega rezultata lahko s projekcijo potisnemo eksponentno rast krogel
iz neskonénih linearnih grup v konéne grupe.
Zgled. Opazujmo grupo SLg(Z). Izberimo neko njeno generirajo¢o
mnoZico z dvema elementoma, torej (a,b) = SLy(Z).5 Velja WSL,y(7),{a,b} 2
1+e€, kjer je € > 0 univerzalna konstanta iz zadnje posledice. Za vsak n e N
velja torej

€\
BsLu(2).fany () 2 e+ (1+ 5)

za neko konstanto ¢, ki je lahko odvisna od izbire generirajo¢e mnozice.

Naj bo w € Bgr,,(7),{a,p} (7). Element w reduciramo po modulu p za
neko prastevilo p s preslikavo 7:SLg(Z) — SLo(Z/pZ). Naj bo A najvedja
absolutna vrednost vnosov matrik a,b,a™!,b71 € SLy(Z). Tedaj je najvedja
absolutna vrednost vnosov matrike w kveéjemu 27 1A".7 Ce je torej
onlAn < %, potem redukcija 7 inducira injektivno preslikavo

Bs1,(2),{a,p} (M) = BSLy(2/p7) {n(a)x(b)} (1)-

Za neko konstanto ¢, odvisno od generirajo¢e mnoZice, torej za vsak n <
c-logp velja
e\n
BSLy(2/p2) {n(a).a(b)} (M) 2 € (1 + 5) ,

od koder sledi

BSLa(z/p2) (n(a) ()} (¢-logp) > - p B2 5 ¢ |1y (Z/pZ)|

za neko konstanto ¢’, odvisno od generirajoée mnozice, a neodvisno od p.
V zelo malem Stevilu korakov, primerljivem z log|SLg(Z/pZ)| ~logp, torej
z generatorjema 7(a),7(b) pokrijemo ogromen del grupe SLe(Z/pZ).

6yzamemo lahko na primer a = (% %), b= ( % ({)

Iz definicije mnoZenja matrik sledi, da je najveéja absolutna vrednost vnosov matrike
ab je kve¢jemu A%+ A%= 2A2, matrike aba kve¢jemu 24%2.A+24% A= 4A3, ...
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Na podlagi teh idej je z orodji iz nekomutativne aditivne kombinatorike
(Helfgott 2008) dokazal, da za vsako generirajo¢o mnozico H grupe SLg(Z)
obstaja konstanta C >0, da za vsako prastevilo p velja

B, (z/pz) (1) (Clogp) =SLa(Z/pZ).

V le parih korakih, primerljivih z log|SLg(Z/pZ)|, lahko torej pokrijemo
celotno grupo SLo(Z/pZ). Ta rezultat je bil kasneje ustrezno posploSen na
druge generirajote mnozice grup SLy, (F;) in je vodil v velik razvoj Studija
rasti v konénih grupah.

Kako je pa z rastjo linearne grupe, ki je virtualno resljiva? Ce je vir-
tualno resljiva grupa G eksponentne rasti, potem je tudi njena resljiva
podgrupa H eksponentne rasti, zato je po prej$njem razdelku H enako-
merno eksponentne rasti, torej” je tudi grupa G enakomerno eksponentne
rasti. Ni pa jasno, ¢e lahko tudi za virtualno resljive linearne grupe ek-
sponentne rasti najdemo spodnjo mejo za njihovo enakomerno rast, ki je
odvisna le od dimenzij matrik. Domnevno naj bi to bilo res.

Odprt problem. (BREUILLARDOVA DOMNEVA) Za vsak d € N obstaja
¢ =e(d) >0, da velja naslednje. Za vsako kon¢no generirano linearno
grupo G < GL4(C), ki ni virtualno nilpotentna, velja Q(G) > 1 +e.

V zvezi s tem omenimo Se sodoben rezultat (Breuillard—Varju 2020),
kjer avtorja dokazeta, da je zgornja domneva v primeru G < GLy(Q)
ekvivalentna znani domnevi (Lehmer 1933) iz teorije Stevil. Obe domnevi
sta Se vedno odprti.

7.2 Bartholdijeva grupa

Ce izstopimo iz sveta regljivih in linearnih grup, lahko najdemo grupe
neenakomerno eksponentne rasti. Tukaj si bomo ogledali en primer take
grupe. Prvi primer je konstuiral (Wilson 2004), mi pa si bomo ogledali
poenostavljeno’ razlidico tega, ki jo je odkril (Bartholdi 2003).

Konstrukcija

Naj bo A = GL3(Z/2Z), grupa 3 x 3 matrik nad konénim poljem Z/27Z.
Grupa A naravno deluje na nenicelnih vektorjih v prostoru (Z/22)3, ki
jih ozna¢imo na naslednji nacin:

1 0 1 0 1 0 1
1=|o|, 2=[1], 8=|1]|, 4=|o]|, 5=|0]|, 6=|1|, 7=|1
0 0 0 1 1 1 1

Te vektorje lahko uredimo v Fanovo ravnino, kjer enakoleZnost vektorjev
na neki premici v tej ravnini pomeni, da so ti vektorji linearno odvisni.
Delovanje grupe A ohranja premice v tej ravnini.

Opazujmo naslednje elemente grupe A:

x=(15)(87), y=(23)(67), z=(46)(57).

8Spomnimo se, da za H <G, |G : H| < oo, velja implikacija Q(H) > 1= Q(G) > 1.
9Kot bomo videli, je poenostavljena razli¢ica sicer elementarna, vsekakor pa ni prepro-
sta.
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Slika 7.1: Fanova ravnina z delovanji elementov x,y,z€ A

Ni tezko preveriti, da je A = (x,v,z).""
Najbo P ={1,2,...,7} = (2/22)3\{0}. Naj bo P* mnozica vseh konénih
zaporedij tock iz P. Grupa A deluje z desne na P* na naslednja dva naéina:

* 1. nadin: Najbo a € A. Definirajmo (p1p2---pn).a = (p1.a)pa—--pn."’

* 2. nacin: Najbo a € A. Definirajmo (p1p2PmPm+1-"'Pn)-a kot

{Pl'--pm(pm+1-a)pm+z---pn; p1="=pm-1=1, pm =2

D1 DPn; sicer.

Naj bo A kopija grupe A. Naj A deluje na P* na 1. naéin, A pa na 2. naéin.
Imamo torej vloZitvi ¢1: A - Sym(P*) in ¢g:A - Sym(P*). Bartholdijeva
grupa je W = (im¢1,im¢@g) < Sym(P*).

Izrek. Grupa W je eksponentne rasti, ni pa enakomerno ekspo-
nentne rasti.

Predstavili bomo le glavne poteze dokaza. Kot pri Grigoréukovi grupi
dokaz sloni na samopodobnosti grupe W, a na nekoliko drugacen nacin.

Samopodobnost

Naj bo G poljubna grupa. Opazujmo mnoZico preslikav P — G, ki jo lahko
identificiramo z G’. Ker A deluje na P, dobimo inducirano delovanje A na
G z desne. Torej lahko tvorimo semidirektni produkt G x A, ki ga krajse
oznacimo z G:A. Elemente tega semidirektnega produkta zaradi lazje
preglednosti piSemo kot [g1,...,g7]la za g; €G,a € A.

Kadar grupa G ni ¢isto poljubna, temve¢ celo deluje na P*, dobimo
inducirano delovanje grupe G:A na P* na naslednji naéin:

(p1p2--pn)lg1,...,871a = (p1.a) ((P2P3""Pn)-&p1) -

V tem smislu lahko vidimo grupo G : A kot podgrupo Sym(P*).

1074 poljubno matriko a € A lahko najdemo besedo w v x,y, 2, da bo veljalo w-a.1=1. Po
tem lahko najdemo e besedo w’, da bo veljalo w’-w-a.1=1in v’ -w-a.2 = 2. Nazadnje
lahko najdemo $e besedo w'’, da w”’-w’ -w -« fiksira vse tocke. Torej je a = (w"~w' . w)_l.

HElement a torej deluje na zaporedju tako, da deluje le na prvi tocki.
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Vzemimo zdaj G = W. Torej je W2 A < Sym(P*), hkrati pa je W <
Sym(P*) prek delovanj ¢1,¢s.
Zgled. Za a <€A velja

P1Pn; p1+1,2
(p1p2---pn)la,a,1,1,1,1,11=4 p1(p2.a)ps--pn; pP1=2
p1(p2-pna);  p1=1

Torej element [a,a,1,1,1,1,1] deluje kot @ na P*. Znotraj grupe Sym(P*)
lahko torej identificiramo a =[a,a,1,1,1,1,1].

Trditev. Identifikaciji W in W: A kot podgrupi Sym(P*) induci-
rata izomorfizem W=W:A.

Dokaz. Obravnavajmo W in W:A kot podgrupi Sym(P*). Iz zadnjega
zgleda je razvidno, da velja 1 (A),p2(A) <W:A, zato je W < W:A. Doka-
zati moramo Se obratno vsebovanost.

Izberimo poljubna a,b € A. Tedaj je [a,b7] € (A,A) =W. Velja

- T -1 -17-1. - -1f
(p1p2--pn).[a,67]=(p1pn).a -y b y-a-y by.
Zadnji element je enak
1-12(pm+1.a V) pmes 0y 10 yay tby; pr=-=pm-1=1, pp =2
(p1pn).y b7 y-a -y by; sicer,

kar se poenostavi do

1--12(pm+1.[a,0])Pmr2Pn; P1="=Pm-1=1, pm=2, m>1
2p2p3--Pn; p1=2
P11 DPn; sicer.

Torej je [[a@,b],1,1,1,1,1,11 = [a,b”] € W. Ni tezko preveriti, da velja A =
[A,A], zato od tod izpeljemo [A,1,1,1,1,1,1]1 <W. Podobno z opazovanjem
elementa [a@,b*] dobimo vsebovanost [1,A,1,1,1,1,11<W.

Naj bo £ € A in ozna¢imo p =t.1 € P. Tedaj je

(pp2'”pn)'t_1[d7171’1,1,171:”’ = 1(p2pnd)t :p(pZPnd)a

torej je t1a,1,1,1,1,1,11¢=11,...,1,a,1,...,11, kjer v zadnjem elementu
a stoji na poziciji p.

S konjugiranjem z ustreznim elementom A torej izpeljemo, da W vse-
buje[1,...,1,A,1,...,11in[1,...,1,A,1,...,1], od koder sledi, da W vsebuje
celo [W,W,...,W]. Ker seveda W vsebuje tudi A, nazadnje izpeljemo Ze-
leno vsebovanost [W,W,... WIxA=W:A<W. O

Generatorji

Nastejmo par lastnosti glede generatorjev Bartholdijeve grupe.'” Prva
lastnost je ta, da je Bartholdijeva grupa generirana s tremi elementi reda
2, ki jih dobimo iz generatorjev x,y,z grupe A. Naslednja lastnost pa nam
pove, da lahko iz generatorjev poljubne grupe G dobimo generatorje grupe
G:A.

12Preverjanje teh lastnosti je tehni¢no zahtevno, a konceptualno podobno premisleku
WxW:A, zato dokaze izpustimo.
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Trditev.

1. Grupa W je generirana z naslednjimi tremi elementi reda 2:

a=[1,%,1,x,1,1,1]x,
b=[y71’1’.)_,71’1’1]y7
c=1z,2,1,1,1,1,1]z=.

2. Ce je grupa G generirana z elementi a,b,c reda 2 in G =
[G,G], potem je grupa G: A generirana z naslednjimi tremi
elementi reda 2:

a'=11,1,1,a,1,1,11x,
b’ =1b,1,1,1,1,1,11y,
¢ =11,¢,1,1,1,1,11z.

Rast

Preverimo najprej, da je Bartholdijeva grupa eksponentne rasti.

‘ Trditev. W je eksponentne rasti. ‘

Ideja dokaza. Trdimo, da grupa W vsebuje prosti monoid na dveh
generatorjih. Izberimo u,v € A, u # v, zlastnostjo L.u =1.v=2,2.u =2.v=1.
Naj bo a =t@u in b =vv. Tedaj a in b generirata prosti monoid, saj nobena
netrivialna beseda v a,b ne deluje trivialno na P*. Dokaz tega dejstva
izpustimo. |

Zdaj bi radi premislili Se, da W ni enakomerno eksponentne rasti. Iz
prejSnjega razdelka lahko iterativno dobimo tri generatorje grupe (((W?
A):A)---)2A, ki je zaradi samopodobnosti izomorfna grupi W. Pri tem
postopku se stopnja rasti glede na dobljene generatorje hitro manjsa.

Trditev. Naj grupa G deluje na P. Predpostavimo, da je G
generirana z elementi a,b,c reda 2. Naj bo S = {a,b,c} in naj bo
S"={a’,b’,c'} iz druge trditve prej$njega razdelka. Tedaj velja

307"
(G:A)< inf Gl‘",—}.
(@) oy s @

Ideja dokaza. Naj bo w beseda s érkami v S’. Predstavimo jo v obliki
[wi,...,w7]o za neke besede w; s érkami v S in o € Sym(P). Podobno kot
pri Grigorcukovi grupi zdaj analiziramo, kaks$ne so dolZine besed w; v
odvisnosti od strukture w in kaksna krajsanja se zgodijo v vsaki od besed
wj. O
Nazadnje lahko izpeljemo, da Bartholdijeva grupa ni enakomerno
eksponentne rasti.
Dokaz Q(W)=1. Najbo Sy ={a,b,c} generirajoéa mnozica grupe W
iz prve trditve prejsnjega razdelka. Ker so vsi elementi Sg reda 2, je
Bw.s,(n) <3-2"71 zato je wg, (W) < 2.
Najbo S;;1=S Z za i > 0, kjer uporabljamo drugo lastnost iz trditve v
zadnjem razdelku. Velja

(So)=W, (S1)=WrA=W, (S2)=(W:ARRA=W:A2W,...
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Po ustrezni identifikaciji v Sym(P*) lahko torej mnozice S; vidimo kot
generirajoce mnozice grupe W.
Naj bo Ag=2. Za i >0 naj bo n; € (0, %) enoliéna resitev enacbe

30" Calem
ny (1=ny)tm
1-n;

velja 0 <n;41 <n;, zato obstaja lilmita n=1im;_ . n; > 0. Podobno za vsak i
velja 1 < A; 11 < A;, zato obstaja limita A =1lim; ., A; > 1.

Iz definicije n; in A; sledi enakost A = A, kar implicira A =1 ali
1 =0. V slednjem primeru sledi A =1, torej v obeh primerih sklepamo
A =1. Hkrati po zadnji trditvi za vsak i velja neenakost wg, (W) <A;. Od

tod sledi Q(W) <lim;_, o wg, (W) = 1. Dokaz je zakljucen. O

Za tem definirajmo Se A;;1 = A > 1. Ni tezko preveriti, da za vsak i
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