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1. Masna tocka z maso m se giblje po gladki
vijacnici, ki se enakomerno vrti okrog svoje osi.
Na tocko deluje sila teze, ki je pravokotna na os
vijacnice, glej sliko.

(a) Zapisi enacbe gibanja v RKS, ki se vrti
hkrati z vijac¢nico. Nasvet: uporabi cilin-
dri¢ni koordinatni sistem

(b) Poiséi ravnovesne polozaje.

(¢) Za gibanje v okolici stabilne ravnovesne lege
poisci harmonicno aproksimacijo periode gi-
banja.

Resitev

(a) Postavimo inercialni KS tako da je os vija¢nice v smeri osi z, navpi¢nica pa v smeri osi
x. Bazne vektorje RKS ozna¢imo z €; tako, da je €3 v smeri osi z. RKS se enakomerno
vrti okrog osi vija¢nice. Pripadajoc¢i vektor hitrosti je potem & = wes. V relativni bazi
velja

7= coswté] — sinwtés. (1)

Vijacnico zapiSemo v polarnem koordinatnem sistemu (r, 8, z) z baznimi vektorji €., €y
in €3. Polozaj tocke na vijacnici je potem dan z

5: RE, + Rtan a 0¢s. (2)

Tu je R polmer vijacnice, « pa njen naklonski kot. Na tocko na vijacnici deluje sila
teze F = —mg? in sila vezi S. Ker je vijacnica gladka, je S pravokotna na tangento na
vija¢nico. Nadalje je vektor relativne hitrosti ¥/y¢; = H(Reg + Rtana€s), ki je v smeri
tangente. Potem za silo vezi S = S,& + Spép + S3€3 velja

0=25" 7. = RO(Sy + S3 tan ) (3)
Newtonova enacba v RKS se glasi
M =F + 5 —ma@ x (& x {) — 2m@ X Ty (4)

Tu smo upostevali, da imata AKS in RKS skupno izhodis¢e in da se RKS enakomerno
vrti. Izracunajmo posebej

X (@ x¢) = —Rw?& in & X Ty = —RwhE,.
Upostevajmo Se, da je

Tret = —RO%€, + RHEy + Rtan o bes.



Ena¢be bomo po komponentah zapisali v polarnem KS. V ta namen upostevajmo (1)
in izracunajmo

F.& = —mgcos(wt+0) in F-é& =mgsin(wt+ 6). (5)

Pomnozimo (4) s polarnimi baznimi vektorji. Tako dobimo enacbe

—mR§?
mRO = mgsin(wt + ) + S,
mRtanaf = Ss. (6)

—mg cos(wt + 0) + mRw? + 2mRwl + S,.,

(b) Iz (3) sledi, da je Sp = —tanaSs. Upostevajmo to v drugi in tretji encbi v (6). Tako

dobimo R
M = mg sin(wt + 0). (7)

cos? a
Stacionarna resitev enacbe je 6 = —wt 4+ km. V AKS tem resitvam ustrezajo ravnovesni
polozaji, ki so natanko tocke na vija¢nici z = koordinato enako +R.
(c) Stabilni ravnovesni polozaji so spodnji polozaji, torej ko je k liho celo Stevilo. Oglejmo
si majhno nihanje v okolici ravnovesne lege 6y = —wt + 7. Zapisimo 6 = 6y + ¢. Potem
iz (7) sledi

o2 agb + mygsin(p) = 0. (8)

Dobili smo modificirano ena¢bo matemati¢nega nihala. Pri harmoni¢ni aproksimaciji
sin ¢ = ¢ dobimo enacbo harmoni¢nega gibanja

R
D =0. 9
o2 g P Ty 9)
Pripadajoca perioda gibanja je
2
r- 2 B (10)
cosa\l g

2. Veternica, sestavljena iz dveh enakih krogov s pol-
merom 7 in maso m je vrtljiva okrog pokonéne osi,
glej skico. V zacetnem trenutku veternica miruje,
v njo pa centralno prileti z brzino vy, natanko v
sredisce desnega kroga masna tocka z maso M.

(a) Po trku se tocka spoji s krogom. Doloéi
kotno hitrost veternice po trku.

(b) Veternica se zavrti, na njo pa deluje linearen
upor zraka. Za primer M =m/4 in d = 2r
izracunaj v kolik§nem ¢asu se zacetna kotna 2d
hitrost zmanjsa na polovi¢no vrednost.

Resitev



(a)

Zacetno kotno hitrost dobimo iz zakona o ohranitvi vrtilne koli¢ine. Vrtilna koli¢ina
tocke je enaka Ly = Mdvy. Oznacimo z J vztrajnostni tenzor vetrnice s tocko. Potem
je po zakonu o ohranitvi vrtilne koli¢ine Jwy = Lg. Od tod

Md’Uo

wop = 7 . (11)

Izrac¢unati moramo Se J. Vztrajnostni moment kroga okrog osi v ravnini kroga, ki gre
skozi sredisce kroga je Jy = imrz. Po Steinerjevem izreku je vztrajnostni moment glede
na os veternice enaka Jy + md? in tako

19
J =2(Jo +md?) + Md* = ?mr2. (12)

Vstavimo (12) v (11). Tako dobimo

Vo

w0 = g,

Vrtenje vetrnice doloca enacba Jw = N, kjer je N komponenta navora sile upora zraka
okrog osi vetrnice. Izracunajmo N. Velja

]\7:2/d1\7:2/77xdf,
A A

kjer je A krog vetrnice. Postavimo polarni KS (p, ) v sredisce kroga z osjo J' v smeri
osi vetrnice. Potem je

7 =di+ pé.(0) = (d+ pcosd) T+ psinf J

in
df = pok dA = p(d + pcos 0)wk dA.

Tu smo z p > 0 zapisali koeficient upora. Tako je
dN = (pw(d + pcos 0)7— pw(d + pcos H)Qj) dA.
Po integraciji po krogu dobimo
N = fuwwrz(%rz +2d*)7 = fg,uwm*ljﬁ (13)

Zdruzimo (12) in (13) v enacbi J& = N. Dobimo

17 prr? 17 prrr?
19m 19m (14)
Resitev enacbe pri zacetnem pogoju w(t = 0) = wq je
w=wye k. (15)

Zacetna kotna hitrost se zmanjSa na polovico v casu

log 2

k

) Za homogeno polkroglo izra¢unaj vztrajnostni tenzor s polom v masnem srediscu.

Za kotaljenje polkrogle po ravni podlagi zapisi gibalne enacbe in dolo¢i frekvenco majh-
nega nihanja okoli ravnovesne lege. Tu predpostavi, da je gibanje polkrogle ravninsko.



(¢) Naredi enako kot pri predhodni tocki za kotaljenje polkrogle v okrogli kotanji.

Resitev

(a) Postavimo KS s sredis¢em v osnovni ploskvi polkrogle in usmerimo oz z v smer telesa.

Zaradi rotacijske simetrije je vztrajnostni tenzor v tem KS diagonalen. Izracunajmo

momente
Km:/ % dm, Ky:/dem, Kz:/ 22 dm.
B B B

Ocitno je K, = K,. Oznac¢imo z p gostoto, z R pa polmer polkrogle. Potem je

R 27 w/2 5 /2 20R?
Kz:p/ 7"2d7"/ dcp/ sin9d9r2coszgasin20:pR—7r/ sin® 0 df = PR T
0 0 0 5 0 15

Upostevajmo, da je m = % pR3m. Tako smo dobili

1
Ky:KQZEmR?

Izrac¢unajmo Se K.

R 2 /2 2R5 /2 9 R5
KZ:p/ r2dr/ dap/ Sin@d@?‘QCOSQ@:pTﬂ'/ cos?fsinfdf = LT
0 0 0 0

15
Potem 1
K, = 5mR2
in 5
i:ngQ.

V nadaljevanju naloge potrebujemo vztrajnostni moment skozi masno sredisc¢e polkrogle
okrog osi, ki je vzporedna osnovni ploskvi polkrogle. Ta moment dobimo z Steinerjevim
izrekom. Masno sredisce lezi na osi z. Njena z koordinata je

1 3 R 2 /2 3
z*:—/zdmzi/ r2dr/ dcp/ rcosf = - R.
m Jp 27TR3 0 0 0 8

Potem je iskani moment enak



Za kotaljenje polkrogle velja izrek o energiji. Ker
ima naloga pri predpostavki ravninskega gibanja
eno samo prostostno stopnjo, to je kot zasuka pol-
krogle, je najhitrejsa pot do enacb gibanja upo-
raba izreka o energiji. Prvo izra¢unajmo poten-
cialno energijo. V ta namen potrebujemo koor-
dinate masnega srediSc¢a polkrogle. Doloé¢ili jih
bomo za primer, ko se polkrogla kotali v polkro-
gli s polmerom a > R. Primer, ko je podlaga
ravna dobimo z limito a — oo.

Naj bo xy ravnina gibanja in usmerimo os = v
smeri sile teze. Naj bo ¢ kot zasuka krogle, 6 pa
kot, ki je oznacen na sliki. Kota nista neodvisna,
povezuje ju pogoj kotaljenja

ad = Rep. (16)

1z slike razberemo, da je krajevni vektor do ma-
snega srediSca
T« = (a — R)€-(0) + z.(cos 7 — sin ¢ 7). (17)
Potencialna energija je
U=—mgr, - 7= —mg((a — R) cosf + z, cos p) .
Ravnovesni polozaj je stabilen v lokalnem minumumu potencialne energije. Upostevajmo
(16) in izrac¢unajmo

U = % =mg ((a—R)siné’—i-z*%singo).

Ravnovesni polozaj je 8 = 0. Pri tej vrednosti je tudi ¢ = 0. Drugi odvod je

2
U" =mg ((a R)COSG+Z*% cos<p> .

V ravnovesni legi je

gSaR — 8R? 4 3a?

Up=U"(0=0)=m 7

Ker je R < a, je Uy > 0 in ravnovesni polozaj je stabilen.
Kineticna energija je

1 . 1

Iz (17) sledi
Uy = ((a — R)éy(0) — z.(sinp 7'+ cos gaj)%) 0.
V energijski enacbi T+ U = Ej pri harmonic¢ni aproksimaciji v okolici ravnovesne lege

zanemarimo ¢lene, ki so manjsi od drugega reda. Ker je velikost 6 prvega reda, lahko
potem pri izracunu kimeti¢ne energije vzamemo 6 = 0. Po tej aproksimaciji je

b= ((a-R) — 2% 05=(2a-R) 67
( 7)07=(3e-7)



m
T (;gR o (B Rf) .
Frekvenca w majhnega nihanja je potem dana z enakostjo
o gla—R+30/(8R)
(4R2+ (3a-R)?)

V limiti a — oo dobimo
2 [6g

w=—4/—=.

4V R

4. S stropa visi zaporedje n jojo-jev, glej skico za

primer n = 3.
(a) Doloci gibanje jojojev za n = 1,2 in 3.

(b) Zapisi enacbe gibanja za poljubni n > 3 in
izrazi reSitev enacb gibanja z resitvijo line-

arnega sistema. ? m,r
(c) Poskusi ugotoviti kako se giblje najnizji -/
jojo v limiti n — oo. Tu lahko uporabis
racunalnik.
Resitev
m,r *
(a) Zactnimo z n = 2. Na skici spodaj na desni \
so oznacene sile in polozaja valjev. Enacbi
gibanja sredis¢ valjev sta
m&; = mg — Sy + Sa,
mds = mg — Sa. (18)
Rotacijski enacbhi sta i m,r
1

2 ..
—mr =rSy,
2 ¥1 1
1 5.
—mr<ps =1rSs.
2
Tu smo z ¢; in @9 zapisali kota odvijanja valjev. Kinematiéni zvezi med z; in @; sta
{tl = T(,bl in ig — {,.El = 7"(;.72.
Potem je
. . . .
S1 = gmd1 in Sy = §m(.’L'2 —&1).

Tako iz (18) dobimo sistem
Lo 1.
2 — 3%2=9

. +3..
— =X —To = (.
9 1 D) 2 g



Resitev sistema je

8g 10g
r1 = — To = ——.
YT T
Za n =1 je hitro dobimo resitev X1
2g 81
xrp = —.
3
m,r
Za n = 3 pa imamo enacbe l mg
X2
miy = mg — 51 + Sa,
S
mIe = mg — So + S3,
mi3 = mg — Ss,
1
gmr g =rSi =123, S2
i'l - stl;
i‘i - J.Ci_l = T()biy = 2, 3. m,r ¢
"
Iz sistema enacb eliminiramo kote in sile.
Tako dobimo linearen sistem
. 1.
28 — ¥ =g,
1. Y 1.
—— Tg — =&3 =
571 27 5% g,
1 3
L S o 19
21‘2 + 2.1‘3 g ( )
Resitev sistema je
Lo g 40
T VT ST oar
(b) Za n > 3 vidimo, da za i-ti valj, 1 < i < n veljajo enacbe
. 1 5. . . .
mi; =mg+ S — Si_1, Mt =18, di = el =105
To je v bistvu enacba za ¢ = 2 pri n = 3. Enacba za ¢ = 1 je nespremenjena, enacba za
1 =mn paje
ma, =mg — Sn_1, imrzgén =75, Ty — Tpe1 = TPn-

Po eliminaciji kotov in sil dobimo tridiagonalni sistem za pospeske Z; z matriko

2 -3 0 0 0 ... 0
-3 -3 0 0 ... 0
_1 _1
A0 -3 L0 ...00 (20)
0 0 0 -1 2 —3%
0 0 0 -1 3

Desna stran je stolpec, kjer so vsi elementi enaki g.



(c¢) Resitev &,, dobimo s Cramerjevim pravilom &,, = det B/ det A, kjer je

2 5 00 0 g
2 2 oz 00 g
p=|% =2 2 =3 0 i (21)
0 0 0 ... -L 2 ¢
0 0 0o ... f% g

Determinati lahko izracunamo rekurzivno. Rekurzivni formuli dobimo z razvojem deter-
minante po prvi vrstici. Oznac¢imo z d,, determinanto matrke A reda n x n. Rekurzivna
formula za d,, se glasi

1
dn+2 - 2dn+1 + Zdn =0, d3 = — dy = —.

Pripadajoca karakteristicna enacba je

1
2—2 +7_— .

Resitvi sta

1
M2:5u1¢®

Splosna resitev je potem
dp = aA} + BAY.

Zagetna pogoja pri n = 2 in n = 3 dolocata konstanti « in 8. Tako dobimo
1
dn = = ((3 V31 V3/2)" + (3 V3)(1 - \/5/2)71) :
Oznacimo z e,, determinanto matrke B reda n x n. Rekurzivna formula za e,, se glasi

g
€n+272€n+1+16n:72nﬁ, 63:597 64:7.
Leva stran enacbe je prav taka kot pri d,,, partikularno resitev pa uganemo, da je —27"g.
Potem je splosna resitev
en = (VAT +6X5 —27") g.

Zacetna pogoja pri n = 3 in n = 4 dolocata konstanti v in §. Po krajSem racunu se
izkaze, da je
en =g(d, —27").

Potem je
fam g 8
"Td, 7 2,
Ker je d,, narascajoce zaporedje, je
lim & =g.
n—oo

V limiti zadnji valj pada v prostem padu.



