Vsebina predmeta

Uvod: Diferencialna enacba prvega reda, fazni prostor, vektorska polja na faznem pros-
toru, integralske krivulje vektorskih polj. Osnovni primeri diferencialnih enacb. Prvi integral
enacbe. Parametri¢no reSevanje in singularne resitve. Clairauteva enacba. Primeri uporabe.

Obstoj reSitev in njihova odvisnost od zacetnih pogojev. Splosna resitev. Tok navadne
diferencialne enacbe prvega reda.

Sistemi linearnih diferencialnih enacb prvega reda. Linearizacija v okolici resitve. Tok
homogenega sistema linearnih enacb. Liouvillova formula. ReSevanje sistemov s konstant-
nimi koeficienti. ReSevanje linearne enacbe visjega reda s konstantnimi koeficienti. Vsiljeno
oziroma duSeno nihanje. Singularne tocke linearnega sistema. Osnove teorije stabilnosti.

Variacijski racun: Nekaj primerov variacijske naloge. Pojem Banachovega prostora. Lin-
earni operatorji med Banachovimi prostori. Odvod operatorja med Banachovima prostoroma.
Stacionarne tocke funkcionala. Osnovni izrek variacijskega racuna. Euler-Lagrangejeva enacba
in njeno reSevanje. Legendrova transformacija in kanonski sistem. Naloga s prostima krajiS¢ema.
[zoperimetri¢na naloga. Lagrangejeva naloga.

Osnovna literatura

e F. Krizani¢: Navadne diferencialne enacbe in variacijski raun, DZS, Ljubljana, 1974.

e E. ZakrajSek: Analiza III, DMFA zaloZniStvo, Ljubljana, 2002.

e V.I. Arnold: Ordinary Differential Equations, MIT Press, Cambridge, 1978.

e P. Hartman: Ordinary differential equations. Reprint of the second edition. Birkh&user,
Boston, Mass., 1982.

e S. Lefschetz: Differential Equations: Geometric Theory, 2nd edition, Dover Publica-
tions, New York, 1977.

e L. Perko: Differential Equations and Dynamical Systems, 3rd edition, Springer-Verlag,
New York, 2004.

e W. Walter: Ordinary Differential Equations, Springer-Verlag, New York, 1998.

Uvod. Navadne diferencialne enacbe, in Se posebe;j sistemi takih enacb, so pomembno matemati¢no
orodje za opisovanje in razumevanje naravnih pojavov.

V fizikalnem jeziku so tovrstni problemi formulirani kot dinamicni sistemi. Opazujemo
delec ali skupino delcev, ki se giblje v prostoru pod vplivom raznih sil, npr. gravitacije,
elektromagnetnega polja ipd. Teorija dinamic¢nih sistemov se uporablja tudi v vrsti drugih
podrocij kot so mehanika trdne snovi in tekoCin (npr. vremenski sistemi), inZenirske vede,
biologija (rast organizmov), finance, idr. Problemi so raznoliki:

opisati trajektorijo posameznega delca, to je krivuljo v prostoru, ki jo delec opise;
razumeti globalno obnaSanje trajektorij, ko gre ¢as t — +o0;

opisati mnoZzico vseh trajektorij — fazni portret sistema;

razumeti (ne-) stabilnost sistema glede na perturbacije;

razumeti nezvezne spremembe v sistemu kot so bifurkacije;

Studij kaoticnih pojavov kot so cudni atraktorji, ipd.
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Med pomembne probleme, ki so vodili v razvoj podrocja diferencialnih enacb in di-
namicnih sistemov, sodijo tisti v nebesni mehaniki, Se posebej Studij gibanja teles v son¢nem
sistemu in SirSe.

Newtonovi napori razumeti in modelirati njihovo gibanje so vkljucevali Keplerjeve zakone
in so bistveno prispevali k razvoju diferencialno-integralnega racuna. Ne glede na eleganco
in preprostost fizikalnih enacb je analiza obnaSanja reSitev dinamicnih sistemov obicajno zelo
zahtevno opravilo, ki je zaposlovalo najve¢je matematic¢ne in fizikalne ume tekom vrste sto-
letij.

Razvita je bila dokaj popolna teorija linearnih sistemov, ki pogosto predstavljajo dober
priblizek pravih (nelinearnih) sistemov v nekem manjSem obmocju, npr. v majhni okolici
posamicne trajektorije. Po drugi strani pa ostaja globalna nelinearna teorija izven nasega
dometa celo danes, kljub bistveni vlogi zmogljivih raCunalnikov. Izjema so perturbacijske
metode za analizo sistemov, ki so blizu linearnim, kot npr. analiza faznih portretov v okolici
stacionarnih toCk in periodi¢nih reSitev.

Matemati¢na analiza je bila glavno orodje za reSevanje problemov nebesne mehanike in
sorodnih dinamicnih sistemov vse do pionirskega dela Henrija Poincaréja na prelomu 19. in
20. stoletja. Poincaré je pokazal, da analiticne perturbacijske metode v€asih ne dajo pravih
reSitev zaradi problemov konvergence vrst, ki naj bi dale reSitve. Probleme je zato skusSal
resiti s kombinacijo analiti¢nih, geometrijskih in topoloSkih metod in je s tem razvil bistveno
nov kvalitativen (za razliko od zgolj kvantitativnega) pristop v Studiju diferencialnih enacb.

Moderne metode kvalitativne teorije in analize sistemov diferecialnih enacb so osnovane
na delih pionirjev matematike 20. stoletja kot so Henri Poincaré, George David Birkhoff,
David Hilbert, Emil Picard, Aleksander Lyapunov, Aleksander Andronov, Viladimir Arnold,
Stephen Smale ter mnogi drugi.

Med slovenskimi matematiki so se z diferencialnimi enacbami najvec ukvarjali Jurij Vega,
Josip Plemelj in Ivan Vidav.

Dodatna literatura
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in Math., 140. Amer. Math. Soc., Providence, 2012.
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Vsebina 1. predavanja

V tem predavanju se spoznamo z nekaterimi osnovnimi pojmi in primeri.

(1) Kaj je diferencialna enacba?

(2) Geometrijska in fizikalna interpretacija

(3) Nekaj primerov

(4) Splosna navadna diferencialna enacba prvega reda
(5) Navadna diferencialna enacba viSjega reda

(6) Primer: prosti pad z majhne viSine

(7) Primer: prosti pad z velike viSine

(8) Parcialne diferencialne enacbe (PDE)

Kaj je diferencialna enacba?
Navadna diferencialna enacba 1. reda:

y = f(z,y).

Tu je f funkcija, definirana na nekem obmodju D v ravnini R?

(z,y)"

Resitev enacbe je vsaka odvedljiva funkcija y = y(z) na nekem nepraznem intervalu
(a,b) C R, ki zado$¢a enacbi:
: dy
y(x) = - (2) = f(z,y(2)), «€(ab).
Zacetni problem: dana je tocka (g, yo) € D. I§¢emo resitev enacbe na nekem intervalu
I = (a,b) C R okrog tocke x € I, ki ima pri x = x( vrednost y(zo) = yo:
y' = f(z,y), ylzo) = yo

Pravimo, da gre reSitev skozi tocko (zg, o).

Geometrijska in fizikalna interpretacija

Geometrijska interpretacija: IS¢emo odvedljive funkcije y(x) z lastnostjo, da je v poljubni
tocki = naklonski koeficient grafa x — (x, y(x)), torej odvod ' (z), enak vrednosti f(x, y(z)).

Funkcija f(x,y) torej podaja polje naklonskih koeficientov, resitev pa je vsaka funkcija,
ki se v poljubni to¢ki (x, y(z)) dotika tega polja v smislu, da je tangentna na premico skozi
tocko (z, y(x)) z naklonskim koeficientom f(x, y(z)).

Fizikalna interpretacija: Neodvisno spremenljivko x = ¢ si predstavljamo kot ¢asovno
spremenljivko. I§¢emo odvedljive funkcije y(t), ki predstavljajo pozicijo gibajoce tocke (v
eni dimenziji) v odvisnosti od ¢asa, tako da je v poljubnem trenutku ¢ hitrost gibanja y(t) =
dy(t)/dt enaka vrednosti f (¢, y(t)).

Primer 1.
y = f(z).

Resitve so primitivne funkcije (oziroma nedoloceni integrali) funkcije f:

y(m):/f(x)dx-i—C’.
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DruZina reSitev je enoparametri¢na, odvisna od izbire konstante C'. Ta druZina se imenuje
splosna resitev; posamicna ¢lanica druzine je partikularna resitev.

Ce je f zvezna funkcija na nekem intervalu (a,b) C R, potem lahko s pomocjo Leibnizove
formule najdemo za vsako to¢ko x( € (a, b) resitev z integracijo:

—yo+/f z € (a,b).

To so tudi vse reSitve dane diferencialne enacbe. DruZina reSitev torej sestavlja enoparametri¢no
druzino, parametrizirano s konstanto ¥, ki predstavlja vrednost dane reSitve v zacetni tocki
r = Xyp.

Ce funkcija f ni zvezna v neki tocki xy, potem v okolici te tocke enacba nima nujno
reSitve, kot vemo iz primerov iz predmeta Analiza 1.

Primer 2.
y +2xy =0, y = —2zy.
Funkcija f(z,y) = —2xy je definirana na vsej ravnini R?.
Resitve:
y(z)=Ce™, CeR
Preverimo:

y'(z) = Ce™ (=2z) = —22Ce™™ = —2xy(x).
Poleg tega je y(0) = Ce® = C, torej je za poljuben 3y € R funkcija y(x) = yoe ™ resitev
zaCetnega problema
y' +2xy =0, y(0)=yo.
Naloga: Skiciraj grafe te enoparametri¢ne druZine reSitev.
Konstruktivna pot do resitve Oglejmo si ponovno enacbo
y +2zy = 0.
Is¢emo resitev y(x), ki zado$¢a zacetnemu pogoju y(0) = yo # 0.
V okolici tocke (0, yo) lahko enacbo delimo z y in jo zapiSemo v obliki
/

y
= = (logy)" = (log|y|)" = —2x.

Tu je log naravni logaritem. Z uvedbo nove spremeljivke v = log |y| dobimo enacbo
v = =2z, v(z) =c+ / (=2t)dt = c — 2°.
0

Odtod dobimo resitev prvotne enacbe:

2

y(zr) = 46" = et = Ce® , C==xe® =y
Ta metoda reSevanja se imenuje metoda separacije spremenljivk.

Splosna navadna diferencialna enacba prvega reda. Naj bo F(x,y, ) funkcija na neki
domeni v R®. Ta funkcija dolo¢a diferencialno enacbo

F(z,y,y') =0.
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Njena resitev je vsaka odvedljiva funkcija y(x), ki zado$¢a enacbi

F(z,y(z),y () =0

na svojem definicijskem intervalu.

Denimo, da je F' zvezno parcialno odvedljiva v okolici tocke (o, yo, 20) in velja

) oF
F(I(]ay()vZO) =0 in £<x07y0720) # 0.

Izrek o implicitni funkciji tedaj pove, da ima v okolici te tocke enacba F'(x, y, z) = 0 enoli¢no
reSitev oblike z = f(z,y), f(xo,yo) = 2o. Torej je zgornja diferencialna enacba v neki okolici
tocke (o, Yo, 20) ekvivalentna enacbi

y' = flz.y).
Splosna diferencialna enacba prvega reda. Implicitna enacba
F(z,y,y') =0
lahko podaja ve¢ razli¢nih lokalnih enacb oblike y' = f(x,y), ali pa nobene. Na primer,

enacba

v+ +1=0
ocitno nima nobene resitve med realnimi funkcijami.
Enacba

y? —5y +6=0
razpade na dve enacbi, y' = 2 in 3y = 3, s pripadajo¢ima druZinama resitev

y =2z + C, =3z + C| C eR.
Enacbo
y? =yl <= v =+l

bomo obravnavali v nadaljevanju.

Navadna diferencialna enacba viSjega reda. Najbon € N = {1,2,3, ...} naravno §tevilo.
Navadna diferencialna enacba n-tega reda je enacba oblike

y(’rL) = f(aj’ y7 y/7 A 7y(n_1))7

ali v implicitni obliki
F(z,y,y,...,y™)=0.
Resitev je vsaka n-krat odvedljiva funkcija y(z), ki zados$¢a dani enacbi.

Primer. e Enacba
y' +y=0
ima resSitve
y(x) = Acosz + Bsinzx
za poljubni vrednosti A, B € R. To je primer linearne diferencialne enacbe drugega

reda s konstantnimi koeficienti.

e Funkcija y(z) = ¢® je za poljuben n € N resitev enacbe 3™ = 1.
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Primer: prosti pad z majhne visSine Opazujmo telo v gravitacijskem polju. Njegova viSina
y(t) (to je oddaljenost od privlacnega telesa) zados¢a diferencialni enacbi

. dy

Yy = ﬁ = -9,
kjer je g gravitacijska konstanta. To je diferencialna enacba drugega reda, ki pove, da je
pospesek enak konstanti —g. ReSitve najdemo z dvakratno integracijo:

t
y(t) = o —/ gds = 9o — gt,
0

t
. , 1
y(t) = yo + / (9o — gs)ds = yo + Yot — §gt2.
0

Pri tem konstanti y in g, doloCata zacetno pozicijo in hitrost:

y(0) =yo, 9(0) =10

Primer: prosti pad z velike viSine. Zgornja enacba je poenostavitev enacbe za prosti pad, ki
sledi iz Newtonovega gravitacijskega zakona. Slednji pravi, da se telesi z masama my, my v
medsebojni razdalji y privlacita s silo

myms

F=g ;
y2

kjer je g gravitacijska konstanta. Denimo, da je masa m, prvega telesa bistveno manjSa od
mase mo drugega telesa (npr. Zemlje). Po drugem Newtonovem zakonu pospeSek zadosca
enacbi F' = —m,y oz.
T
Resitev skusajmo poiskati z nastavkom y(t) = at’. Ce vstavimo v enacbo, dobimo
ab(b— Dt"? = —ya 2,
Odtod sledi b — 2 = —2b, torej b = 2/3 in a = (9v/2)/3.
Preverimo lahko, da je vsaka funkcija
y(t) =alc£t)¥3, a=(97/2)"3, ceR
reSitev dane enacbe na ¢ == ¢ > 0. Odvod te reSitve je enak
y(t) = :tga(c +)71/3,

Denimo, da je

y(0) =ac®? >0 in §(0)= —§ac_1/3 > 0.
Tedaj je y(c) = 0, telo torej pade na tla v &asu ¢ = (y(0)/a)*?. V drugem primeru

y(0) =ac*® >0 in g0) = —|—§acl/3 > 0.
prit — +oo velja

y(t) = alc+ )3 = +oo, y(t) = ga(c +1)7Y3 0.

Torej se telo s to zaCetno pozicijo in zacetno hitrostjo ne vrne na zemljo, ampak se od nje vse

bolj oddaljuje z vse manjSo hitrostjo.
6



Parcialne diferencialne enacbe (PDE) V tem primeru i§¢emo funkcije u(xy, . .., x,) realnih
spremenljivk 3:1, ...,xpzan > 1, ki zado§éajo doloceni enaébi ki povezuje Vrednost funkcije

v

nastopa, se imenuje red diferencialne enacbe.

Za poenostavitev oznak parcialne odvode pogosto oznacujemo s spodnjim indeksom, npr.

ou ou 0*u
Uy = —, Uy = —, Upy= ——— = Uyg,. ...
ox Y oy Y 0z0y Y

Primeri PDE

Primer. 1. Enacba u, + u, = 2* + y je linearna nehomogena PDE prvega reda v dveh spre-
menljivkah. Linearna je zato, ker parcialni odvodi v njej nastopajo linearno, nehomogena
pa, ker desna stran ni enaka nic.

2. Enacba ug,, + u,, = 0 je linearna homogena PDE drugega reda, ki se imenuje Laplaceova
enacba. Njene resitve so harmonicne funkcije. V n dimenzijah je Laplaceova enacba

3. Naj t oznaCuje Casovno spremenljivko in x = (x1, x5, x3) prostorske spremenljivke. Enacba

Uy = Au = c? Z@x
k

je valovna enacba. To je ena od pomembnih enacb matemati¢ne fizike, ki opisuje nevsil-
jeno valovanje (elektromagnetno, nihanje strune, zvocno valovanje, ...). Konstanta ¢ > 0
predstavlja hitrost potovanja valov skozi prostor. Pri vsiljenem nihanju imamo dodatni ¢len
na desni:
uy = A+ f(t,z,u).
4. Enacba

ut—kAU—kZaxk

je toplotna enacba. Njene resitve opisujejo Sirjenje toplote v danem homogenem sredstvu
(brez dovajanja toplote). Stevilo k je toplotni koeficient snovi.

Vsebina 2. predavanja. V tem predavanju spoznamo nekaj osnovnih Zivalskih vrst diferen-
cialnih enacb, ki jih lahko resimo z eksplicitnimi metodami.

(1) Eksplicitne metode reSevanja

(2) Metoda separacije spremenljivk

(3) Nekaj primerov separabilnih enacb

(4) Primer: singularnost v kon¢nem Casu

(5) Primeri z neskoncno reSitvami zacetnega problema
(6) Uvedba nove spremenljivke

(7) Homogene diferencialne enacbe

(8) Primer uporabe: modeli rasti



(9) Logisti¢na enacba

Eksplicitne metode reSevanja. V nadaljevanju se bomo ukvarjali z navadnimi diferencial-
nimi enacbami (DE) in s sistemi takih enacb.

V vecini primerov Ze za sorazmerno preproste DE ni mogoce najti eksplicitnih reSitev,
ki bi se dale izraziti z elementarnimi funkcijami. Ta problem se pojavi celo pri integraciji
najprostejSih enacb

Resitev je podana z integralom

mm:m+/ﬂww

vendar integrala v sploSnem ne moremo izraziti z elementarnimi funkcijami niti za nekatere
.o 2
preproste funkcije, kot npr. f(x) = e*".

Najprej si bomo ogledali nekaj konkretnih primerov, pri katerih lahko reSitve zapiSemo
z integrali danih funkcij v enacbi; to je v bistvu najve¢, kar lahko pricakujemo. V takem
primeru pravimo, da lahko reSitev diferencialne enacbe najdemo z integracijami.

Metoda separacije spremenljivk
Oglejmo si DE oblike

y = % = f(z)g(y).

Na vsakem intervalu, Kjer je g(y) # 0, jo lahko zapiSemo v obliki
dy
—— = f(x)dz.
9(y) )
Pravimo, da smo lo¢ili spremenljivki x in y.

Splosna reSitev te enacbe je podana v implicitni obliki:

/%—/f(x)dx—i-a

Partikularna resitev y = y(x), ki zado$¢a zacetnemu pogoju y(xo) = o, pa je resitev nasled-
nje implicitne enacbe za y = y(x):

foa =1, o

Utemeljitev postopka: Denimo, da je funkcija y(z) reSitev dane enacbe z zaCetnim pogojem
y(xg) = xo. Iz enaCbe smo po loCitvi spremenljivk dobili

dy _ y(x)dz

9(y)  gy(x))

Integrirajmo enacbo v mejah od zy do variabilne zgornje meje x, pri Cemer integracijsko
spremenljivko preimenujemo v ¢:

LﬂMW;LﬂMt

= f(x)dz.




V integralu na levi strani lahko uvedemo novo spremenljivo s = y(t), ds = /(t)dt. Nove
meje integracije so y(zy) = yo in y(x). Tako dobimo

/”% -/ F(t)dt.

S tem smo dobili zadnjo formulo na prejSnji strani.

Zgodbo lahko tudi obrnemo: e funkcija y(x) zado$Ca zgornji integralni identiteti, z odva-
janjem po x vidimo, da y(z) zado$¢a danemu zacetnemu problemu.

Primer separabilne enacbe. ReSimo zacCetni problem
y = xysinz, y(0) = 1.
V neki okoli¢i to¢ke x = 0 bo tedaj y(x) # 0, zato lahko delimo z y:

Y _ x sin xdzx.
Yy

Z integracijo dobimo

log |y| :/xsinxdx:—/xd(cosx)
:—mcosx—i—/cosxdw:—xcosx+sinx+C’.

Odtod
y = cexp(sinez —xzcosz), y(0)=c=1.

Poseben primer separabilne enacbe. Enacba

/ fry d—y e
dx

je separabilna in jo (ob pogoju g(y) # 0) zapiSemo takole:

&:dgg’ /ﬂ:x—i—c(CER).

y 9(y)

9(y) 9(y)
Konkreten primer:
dy 1 1
/ 2
=y°, —=dr, ———=1x+c, x)=—
V=v. o ") y(r) = —— e
Resitev zaletnega problema v’ = y2, y(0) = yo:
1 1 Yo
Yyo=y0)=—, c=—— yl)= :
0 =u(0) c Yo (@) 1 —yox

Ce je yo > 0, potem resitev obstaja na poltraku —oo < = < 1 /Yo in velja

lim y(x) = +o0.
xz—1/yo

Primer: singularnost v kon¢nem casu

Podobno lahko vidimo, da ima za vsak n = 1, 2, ... zacetni problem

y =y y(0) =y >0
9



reSitev

dy 1 1 Yo
=dr, ——=x+4+c¢, c=——, y(r)= :
yr ! y" Yo 1 —yga
ki ima singularnost pri z = 1/yj in velja
lim ) = +00, lim T) = —00.
m y(x) m\l/ygy( )
Edina izjema v tej druZini je linearna enacba y' = y, y(0) = z¢ z reSitvijo
d
W _ dz, logly|=x+c¢, y=Ce® = ype”,
Y

ki obstaja za vse z € R.

Primer z neskon¢no resitvami zacetnega problema. Pri vseh do sedaj obravnavanih primerih
smo opazili, da ima poljuben zacetni problem

y, = f(x,y), y(I0> = %Yo

natanko eno lokalno reSitev na nekem intervalu (a,b) C R, ki vsebuje tocko z,. Kasneje
bomo dokazali, da to vselej velja, Ce je funkcija f dovolj gladka; npr., za vsako enkrat zvezno
parcialno odvedljivo funkcijo.

Sedaj pa si oglejmo primer, kjer to ne velja. Opazujmo enacbo

v =1yl
Funkcija na desni strani je zvezna, ni pa odvedljiva pri y = 0. Opazimo:

Ce je y(x) resitev, je tudi z(z) = —y(—2) resitev.

(@) = —y' (=) (=1) = ¢ (—2) = VIy(-2)| = V]2(2)].

Odtod vidimo, da zadosca resiti enacbo za y > 0.

Primer:
v =2yl

Resitve zay > 0:

Y gy, i=ate Yo =(@+0)? (@€ (—c+x).

2\/y
Ta druzina vsebuje vse nenegativne reSitve enaCbe. Ker je /y > 0, dobljena formula ne da
reSitev za x < —c.

Ker je za vsak reSitev y(z) tudi —y(—x) reSitev, dobimo s tem $e resitve
2(x,¢) = —y(—z,c) = —(z — )}, —o<z<c

Resitve na vsem = € R dobimo s sestavljanjem zgornjih resitev, kot t.i. zlepke. Na primer, za
vsak a > 0 je funkcija

x? zax > 0;

o(x,a) =<0 za —a <z <0;

—(z+4a)? zazx < —a
10



zvezno odvedljiva reSitev zaCetnega problema y' = 2+/|y|, y(0) = 0, ki ni zvezno dvakrat
odvedljiva v tockah x = —a in x = 0. Poleg tega je funkcija y(x) = 0 reSitev.

Primer:
y = —2x(sgny)v/]yl.
Tuje sgny € {1,0,—1},¢jey >0,y =0,y < 0.

Funkcija na desni strani je liha v spremenljivki y. Odtod sledi, da je za vsako reSitev
y(x) tudi funkcija —y(x) resitev. Zato zado$¢a poiskati nenegativne resitve y > 0. Lo¢imo
spremenljivki in integrirajmo:

dy
— =2 y:—/2xdx:C’—x2, C > 0.
VY vy

Ker je /y > 0, mora biti C' > 0 in 2 < C. Torej imamo druZino resitev
1
y(z,C) = Z(C — z%)?, z e (—VC,VC), C>0.

Ce funkcijo y(z, C') razsirimo na R s predpisom y(z, C) = 0 za |z| > +/C, dobimo regitev
na vsem R. Ta resitev je enkrat zvezno odvedljiva povsod in je gladka izven z = ++/C, v teh
dveh tockah pa je njen drugi odvod nezvezen.

(V bistvu gre za zlepek dveh reSitev kot v prejSnjem primeru.)
Imamo tudi resitve —y(z, C') ter y = 0; drugih reSitev ni.
Grafi resitev napolnijo ravnino. Skozi vsako to¢ko (xo,%0) z yo # 0 gre natanko ena

reSitev. Skozi tocko (g, 0) gre ena resitev y = 0, e je o = 0, ter neskonéno resitev, Ce je
Zo 7£ 0.

Primer:
Yy =eYsinx.
Najprej preverimo naslednje: ¢e je y(x) reSitev, potem so resitve tudi funkcije

u(z) = y(—x), v(z) = y(x +2kn), ke Z
Dejansko:

u'(z) = —y (=) = —e¥"P sin(—z) = e*@ sin g

(vr)'(z) = 3/ (x4 2k7) = V@2 gin(z + 2kn) = %@ sin z.

Z locitvijo spremenljivk ter integracijo dobimo

—ey:/eydy:/sinxdm:—cosx—c,

y(z,c) = —log(cosx +¢), cosxz+c>0.
Obnasanje resitev je bistveno odvisno od vrednosti konstante ¢ € R:

e c > 1: reSitev obstaja za vsak z € R;
e —1 < ¢ < 1: reSitve obstajajo na konc¢nih intervalih, kjer je cosx + ¢ > 0, ter imajo

.....

e ¢ < —1: ni reSitev.
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Uvedba nove spremenljivke

Pogosto lahko diferencialni enacbo poenostavimo z zamenjavo koordinat in jo tako privedemo
v enega od Ze obravnavanih tipov.

Kot primer si oglejmo enacbo
y = flax +by+c),  abceR

Predpostavimo da je b # 0, sicer lahko enacbo resimo z integracijo. Uvedemo novo odvisno
spremenljivko

u=ar+by+c, u=a+by.
Torej u zadoS¢a enacbi

u=a+by =a+bf(u)=gu).

To je enacba Ze znanega tipa.

Homogena diferencialna enacba. Oglejmo si enacbo

Y
/-1

x
pri kateri je desna stran odvisna le od kvocienta y/x.

Uvedemo novo odvisno spremenljivko v = y/x oziroma y = zu. Odvajamo in vstavimo
v enacbo:
r du o f (u) —Uu

Cdr @

/

Y = (zu) = u+zu = f(u), u
To je enacba z lo€ljivima spremenljivkama:

du dx du
fw)—u " @ /f(u)—uzlogx‘

Primer homogene enacbe. Resimo zacetni problem
2

Yz
== —— 1) =1.
V=T y(1)
Uvedemo spremenljivko v = £ in dobimo
/ / / 1 2/
Yy =(ru) =2 +u=u——;, uu = ——.
U x
Z integracijo dobimo
3
— =—logx +c

3
Zacetni pogoj y(1) = 1 se spremeni v u(1) = @ = 1, odkoder sledi ¢ = 1/3 in

uw(z) = v/1—3logz, y(x)=xy1-—3loguz.

Splosnejsa homogena enacba.

Oglejmo si enacbo oblike



Ce je det ( b) = af — ba = 0, se enacba po krajSanju znotraj f spremeni v eno od Ze

a

a B

znanih oblik. V primeru, kot determinanta ni enaka 0, pa ima sistem linearnih enacb
ar+by+c=0, ar+py+~v=0

natanko eno resitev (zo, o). Z uvedbo novih spremenljivk

X:I'—LU(), Y:?J_yo

se zacetna enacba spremeni v homogeno enacbo

dy (aX+bY\ ,[a+bY/X
ﬁ‘f(ax+ﬁY)_f(a+5Y/X)‘

Uvedemo novo spremenljivko © = Y/ X in postopamo kot pre;j.

p_ytl o (vl
y_a:—|—2 P x+2)/)°

Uvedemo nove spremenljivke

Primer

Y y+1
T+ 2, y+ 1, U X o512
y=(r+2)u—1, vV =u+(z+2u =u+Xu =u—e",
dX
Xu' = —e",  —eldu= —
u e, € U X

et =log|X|+c=log|lr+2|+¢ ulx)=—log(log|z+2| +c),
y=—1+(x+2ur)=-1—-(xr+2)log(log|z + 2| + ¢).

Primer uporabe: modeli rasti

Naj bo y(t) velikost neke populacije pri Casu t. Ce populacija nara§ta premo sorazmerno
s svojo velikostjo, lahko to zapiSemo z enacbo
y_ c, ¢ = koeficient rasti.

Y

Regitev te enacbe je podana z eksponentno funkcijo y(t) = y(0)e.

V realnosti se koeficient ¢ spreminja tako s ¢asom ¢ kot tudi z velikostjo populacije y.
Npr., ko je populacija zelo velika, zacne primanjkovati naravnih pogojev za nadaljnjo rast,
pride lahko do kataklizmic¢nih pogojev, borznih zlomov, virusnih pandemij, itd. Rast ali upad
populacije torej opisuje diferencialna enacba oblike

y = c(t,y)y.
Na primer, ¢e predpostavimo, da populacija ne more preseci neke zgornje meje /V in se hitrost
rasti upoCasnjuje proti 0, ko se y(t) priblizuje N, lahko obnaSanje rasti modeliramo s funkcijo
c(y) = co(N — y)* za nek eksponent k = 1,2, ... in ¢y > 0. Dobljeno diferencialno enacbo

Y= Coy(N - y)k

lahko reSimo z metodo separacije spremenljivk.
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Logisti¢na enacba (Pierre-Francois Verhulst, 1804—-1849)

Najpreprostejsi netrivialen primer zgornje enacbe predstavlja primer k£ = 1:

y=cylb—y),
kjer sta ¢ > 0 in b > 0 konstanti. To je t.i. logisticna enacba, Ki jo je za uporabo Studija
populacijskih modelov predlagal P.-F. Verhulst leta 1838.

Z locitvijo spremenljivk in integracijo pridemo do druZine reSitev

b
y(t,a) = T ae b a# 0.

Vrednost parametra a dolo¢imo iz zaCetnega pogoja y(tg) = yo. Npr.,
y(0)=b/(1+a)=yy < a=b/y,— 1.

Lahko je videti, da vse reSitve narascajo proti zgornji meji b, ko t — 4-o0.

Vsebina 3. predavanja

V tem predavanju nadaljujemo s spoznavanjem posebnih Zivalskih vrst diferencialnih
enacb prvega reda in trikov za njihovo reSevanje.

(1) Linearna diferencialna enacba

(2) Resitev homogene linearne diferencialne enacbe

(3) Nehomogena linearna diferencialna enacba

(4) Izrek o obstoju reSitev linearne enacbe, primeri

(5) Bernoullijeva enacba

(6) Ricattijeva enacba

(7) Splosna logisti¢na enacba
Linearna diferencialna enacba

(Navadna) linearna diferencialna enacba prvega reda je oblike

Y +a(z)y = b(x),
kjer sta a(z) in b(x) dani funkciji na intervalu I C R. Operator L, ki vsaki odvedljivi funkciji
y(x) na [ priredi funkcijo
(Ly)(z) = ¢'(z) + a(2)y(z),

se imenuje linearni diferencialni operator. Z njegovo pomocjo lahko enacbo zapiSemo v
preprosti obliki

Ly =0 (homogena enacba), Ly = b (nehomogena enacba).

Operator je linearen v smislu, da za poljubni odvedljivi funkciji ¢(z), () na I in konstanti
a, B € R velja

L(ag + ByY) = aLo + BLy,
Odtod sledi, da je vsaka linearna kombinacija reSitev homogene enacbe Ly = 0 spet reSitev
te enacbe.
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ResSitev homogene linearne diferencialne enacbe

d
y +ala)y =0,  dlogly| =" = ~a(x)dx
Z integracijo dobimo
log ly| = —/a(x)dx +c,
y(x) = y(ro)e o O

Izrek. Naj bo a(x) zvezna funkcija na intervalu (o, w) C R. Tedaj ima za vsak par Stevil
zo € (a,w) in Yy € R zaetni problem

y' +alz)y=0,  ylzo) =1yo
natanko eno reSitev na intervalu = € (a,w), ki je podana z zgornjo formulo. MnoZica reSitev
je enorazsezen vektorski prostor nad obsegom R, katerega baza je funkcija e Sz a(t)dt, r el
Nehomogena linearna diferencialna enacba.

Y+ a(x)y = b(x), zel

Fiksirajmo neko zacetno tocko xy € I. ReSitev iS¢emo z nastavkom

y(z) = Clx)e Jo0 "D = O(x)e=C@), mw:/%@ﬁ

xo
kjer je C'(z) iskana funkcija. Za konstantno vrednost C' = C je to ravno reSitev homogene
linearne enacbe 3’ + a(xz)y = 0. Zato tej metodi pravimo variacija konstante. Upostevaje
G'(z) = a(z) dobimo

Y (z) = C'(x)e” %@ — C(2)e @G (z) = C'(2)e” @ — C(z)e @a(z).
Vstavimo v enacbo:
y'(2) + a()y(z) = y'(x) + a(z)C(z)e” 9 = C'(2)e” ") = b(x)
C'(x) = b(z)e™.
Resitev zacetnega problema za nehomogeno linearno enacbo.

Odtod dobimo funkcijo C'(x) z integracijo:
C(z) = /b(m)eG(x)dx + Cp.
DruZina reSitev nehomogene enacbe y' + a(x)y = b(x) je torej

y(l’, CO) - C(]G_G(z) + e_G(z) / b(t)ec(t)dt,

o

pri Cemer je

1z y(xo, Cy) = Cp vidimo, da je resitev zaCetnega problema

Y +alx)y = b(x), yl(wo) = o
15



funkcija

y(z) = e (yo+ / b(t)eG(”dt) — yoe 9@ 4 / b(1)eCO-C@) gy,

Zo zo

Izrek o obstoju resitev linearne enacbe. Dobljeno povzemimo v naslednjem izreku.

Izrek. Naj bosta a(x) in b(z) zvezni funkciji na intervalu (o, w) C R. Tedaj ima za vsak par
Stevil zp € (o, w) in yy € R zaCetni problem

Y +alx)y = b(x), y(wo) = wo
natanko eno reSitev na intervalu z € (a,w), ki je podana s formulo

y(z) = e 9@ (yo +/ b(t)eG(t)dt) = yoe €@ +/ b(t)eCO-C@ gy,

Zo zo

kjer je

Splosna reSitev linearne enacbe

Dobljena formula pokaze naslednje, kjer je Ly = ¢ + a(x)y.

Trditev. Splosna resitev nehomogene linearne enacbe Ly = b je enaka vsoti
Y=Yn+Yp

splosne resitve prirejene linearne enacbe Ly, = 0, to je y,(x) = Ce™ Jao @Mt 70 ¢ € R, in
neke (poljubne) partikularne reSitve y, nehomogene enacbe.

To vidimo tudi direktno. Naj bosta y,, in y poljubni reSitvi nehomogene enacbe:
Lyp - b7 Ly = ba
Z upostevanjem linearnosti operatorja L vidimo, da je

Ly — Ly, = L(y — y,) = 0,

torej je razlika y, := y — y,, reSitev homogene enacbe Ly;, = 0.

Odtod sledi, da je sploSna (poljubna) resitev y oblike y = y;, + y, kot v trditvi.
Primer reSitve nehomogene linearne enacbe
Poiskali bomo splo$no resitev nehomogene linearne enacbe
Y +xy = 2°.
Sledimo postopku brez uporabe dobljenih formul.
Najprej resimo prirejeno homogeno enacbo y' + zy = 0 z loditvijo spremenljivk:
dy
v

Torej je splosSna reSitev homogene enacbe enaka

y(x) = Ce_IQ/Z, C eR.
16
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Sedaj iS¢emo reSitev nehomogene enacbe z nastavkom

y(x) = Cla)e ™/

y'(z) = C'(x)e ™ ? + C(x)e ™ (—x) = C"(2)e ™ "* — y(z)x.
Vstavimo v osnovno enacbo in dobimo
Y (z) +zy(z) = C'(x)e /% = 2°,
Nadaljevanje in zakljucek primera Torej je
C'(z) = 23" /2, C(z) = /x3e’”2/2dx.
V integral uvedemo novo spremenljivko v = 2?/2, du = zdx. Tedaj je
3¢ Py = 22" 2 (xdx) = 2uedu.

Z integracijo per partes dobimo

/x3ex2/2dx = /2ue“du: 2/ud(e“)

= 2ue" — 2/6“du =(2u—2)e"+C

= (@2-2)e" 2+
Splosna reSitev nehomogene enacbe je torej
y(x) = ((a:z —2)e”/? 4 C) e =224 Ce 2, CeR

Bernoullijeva enacba (Jacob Bernoulli, 1654-1705).

Bernoullijeva enacba je oblike
Y+ a(x)y + b(z)y* =0, aeR, a#l.

To je nelinearna diferencialna enacba, ker v njej funkcija y nastopa nelinearno. Natancneje,
enacba je kvazilinearna, Ker je linearna v odvodu 3/, ne pa tudi v funkciji y.

To enacbo lahko transformiramo v linearno diferencialno enacbo na naslednji na¢in. Pred-
postavimo, da sta funkciji a in b zvezni na nekem intervalu / C R in je na tem intervalu iskana
reSitev y > 0. Enacbo pomnozimo z (1 — a)y~*:

(1—a)y Yy + (1 —a)a(z)y'™™ + (1 — a)b(z) = 0.
Ce uporabimo identiteto

1*&)/

(y =(1-a)y Yy,

dobimo
(¥ + (1 = a)a(z)y' ™ + (1 — a)b(z) = 0.
To je linearna diferencialna enacba v spremenljivki z = y1 =2,
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Primer Bernoullijeve enacbe. Enacba
y + 2y + b(x)y* = 0.
je Bernoullijeva enacba z o = 2. Delimo z y*:
vy~ 2y + 20yt +b(x) = 0.
V spremenljivki z = 5y~ je

in enacba dobi obliko
2 =2xz+ b(x).

To je nehomogena linearna enacba v z in njena sploSna resitev je

2(z) = e <c + / e‘tzb(t)dt) .

Ricattijeva enacba (Jacopo Francesco Ricatti, 1676—-1754)
Kvazilinearna diferencialna enacba oblike
y = a(z)y* + b(z)y + ()
se imenuje Ricattijeva enatba. Enacba je kvadratna v funkciji y in nehomogena. Ce je ¢ = 0,

je enacba Bernoullijjeva z o = 2.

Razen v posebnih primerih Ricattijeva enacba ni eksplicitno resljiva. Ce pa sluc¢ajno
poznamo eno njeno resitev, lahko najdemo vse preostale resitve z redukcijo na Bernoul-
lijevo enacbo, kot sledi.

Denimo, da je ¢ neka resitev, torej velja

¢'(x) = a(z)¢(x)* + b(x)p(2) + ().

Ce odstejemo to enatbo od prvotne enacbe za y, dobimo
Y — & = a@)(y — $(@))(y + o)) + bw)(y — $(x)).
Razlika u = y — ¢ torej zadosc¢a Bernoullijevi enacbi
v = a(z)u(u+2¢(z)) + b(z)u = a(z)u® + (2a(z)p(z) + b(z))u.

Primer Ricattijeve enacbe

y — 2%y +y* = 2.
Ena reditev je ¢(x) = 22. Uvedemo novo funkcijo u = y — 2. Tedaj je y = u + 22,

y' = u' + 2x. Ce vstavimo v enacbo, dobimo

u' 4 22 — 2% (u + 2%) + (u + 2°)* = 2u,

u + 2?u+u? = 0.

2

To je Bernoullijeva enacba. Ce delimo z u2 in uvedemo funkcijo z = 1/u, dobimo

u T+ 1=0 = =222+ 1.
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SploSna resitev te linearne enacbe je

2(z) ="' /? (C —l—/ e_t3/3dt) , CeR

0

Odtod dobimo splosno reSitev prvotne enacbe:

T —1
y(x) = 2?2 +1/z(x) = 2> +e %3 <C’ + / e_t3/3dt) :

0

Posebna Ricattijeva enacba
Z uvedbo nove neodvisne spremenljivke lahko Ricattijevo enacbo
y = az)y® +b(z)y + c(z)
na poljubnem intervalu, kjer je a(z) # 0, poenostavimo v obliko
y =y + f(a).
(Glej Krizani¢, str. 40.) Primer, kjer je f(z) = cz™ (¢ € R, n € Z,) se imenuje posebna
Ricattijeva enacba:
y =y + ca”.
Cejen =0,jey = 1y> + cenatba z lo¢ljivima spremenljivkama.
Enacba je eksplicitno resljiva z integracijami tudi v primeru n = —2 (in Se v neskon¢nem
zaporedju drugih eksponentov). Uvedemo spremenljivko
z=xy, y=2z/z, y = —2)/2"
Vstavimo v enac¢bo, pomnozimo z 22 in dobimo
dz dx

z7 —z=2%+c, - =
“+z+c x
Splos$na logisti¢na enacba
Y = y(b(z) — c(x)y) = b(z)y — c(x)y*.
Primer, ko sta b in ¢ konstanti, smo Ze obravnavali. V variabilnem primeru enacba predstavlja
model rasti, kjer sta lokalna stopnja reprodukcije pri majhnih ¥ > 0 in zgornja meja variabilni.

To je primer Bernoullijeve enacbe, ki smo jo Ze obravnavali. Substitucija y = 1/u vodi do

enacCbe ) . ()
U c(x
= () = 2L

u' +b(x)u = c(z).
To je nehomogena linearna enacba, ki jo znamo resiti:

u(x) = e B@ (uo + /x c(t)eB(t)dt) , B(x)= /5: b(t)dt,

o

x —1
y(z) = P@ (%—1 +/ c(t)eB(t)dt) :

Zo
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Vsebina 4. predavanja.

V tem predavanju bomo spoznali pojem prvega integrala diferencialne enacbe ter si ogledali
parametricen pristop k reSevanju enacb.

(1) Prvi integrali diferencialne enacbe, primeri

(2) Gradient prvega integrala je pravokoten na reSitve
(3) Pfaffova enacba v ravnini

(4) Iskanje prvega integrala

(5) Lagrangejev multiplikator

(6) Parametri¢no reSevanje diferencialnih enacb

(7) Lagrange-d’ Alembertova enacba

(8) Clairautova enacba

Prvi integrali diferencialne enacbe

V dosedanjih primerih smo opazili, da resitve diferencialne enacbe ' = f(x,y), kjer je
f zvezno parcialno odvedljiva funkcija na neki domeni D C IR, sestavljajo enoparametri¢no
druZzino resitev y = y(x, C') v odvisnosti od konstante C. Grafi (z, f(z,C)) teh resitev so
paroma disjunktne krivulje v D.

V naslednjem poglavju bomo videli, da lokalno to vselej velja in je posledica izreka o
obstoju in enoli¢nosti resitev zacetnega problema. Globalno to ne velja nujno: mnoZice vseh
reSitev v sploSnem ni mogoce bijektivno parametrizirati z nekim intervalom v R.

Pogosto lahko (vsaj lokalno) iz enacbe y = y(x, C') izrazimo C' in dobimo
C = u(z,y).
Funkcija u ima torej konstantno vrednost vzdolZ grafa (x, y(z)) vsake reSitve dane diferen-

cialne enacbe i/ = f(z,vy).

Vsaka funkcija s to lastnostjo se imenuje prvi integral ali primitivna funkcija diferen-
cialne enacbe.

Primeri prvih integralov
Primer. Enacba y' = f(z) imareSitve y = y(z,C) = h(z) + C, kjerje i’ = f, in je
C=y—h(z) =u(,y)
njen prvi integral.
Primer. Linearna enacba 4’ + a(z)y = 0 ima druzino reSitev
y=y(z,C)=Ce" Jzg al®)dt,
Njen prvi integral je torej

C=u(z,y) = yeffo alt)dt,

Diskusija
Prvi integral seveda ni enoli¢no dolo¢en. Na primer, ¢e je u(x,y) nek prvi integral dane

diferencialne enacbe, je tudi funkcija h(u(x,y)) njen prvi integral za poljubno funkcijo h,

definirano na zalogi vrednosti funkcije u.
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V optimalnem primeru je w prvi integral z lastnostjo u,(z,y) # 0 na D. Izrek o implicitni
funkciji tedaj pove, da je vsaka nivojnica

e ={(z,y) € D:u(z,y) =C}, CeR

unija najve¢ §tevno mnogo grafov y = h;(z) nad paroma disjunktnimi intervali = € I; C R,
j=1,2,.... Kosez € [; priblizuje kraji§cu intervala [}, se toc¢ka (x, h;(z)) pribliZuje robu
domene D ali pa gre proti oo (to bomo dokazali).

Ker je u prvi integral enacbe y' = f(x,y), ima konstantno vrednost na vsaki resitvi. Zato
so y(z) = hj(x) (z € I;) ravno reSitve te enacbe, na katerih ima u vrednost C'. Ko se C
spreminja, se tudi Stevilo teh intervalov (in s tem Stevilo resitev) lahko spreminja, kar smo Ze
opazili na primerih v 1. predavanju.

Prvi integral s to lastnostjo se imenuje primitiven prvi integral. Obstoj takega integrala
torej prevede problem reSevanja diferencialne enacbe v na¢eloma preprostejsi problem reSevanja
algebrai¢ne enacbe.

Gradient prvega integrala je pravokoten na resitve

Ce je funkcija u(z, y) konstantna vzdolZ neke krivulje y = y(z), dobimo z odvajanjem
enacbe u(z, y(zr)) = c identiteto

Torej je y(z) resitev diferencialne enacbe
ug(2,y) + uy(z,9)y =0 <= u,(z,y)dr + u,(z,y)dy = 0.

Spomnimo se, da je Vu = (u,,u,) vektorsko polje na D C R?, ki se imenuje gradient
skalarnega polja u(z, y).

Zgornja enacba pomeni, da je gradient Vu prvega integrala v vsaki toCki pravokoten na
smerni vektor krivulje  — (x, y(z)), to je vektor (1,y'(z)).

To idejo lahko posploSimo z uporabo vektorskih polj.
Pfaffova enacba v ravnini

Oznalimo z e; = (1,0) in e, = (0, 1) standardno bazo ravnine R?. Vsako vektorsko polje
F = (P(z,y),Q(z,y)) = Pe1 + Qe
na domeni D C R? dolo&a Pfaffovo diferencialno enacbo
F.-dr =0 < P(z,y)dz + Q(z,y)dy = 0.

Tuje r = (x,y) in dr = (dz,dy). ReSitve te enatbe na mnozici F # 0 so krivulje, ki so v
vsaki tocki pravokotne na vektorsko polje F.

Tocka (xg,yo) se imenuje regularna tocka enalbe, Ce je F(xo,y0) # 0, in singularna

tocka, e je F(xo,y0) = 0.
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Obnasanje reSitev v okolici singularnih tock je lahko zelo zapleteno, medtem ko v okolici
regularne tocke (g, yo) lahko enacbo izrazimo v eni od oblik

dy _ Play) . odr_ Qay)

= ai — =— ,
dv Qz,y) dy — P(z,y)
odvisno od tega, katera od obeh komponent P, () vektorskega polja F' je v tocki (g, yo) ra-
zli¢na od nic.

Iskanje prvega integrala

Vsako diferencialno enacbo 3’ = f(x,y) lahko zapisemo v obliki
—f(z,y)dx + dy = 0.
To je Pfaffova enacba s pripadajo¢im vektorskim poljem F = (—f(x,y), 1).

Zanima nas, kako bi za dano enacbo
Pdx + Qdy =0

nasli netrivialen prvi integral.

Najpreprostejsi primer je, ko je vektorsko polje F = (P, Q)) potencialno, torej F = Vu,
saj je tedaj
0 = Pdz + Qdy = uzdx + uydy = du
in je u prvi integral enacbe. Na vsaki enostavno povezani domeni D C R? je polje F = (P, Q)
potencialno natanko tedaj, ko je

Py = Qg
V tem primeru najdemo potencial u polja F z integracijo (predmet Analiza 2).
Integracija na pravokotniku D C R?

Izberemo tocko (xg,yo) € D. Diferencialno 1-formo o« = Pdx + Qdy integriramo od
(x0, yo) do variabilne tocke (z,y) € D tako, da najprej integriramo po daljici v = smeri, nato
pa Se v y smeri:

x y
u(z,y) = / P(t,yo)dt + / Q(z, s)ds.
Zo Yo
Za fiksen x je ocitno
du(z,y)
dy
Isto funkcijo lahko zapiSemo tudi v obliki

w(,y) = /y y Qlzo, 5)ds + / " Pyt

zo

.....

kar je po Greenovi formuli enako integralu [,(Q, — P,)dzdy = 0. Z odvajanjem zadnje for-
mule po z dobimo

Torej je Vu = F.
Lagrangejev multiplikator

To je seveda zelo izjemna situacija.
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V sploSnem lahko poskuSamo najti prvi integral tako, da enacbo pomnoZimo z nekim
primerno izbranim faktorjem u(x,y) > 0:

pPdx 4+ pQdy = 0.
To seveda ne spremeni mnozice reSitev enacbe. Novo vektorsko polje uF = (uP, nuQ) je

lokalno potenciano, ¢e izpolnjuje pogoj

(1P)y = (1Q)e
oziroma
Q,u:r - Pﬂy = /'L(Py - Qx)
To je parcialna diferencialna enacba prvega reda za funkcijo p, katere reSevanje je naceloma
teZja naloga od reSevanja navadnih diferencialnih enacb. Ta metoda zato v praksi ni zelo
uporabna. V¢asih pa nam uspe najti reSitev na preprost nacin (glej primere v KriZanic, str.
47-48).

Nekaj primerov multiplikatorjev

Primer 1.
1 dr — xd z
yde —xdy =0,  p(z,y) = —, Mzd(_)'
y y Y
Primer 2. 1
dr — xdy = T
ydxr — xdy = 0, (. y) 22+ g2
ydr — zdy _ ydr — xdy _ d<x/y) = d arctan (—)
w?+y? (4 (=/y)?) 1+ (z/y)? v
Primer 3.

2sinydr 4+ xcosydy = 0, = x,
2z siny dr 4+ r* cosydy = d (:r2 siny) .
Parametri¢no resevanje diferencialnih enacb
Resiti Zelimo implicitno podano enacbo
F(a,y,y') =0.
Pogosto lahko problem poenostavimo tako, da izrazimo vse tri spremenljivke x,y, 1y’ kot
funkcije dveh parametrov u, v:
z=¢(u,v), y=vuv), y=xuo).
Odtod sledi
dr = ¢ydu + ¢,dv, dy = Y,du + P,dv.

Te izraze vstavimo v identiteto dy = y'dx in dobimo

Yydu + P,dv = X(ua U>(¢udu + (bvdv)

(thu = X@u)du + (s — Xy )dv = 0.

To je diferencialna enatba za v = v(u) (ali u = u(v)), kakr§ne smo ravnokar obravnavali. Ce
je v(u, C') njena splo$na resitev, potem je

T = ¢(uv U(u> O))v Yy = Q/J(’LL, U(’LL, O))
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parametri¢no izraZena resitev prvotne enacbe.

Primer parametri¢nega resevanja

y:x(y/—i—\/l—i—yﬂ).
Ce jo izrazimo s pomo&jo spremenljivk z in p = ¢/, imamo zvezi
y==x (p—i— \/1—|—p2> in dy = pdzx.

Izrazimo dy iz leve enacbe in vstavimo v desno:

dy = <p+\/1+p2)dx+:v(1+\/%p?> dp = pdx

V1+p2d 1+ L Jap=
+p x+x<+m>p

Oglejmo si enacbo

Zakljucek primera
To je enacba z locljivima spremenljivkama:

dx dp pdp

+ + =
r o J14+p2 1+4+p?

0
Z integracijo dobimo
log |x| + log <p+ \/m> +logy/1+p2=c
x<p+ \/1+p2> V14p2=C = +e

yzw(p+\/m) — yV1+p>=C.

To je druZina resitev = x(p, C), y = y(p, C) v odvisnosti od parametra p.

Z eliminacijo parametra p iz zgornjih dveh enacb sledi zveza (preveri!)
2+ y* —200 =0 <= (z - C)*+9* =C"
To je druzina krogov s sredis¢i (C, 0) in polmeri |C.
Lagrange-d’Alembertova enacba

Giuseppe Ludovico Lagrangia, 1736; | Joseph-Louis de Lagrange, 1813;
Jean Le Rond d’Alembert, 1717-1783

y =zo(y) +¥().
PrejSnji primer je enacba te vrste. Za parametra izberemo z in p = /. Tedaj
y=azd(p) +¢(p), dy=y'de=pdx.
Odtod:
pdz = dy = ¢(p)dz + ¢/ (p)dp + ' (p)dp,

(¢(p) — p)dz + (xfz;(p) + 4/ (p))dp = 0.



Kjer je ¢(p) — p # 0, je to linearna diferencialna enacba za © = x(p, C') v odvisnosti od
p. Resitev vstavimo v osnovno enacbo

y(p,C) = x(p, C))p(p) + ¢(p)

in dobimo parametri¢no izrazeno splosno resitev Lagrangeve enacbe.
Za vsako resitev py € R enacbe ¢(p) — p = 0 dobimo Se reSitev
y =poz +¥(po), ¥ = po.
Clairautova enacba (Alexis Claude Clairaut, 1713-1765)

Clairautova enacba
y=zy +¥(y)
je poseben primer Lagrangejeve enacbe, pri kateri je ¢(y') = /.

Postopamo enako kot prej in dobimo razcepno enacbo

(z +¢'(p))dp = 0.
Ce je dp = 0, je p konstanta in y = px + 1(p); to je ena druZina reSitev.

Drugo resitev dobimo iz
x+ ' (p) =0.

To je nediferencialna enacba za p = p(x). ReSitev obstaja lokalno v okolici vsake tocke py,
kjer je " (py) # 0. Ker velja tudi y = px + ¢(p), dobimo s tem Se eno reSitev y(x) =
p(z)x + ¥(p(x)) Clairautove enacbe.

Primer ¢)”(p) = 0 implicira ¢’ (p) = konstanta, torej je x konstanta. Zato ta primer ne da
nobene dodatne resitve.

Primer Clairautove enacbe

y=uy +y".
Naj bo p = 3/, torej je y = zp + p*. Upostevaje dy = pdx dobimo enacbo
pdx = dy = d(zp + p®) = pdx + xdp + 2pdp,

(x+2p)dp =0
s splosno resitvijo dp = 0, p = C' € R,
y=Cx+ C?.
Enacba x + 2p = 0, p = —x/2 prispeva Se reSitev
9 r? 2 x?
O T T

Vsebina 5. predavanja

V tem predavanju si bomo ogledali pojem vektorskega polja in prirejenega sistema difer-
encialnih enacb, osnovne lastnosti toka vektorskega polja (dokazi kasneje) ter nekaj elemen-
tarnih primerov.
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(1) Sistemi diferencialnih enacb, dinamicni sistemi

(2) Vektorska polja in njihovi tokovi

(3) Fazni portret vektorskega polja

(4) Nekaj preprostih primerov

(5) Redukcija enacbe visjega reda na sistem enacb prvega reda

Sistemi diferencialnih enacb in vektorska polja

Do sedaj smo se ukvarjali z diferencialnimi enacbami oblike v/ = f(z,y), kjer i§¢emo
skalarno funkcijo y = y(x).

Splosnejsi problem sprasuje po reSitvah sistema diferencialnih enacb za n funkcij ene
spremenljivke, oziroma, ekvivalentno, za vektorsko funkcijo ene spremenljivke z vrednostmi

v R™.
Oznacimo neodvisno spremenljivko s ¢ (predstavljali si jo bomo kot ¢as), odvisne (pros-
torske) spremenljivke pa z x = (xy, ..., x,). Obravnavali bomo sistem diferencialnih enacb
1.'1 — fl(t,l’l,l‘g,...,l’n)
i‘Q = fg(t,l’l,l’g,...,l’n)
j:n = fn(t,l'l,ilfg,...,xn)
Resitev je vsaka odvedljiva vektorska funkcija x(t) = (z1(t), ..., z,(t)) na nekem intervalu

I = (a,b) C R, ki zado$¢a danim enacbam.

Fizikalno: opazujemo gibanje tocke v R", oziroma (ekvivalentno) enorazsezno gibanje
med seboj povezanega sistema n tock.

Vektorski zapis sistema, fazni prostor

Ce oznatimo z F = (f1,..., fn) vektorsko funkcijo s komponentami f;, lahko zgornji
sistem diferencialnih enacb zapiSemo v vektorski obliki

x = F(t,x).
Dodamo lahko $e zacetni pogoj in obravnavamo zacetni problem
x =F(t,x), x(ty) =% € R".

Vektorsko funkcijo F(¢,x) imenujemo vektorsko polje. Definirana je na neki domeni D v
R; x R (fazni prostor), vrednosti pa so vektorji v RZ.

Vektorsko polje F(x), ki je neodvisno od Casa t, se imenuje avtonomno vektorsko polje;
njegov fazni prostor je domena D C R".

Ce razumemo ¢ kot dodatno prostorsko spremenljivko, je neavtonomen sistem X = F(t,x)
ekvivalenten avtonomnemu sistemu

t=1, x=F(x)

z avtonomnim vektorskim poljem F = (1, F) v spremenljivkah X = (¢, x).

Geometrijsko-fizikalna interpretacija
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Iz povedanega sledi, da zadoSC€a obravnavati avtonomne sisteme
dx
x =— = F(x).
o = F(x)
Vsaka reSitev x(t) se imenuje fokovnica ali integralna krivulja sistema. V Casu t je hitrostni
vektor x(t) enak vrednosti F(x(t)) vektorskega polja F v to¢ki x(t). Ce predstavlja F
hitrostno polje gibanja tekoCine, potem vsaka tokovnica opisuje gibanje nekega konkretnega

delca v tem polju.

Tir tokovnice na njenem maksimalnem casovnem intervalu je trajektorija sistema. Trajek-
torije so paroma disjunktne in sestavljajo fazni portret sistema.

Tocka x, v kateri je F(xq) = 0, se imenuje stacionarna toc¢ka polja F. Prirejena tokovnica
je konstanta: x(t) = xo.

Primer: Enacba & = f(t, z) je ekvivalentna sistemu
t=1, &= f(tuz).
Primer: Pfaffovo enacbo a(x,y)dz + b(x, y)dy = 0 lahko obravnavamo kot sistem
l':—b(.flf,y), y:CL(x?y)
Tok vektorskega polja
Naj bo F : D — R" vektorsko polje razreda ¢! na domeni D C R"*! v faznem prostoru.
V naslednjem poglavju bomo pokazali, da ima vsak zacetni problem
x =F(t,x), x(ty) = xo; (to,xo) € D
natanko eno reSitev
X(t;t0,X0) = Pr1,(X0)
na nekem najvecjem intervalu
Ty %0 = (a(to, Xo),w(to, X0)) C R,
kjer je
—00 < afty, xg) < tg < w(to, xp) < +00.
I, x, se imenuje interval obstoja reSitve danega zacetnega problema. Pot
[t07X0 S5t ¢t,t0<X0) eD
je tokovnica danega dinamic¢nega sistema (oz. vektorskega polja), ki se pri Casu ¢t = t; nahaja
v tocki xg.
Lastnosti toka

Preslikava (¢, X¢) — ¢14,(X0) se imenuje fok vektorskega polja F, ki je inicializiran (umer-
jen) v Casu ty. ZaCetni poloZaj X pri ¢asu ¢, se preslika v konéni polozaj ¢; ;,(xo) pri Casu t.
Mnozica

Uy ={(t.x) €Dt €Ly} =) Lyx x {x} CR™!

se imenuje fundamentalna domena toka, to je maksimalna domena preslikave (, X) — ¢ 4,(x).

Tok ima naslednje bistvene lastnosti:
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(1
¢y = Id, Gt,s © Dsitg = Pt
(2) Za vsak fiksen t je preslikava
d)t,to . {X . (t,X) c Qto} — D C R"

difeomorfizem na svojo sliko in velja

(btjtlo = (bto,t'
Tok avtonomnega vektorskega polja

V primeru avtonomnega vektorskega polja F(x) na domeni D C R"™ ozna¢imo s

O (X) = ¢t,0 (X)

tok polja, ki je inicializiran v €asu ¢y, = 0. To pomeni, da je

d
30 =F(a(x)),  do(x) =x.

Za fiksen s je o€itno t — ¢, s(x) tokovnica, ki je v Casu ¢t = 0 v toCki ¢,(x). Ker je tudi
t — ¢(¢s(x)) tokovnica z isto zaCetno to¢ko ¢s(x) pri t = 0, iz enoli¢nosti sledi

Ot 0 Ps = Pits, ¢o = Idp, Gt = ¢;1

na maksimalnih domenah danih preslikav. Odtod sledi

-1
Cbt,to = ¢y 0 Cbto .
Druzina {¢; };cg s temi lastnostmi se imenuje lokalna I-parametric¢na grupa difeomorfizmov

nadomeni D C R". Beseda lokalna se nanasa na dejstvo, da je domena posamezne preslikave
¢ lahko prava poddomena v D.

Preslikava x — ¢,(x) se imenuje premik za cas t.
Infinitezimalni generator, kompletna vektorska polja

Obratno: Ce je {1 }1er lokalna 1-parametri¢na grupa difeomorfizmov na domeni D C R"
in definiramo (avtonomno) vektorsko polje F : D — R™ s predpisom

d
F(x):= Soua)| . xeD,

potem je ¢ (x) ravno tok polja F. To vidimo z odvajanjem identitete ¢, (X) = ¢;(¢s(x)) po
tprit =0:

d d

d
2|00 = | o) = 2| ai(0,(0) = F6.(x).

To vektorsko polje F' se imenuje infinitezimalni generator grupe {¢; };cr.

Vektorsko polje F na D C R" se imenuje kompletno, Ce za vsako tocko x € D tok
t — ¢(x) obstaja za vsak t € R.

Z drugo besedo, polje F' je kompletno, ¢e (in samo ce) je fundamentalna domena toka
enaka =R x D.

V tem primeru je druZina {¢;},cg enoparametri¢na grupa avtomorfizmov domene D.

(Avtomorfizem je difeomorfizem D na D.)
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Primer nekompletnega polja na premici

Vektorsko polje
F(x) = 2?, reR

doloca diferencialno enacbo

Resitev (smo Ze izracunali) je

Zo
t) = = .
(1) = ) = 10—
Maksimalni interval obstoja reSitve je
R, ceje xg = 0;
I, = ¢ (—00,1/x¢), Cejexy > 0;

(1/xp, +00), Cejexy <O.

Vektorsko polje F(x) = z* na R torej ni kompletno; edina kompletna tokovnica je tista skozi
0eR.

Primer: kroZenje okrog izhodis¢a v R?

Primer 1. Oglejmo si naslednje linearno vektorsko polje na R%:

F(z,y) = (—y,2).
Prirejeni sistem diferencialnih enacb je

T = -, Y=
Ce pomnoZimo prvo enatbo z zdt in drugo z ydt ter sestejemo, dobimo

zdx + ydy = %d(mQ +y%) =0.
Funkcija z2 + y? je torej prvi integral sistema in trajektorije so kroZnice s sredi$¢em v (0, 0).
Resitve zaCetnega sistema dveh enacb dobimo s primerno parametrizacijo kroznic:
x(t) = xo cost — yo sint, y(t) = xosint + yo cost,

Vektorsko polje F(x,y) = (—y, x) na R? je torej kompletno in njegov tok je

cost —sint T
= t —ysint, xsint t)=1 .. :
¢i(2,y) = (wcost —ysint, rsint +ycost) (slnt Cost> (y)

Posplositev: Hamiltonovo vektorsko polje
Naj bo E(x,y) gladka funkcija na R?. Vektorsko polje
oF OF
=-—,— | =(-E,, E,
g ( oy’ c%v) (=Ey, Ez)

se imenuje Hamiltonovo polje z energijsko funkcijo E' in
t=-LE, y=FE
je prirejeni Hamiltonov sistem. Za vsako tokovnico (z(t), y(t)) je

d
EE(x(t),y(t)) =E,0+ Eyy=E,(—E,)+ E,E, =0,
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torej je E prvi integral sistema. Trajektorija skozi (o, yo) leZi v nivojnici £ = E(xq,yo) =
c. Ce je ¢ nekriti¢na vrednost E, je trajektorija povezana komponenta nivojnice £ = ¢, ki
vsebuje (g, o). Vsaka kriti¢na tocka funkcije F je stacionarna tocka polja Hp. Ceje E
funkcija izérpanja na R?, kar pomeni

lim |E(z,y)| = +oo,

x2+y2—+o0
potem so njene nivojnice kompaktne in Hamiltonovo polje Hy je kompletno.
Primer: sedelna (hiperboli¢na) tocka

Kot drugi primer si oglejmo tok naslednjega vektorskega polja na R?:

F(z,y) = (2, -y).
Prirejen sistem
T =uz, y=—y
sestoji iz dveh neodvisnih enacb in lahko integriramo vsako posebe;j:

x(t) = zoe’, y(t) = yoe "

Polje je kompletno, prvi integral je xy = C, sistem je Hamiltonov, tok je ¢;(z,y) = (xe', ye™"),
in trajektorija skozi (o, yo) je
e ustrezna veja hiperbole xy = xgyo, Ce je xoyo # 0;
e poltrak +x > 0, y = 0, &e je 2y > 0in yo = 0, pri Cemer gre tok proti (+o00, 0) pri
T — +00;
e poltrak x = 0, +y > 0, Ce je o = 0 in +yp > 0, pri Cemer gre tok proti (0,0) pri
t — +o0;
e tocka (0,0), e je zg = yo = 0.
Drugi primer z istim prvim integralom

Oglejmo si tok naslednjega vektorskega polja na R%:

F(z,y) = (2°y, —zy®) = zy(z, —y).
To polje je proporcionalno prejSnjemu s faktorjem proporcionalnosti xy. Odtod sledi, da ima
v bistvu enak fazni portret, toda z drugacno parametrizacijo posameznih integralnih krivulj.

Prirejen sistem enacb je

t=ax"y,  §=-zy’.

Ce pomnoZimo prvo enacbo z ydt, drugo z zdt ter sedtejemo, dobimo
ydz + xzdy = d(zy) = 0.
Funkcija zy je torej prvi integral sistema. Njegove trajektorije so hiperbole zy = xyy # 0
ter toCke na obeh koordinatnih oseh.
Nadaljevanje primera
Spomnimo:
F(z,y) = (z%y, —zy*) = zy(z, —y).
Tok polja je enak

Gi(x,y) = (ze'™, ye ™) = (alt,z,y), b(t, z,y)).
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Preverimo! Najprej opazimo, da velja

a(t,z,y)b(t,xz,y) = xy
in zato
F(¢i(x,y)) = zy(a(t, z,y), —b(t, z,y)).
Po drugi strani je
b, y) = (z(ay)e™, —y(ay)e ™) = zy (ve'™, —ye V).
Izraza sta torej enaka.
V primerjavi s tokom polja (x, —y) iz prej$njega primera vidimo, da je hitrost na tokovnici

skozi dano tocko (x,y) spremenjena za faktor xy. Ko gre xy — 0, gre hitrost proti 0 in toCke
na koordinatnih oseh so stacionarne tocke.

Produkt vektorskega polja s prvim integralom

Obravnavani primer lahko posplo§imo. Naj bo F(x) neko avtonomno vektorsko polje,
¢:(x) njegov tok in u(x) nek prvi integral sistema. Slednje pomeni, da je za vsak x funkcija

t— u(P(x)) = u(x)
konstantna (neodvisna od t).
V tem primeri je
(%) = Bruix) (%)
tok vektorskega polja N
F(x) = u(x)F(x).
To polje ima isto smer kot F, velikost pa je pomnoZena z u(x). (Kjer je u(x) < 0, je seveda

smer vektorja obrnjena).

To vidimo iz veriZznega pravila in predpostave u(x) = u(¢;(x)) za vsak ¢:
77/.)75()() = Q.StU(X) (%) = w(X)F(drux) (%)) = w(rux) (X)) F (drux) (X))
= u(t(x))F (1 (x))
= Fr(x)).

Hamiltonova polja na R?"

Hamiltonova vektorska polja obstajajo na vsakem sodo razseznem evklidskem prostoru
R?", Oznacimo koordinate z

(Xay> = <$17' o Tny Y1, - 7yn)
Vsaki gladki funkciji F(x,y) priredimo njen Hamiltonian
Hp=(—Ey,Ex)=(—Ey,....,—E,,,Ey,....E,,).
Kot prej vidimo, da je E prvi integral prirejenega Hamiltonovega sistema
j:k:_Eyka yk:Ezka ]{?:1,...,71

in vsaka tokovnica (x(t),y(t)) lezi v ustrezni nivojni ploskvi F = c.
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V naravnih fizikalnih primerih funkcija £ predstavlja energijo sistema in zadnje omenjeno
dejstvo se imenuje zakon o ohranjanju energije.

Izkaze se, da ima pri n > 1 za ve€ino funkcij £ tok Hamiltonovega polja Hy kaoti¢no
obnasSanje na nivojnih hiperploskvah £ = c. Konkretno, skoraj vsaka tokovnica skoraj
vsakega Hamiltonovega polja je povsod gosta v ustrezni povezani komponenti nivojne ploskve.

Primer: Strizna polja
Vektorsko polje na R? oblike

F(z,y) = (0,a(z))

se imenuje strig. Njegov tok je
¢i(z,y) = (x,y +ta(z)), teR

Vektorsko polje oblike

F(z,y) = (0,a(x)y)
je posplosen strig in njegov tok je

Gu(a,y) = (z,ye"™),  teR

Splosne;jsi (posploseni) strig dobimo z istimi formulami v drugih sistemih linearnih koordinat
na R%. Strigi in posploSeni strigi so torej kompletna vektorska polja. Podobno definiramo
(posplosene) strige na R™ za vsak n > 1.

Zanimivost: Grupa vseh gladkih difeomorfizmov prostora R", ki je generirana s strigi
in posploSenimi strigi, je gosta v grupi Diff (R™) vseh difeomorfizmov v gladki kompaktno-
odprti topologiji. To pomeni, da lahko za poljuben r» € N vsak gladek difeomorfizem R" —
R™ aproksimirano v ¢ topologiji na kompaktih s kompozicijami strigov.

Redukcija enacbe viSjega reda na sistem enach

Navadno diferencialno enacbo n-tega reda
™ = ft,z, &, ..., ")
lahko prevedemo na sistem n diferencialnih enacb prvega reda tako, da uvedemo spremenljivke
=, Ty=1, x3=2=0, ..., xy=1x""V,

Tedaj je prvotna enacba ekvivalentna sistemu

[tl = I9
$'2 = I3
jfn = f(t,l'l,...,$n,1).

Ker ima ta sistem natanko eno lokalno resitev za vsako mnoZzico zacetnih pogojev x;(to) =
a:? (j =1,...,n),imaenacba n-tega reda natanko eno lokalno resitev s predpisano vrednostjo
in prvimi n — 1 odvodi v t = t,.

Primer Enacbo drugega reda
I+x=0; z(0) =1, (0) =2
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z uvedbo spremenljivke y = & prevedemo na sistem
T=vy, y=-—u; z(0) =1, y(0) = 2.
Ta sistem smo Ze reSili in njegova sploSna resitev je
x(t) = Asint + Bceost, y(t) =—Bsint+ Acost; A,BeR.
Dejansko je # = y in
Z(t) = y(t) = —Asint — Beost = —x(t).
Z upostevanjem danih zacetnih pogojev pa dobimo partikularno reSitev

x(t) = cost + 2sint.
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I1. poglavje: Eksistencni izreki
V drugem poglavju bomo spoznali izreke o obstoju reSitev navadnih diferencialnih enacb
in njihovih lastnostih.

Vsebina 6. predavanja V tem predavanju si bomo ogledali naslednje teme:

(1) Obstoj resitev navadne diferencialne enacbe
(2) Zvezna odvisnost resitve od zaCetnega pogoja
(3) Picardova iteracija

(4) Ocene napak v Picardovi iteraciji

Kaj bomo pokazali: Naj bo f (¢, r) zvezna funkcija na domeni D C R?, ki zados&a Lipschit-
zovemu pogoju v spremenljivki z:
za neko konstanto L € R, . Dokazali bomo, da ima vsak zacetni problem

. dx
€T = E - f(t,l’), I<t0) = Zo; (to,l’o) €D

natanko eno lokalno reSitev
x(t) = x(t; to, xo)
na nekem intervalu t € ({9 — a,to + @) C R, @ > 0. Poleg tega sta reSitev in njen t-odvod

zvezno odvisna od zacetnega pogoja (to, z).

Ce je funkcija f gladka razreda €7 (D) za nek € N, je vsaka resitev x(t; ty, z) razreda
¢" v vseh spremenljivkah. 1z enacbe sledi, da je njen ¢-odvod
(t;to, xo) = f(t, 2(t; o, o))

prav tako razreda ¢ v vseh spremenljivkah.

Analogni rezultati veljajo za sisteme navadnih diferencialnih enacb.
Osnovna ideja

Odvedljiva funkcija x(t) na intervalu [ty — «, tg + «], katere graf leZi v dani domeni D,
zadosc€a zaCetnemu problemu

T = Z—f = f(t, z), x(tg) = o

za neko tocko (tg, xg) € D natanko tedaj, ko zadosCa integralni enacbi
t
x(t) = o + / f(s,x(s))ds, t €[ty — a,to+ al.
to

Desno stran enacbe opazujmo kot operator, ki zvezni funkciji x(s) na [ty — «, to + «] priredi
zvezno odvedljivo funkcijo

(Ax)(t) = 20+ /t f(s,z(s))ds, t € [to—a,to+ a.

Ce nam uspe pokazati, da je operator o/ : E — F skréitev na nekem polnem metri¢nem

podprostoru E Banachovega prostora € ([t — «,to + «]) vseh zveznih funkcij na danem
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intervalu s supremum metriko, potem po Banachovem izreku obstaja natanko ena negibna
tocka € F operatorja 7. OCitno je ta negibna tocka reSitev zaCetnega problema.

Osnovni pravokotnik

Izberimo Stevili a > 0, b > 0 tako, da zaprt pravokotnik
P=P,,={(t,x): |t —to| < a, |z — x| < b}
leZi v domeni D C R2. NaSe osnovne predpostavke so naslednje:

e fjezveznana P.
o |f(t,x)] < M zavsak (t,x) € P.
o |f(t,z)— f(t,2")| < L|x — a'| za vsak par (¢t,z) € P, (t,2') € P.

Fiksirajmo Stevilo «, 0 < o < a, katerega vrednost bomo dolocili kasneje.

Ozna¢imo s € (FP,/2) Banachov prostor vseh zveznih funkcij x(¢,y) na pravokotniku
Pop/2 C Pap, opremljen s supremum normo

2]} = sup{[z(t, y)| : (t,y) € Papy2}
in prirejeno funkcijo razdalje (metriko) d(x, z’) = || — 2|

Iz predmeta Analiza 1 vemo, da je vsako enakomerno Cauchyjevo zaporedje zveznih
funkcij enakomerno konvergentno in njegova limita je zvezna funkcija. Odtod sledi, da je
prostor ¢’ ( P, /2) s to metriko poln metri¢en prostor.

Integralni operator

Definirajmo podmnoZico
E = {SL’ S %(wa/?) : x(t()’y) =Y, |‘T(tvy> - x0| S b za vsak (tmy) € Pa,b/Q}-

Funkcijo z = z(t,y) = z,(t) iz mnozice E si predstavljamo kot druZino zveznih funkcij
spremenljivke ¢ € [t) — «, to+ ], ki je zvezno odvisna od parametra y € [xo—b/2, 20+ b/2],
tako da je izpolnjen zaletni pogoj x(tp,y) = y in da graf funkcije = lezi v pravokotniku
Pa,b C Pa,b-

Ocitno je £ zaprta podmnoZica polnega metri¢nega prostora ¢ (P, /2), zato je I z zgoraj
definirano funkcijo razdalje poln metricen prostor.

Oglejmo si operator

A E — € (Payp), o (x)(t,y) =y —i—/t f(s,z(s,y))ds.

Funkcija <7 () je zvezna na P, /2, odvedljiva po ¢ in zado$c¢a

o (x)(t,y)

ot = ft.z@t,y), (x)(to,y) =y

Operator <7 : E — E je skréitev

Najprej pokazimo, da &/ preslika F nazaj v E, Ce je Stevilo a > 0 dovolj majhno. V

ta namen za poljubno funkcijo x € E ocenimo supremum razlike med funkcijo 27(x) in
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konstanto zo na (t,y) € Py /o

| (x)(t,y) — 20| < |y — 0|+

A}@AMM@

< b/24+ Ma
S b;

kjer smo upostevali | f| < M, |t — to| < «, in zadnja neenakost velja, Ce je

a < m
Tedaj graf funkcije .27 () nad intervalom [ty — a, to + o] leZi v pravokotniku P, 2 in je zato
</ . E — FE endomorfizem.
Operator <7 : E — E je skréitev

Sedaj pokazimo, da je &/ : E — F skrCitev, Ce je Stevilo @« > 0 dovolj majhno. Naj
bosta x, Z € E poljubna elementa. Spomnimo, da je L Lipschitzova konstanta za f. Ocenimo
razliko med funkcijama o7 (x) in <7 (Z):

A (2)(ty) — ()t y)] < [f@ﬂmm%—[f@ﬂwm%

< lu@aMm—mmuwWS

IN

/Lu@w—awmw

to
< Lo|lx—z| za |t —to < a.

Ce izberemo 0 < a < 1 /L, sledi 0 < La < 1in preslikava <7 je skréitev:
|/ (2) = o (Z)|| < Laflz — .
Povzetek: Ce ob zaletnih predpostavkah $tevilo « izberemo tako, da je
0 < o < min{a,b/2M,1/L},
potem je preslikava o/ : £ — FE skréitev za faktor Lo < 1.

Zakljucek: Po Banachovem izreku obstaja natanko ena negibna tocka x € FE operatorja
@/ : E — E. Torej x zadoS¢a enacbi

x@w=%@¢w=y+[f@MMM® (t.) € Paypo

Ce odvajamo po ¢, dobimo za vsako tocko (t,y) € Papo:

i‘(tay> = f(tvx(tay)>7 x<t073/> =Y.

To pomeni, da je z(- , y) reSitev zgornjega zaCetnega problema na intervalu ¢ € [to—«, to+ /],
ki je zvezno odvisna od zaCetnega pogoja y € [xo — b/2, xy + b/2]. Z manjSo spremembo v
dokazu bi lahko ugotovili, da je reSitev zvezno odvisna tudi od zaCetnega Casa ?.

Analogen dokaz deluje tudi za sistem diferencialnih enacb

x = F(t,x), x(ty) = Xo,
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kjer je x = (x1,...,2,) inje F = (f1,..., fn) zvezno vektorsko polje na neki domeni v
faznem prostoru R; x RZ, ki je Lipschitzovo v spremenljivki x.

Izrek o obstoju lokalnih resitev navadnih DE

S tem smo dokazali glavni del naslednjega izreka o obstoju in zveznosti lokalnih reSitev
sistema navadnih diferencialnih enacb. Zadnji del izreka za primer F' € €"(D,R"™) bomo
dokazali v 7. predavanju. Trditve o obstoju realno analiti¢nih reSitev ne bomo dokazali, ker
je dokaz tehni¢no precej zahteven.

Izrek. Naj bo D domena v R, x R} in F : D — R} zvezna preslikava, ki je lokalno na
D Lipschitzova v prostorski spremenljivki x. Potem za vsako tocko (tg,xg) € D obstajata
okolica (tg,x0) € U C D ter Stevilo o > 0, tako da ima zacetni problem

x = F(t,x), x(s) =y, (s,y) €U
natanko eno reSitev x(¢; s,y) naintervalut € (s — «, s + «).

Resitev x(t; s,y) je zvezna v vseh spremenljivkah, odvedljiva po ¢, in njen t-odvod je
zvezen v vseh spremenljivkah.

Ce je F gladka razreda 4" (D) za nek r € N, potem sta vsaka lokalna reitev x(¢; s, y) ter
njen t-odvod gladki razreda € na svoji domeni.

Ce je F realno analiti¢na, je vsaka reitev realno analiti¢na.
Sistemi navadnih DE s parametri
Zgornji izrek in njegov dokaz lahko Se nekoliko posploSimo.

Pogosto naletimo na diferencialne enacbe ali njihove sisteme, v katerih so poleg zacetnega
pogoja prisotni dodatni parametri; slednji se pojavijo tudi v reSitvi.

Kot primer si oglejmo si zacetni problem
x = F(t,x,u), x(s) =y,
kjer je u = (uq, . .., uy) vektor dodatnih parametrov.

Izrek o obstoju in regularnosti resitev x(¢; s, y, u) $e vedno velja, s podobnim dokazom, v
katerega vgradimo odvisnost od parametra u.

e Ce je funkcija F zvezna v vseh spremenljivkah in Lipschitzova v spremenljivki z, sta
reSitev x(¢; s, y, u) in njen t-odvod zvezna v vseh spremenljivkah.

e Ce je F gladka razreda €" za nek r € N, sta reitev in njen ¢-odvod gladki razreda
C".

e Ce je F realno analiti¢na, je vsaka reSitev realno analiti¢na.

Picardova iteracija. Spomnimo se, da negibno tocko skr¢itve & : £ — FE najdemo z
iteracijo. Za¢nemo s poljubno zy € F in rekurzivno definiramo

xk+1=£7(a:k), k:0,1,2,....
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Vsako tako dobljeno zaporedje funkcij x;, konvergira proti negibni tocki x = limy_,o, xx € F
preslikave o7, torej resitvi diferencialne enacbe.

Zacnemo lahko s konstantno preslikavo z((t) = xg in iteriramo:

zi(t) = :170+/ f(s,z0)ds

Ta postopek se imenuje Picardova iteracija ( Emil Picard, 1856-1941).

Primer Picardove iteracije

Iteracija:
ﬂfo(t) =1
t
r1(t) = 1+/ zo(s)?ds =1+t
0
t t
xo(t) = 1 +/ r1(s)%ds =1 +/ (14+s)ds=1+t+1*+13/3
0 0
t
r3(t) = 1+/ vo(s)?ds =1+t + 1>+ 4 - -
0
Resitev je

1 00
k=0

Opazimo, da se Taylorjev polinom reda k v tocki ¢y = 0 priblizka x4 (¢) ujema z ustreznim
Taylorjevim polinomom limite x(¢). To je splo$no dejstvo, ki ga bomo dokazali.

Hitrost konvergence iteratov k reSitvi. Naj bo &7 : F — E skr¢itev s faktorjem 0 < ¢ < 1
na polnem metri¢nem prostoru (F, d), torej je

d(<f (z), () < q-d(x,T) zavsakparz,T € E.
Potem za vsako zaporedje iteratov

To, T1= Jy('170)7 Ty = %(xl% S
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in za limito z = limy_,, =) veljajo naslednje ocene za vsak k& € N:

d(xg, tp1) < qkd(xo,xl),

d(z, ) < Zd(ﬂﬁj,l’jﬂ) qujd(%,%)
=k =k
qj
=0
k

= d(xg,acl)qk

(l’g, .flfl) 1
Ocena napake v Picardovi iteraciji

Uporabimo te ocene v Picardovi iteraciji, kjer za zacetni priblizek xy vzamemo konstanto
zo(t) = x¢ iz zaletnega pogoja x(tg) = xo. Naslednji priblizek je

t
() = 70 +/ F(s,m0)ds,  |ea(t) — zo < M-|t —tol.
to

Tu je M > 0 zgornja meja za | f| na osnovnem pravokotniku P, ;.

Videli smo, da na vsakem intervalu ¢ € [ty — a, g + ], kjer je
0 < o < min{a,b/2M,1/L},
velja
| () (t) — o/ (2)(1)] < aLflx — Z|.
Torej je Stevilo ¢ = aL. < 1 faktor skr¢itve preslikave </ : ¥ — E na pravokotniku F, j /5.
Ocena napake v Picardovi iteraciji

Zgoraj smo dobili naslednjo oceno za razdaljo med k-tim pribliZkom x, in reSitvijo x:
k

d(z,zy) < d(xg, 1) —
Pri nas je
g=aL in |xi(t) —xo| < M-|t —to].

Uporabimo to oceno za fiksen ¢, ki zado$¢a |t — to| < « (torej lahko v nadomestimo z |t — |
in vzamemo q = |t — to|L):

(It —to|L)" |t — to|* ' L*
Ty AL T
Vidimo, da se funkcija x(¢) in njen k-ti priblizek x(¢) v Picardovi iteraciji ujemata do reda k
v zacetni tocki ¢ = t(; napaka je reda velikosti

lz(t) — 2, (t)| = O(Jt — to|*™), |t —to] << 1/L.

|2 (t) — (1)) < M- [t = to|

Izboljsana ocena napake v Picardovi iteraciji

Dobljeno oceno napake lahko bistveno izboljSamo. Za¢nemo kot prej:

zo(t) = xg, x1(t) = 20 +/ f(s,xq)ds.
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Naj bo z(t) resitev enacbe, torej

t
x(t) = xo +/ f(s,z(s))ds, |t —to] <a.
to
Naprej pa takole. Naj bo L Lipschitzova konstanta za f in |f| < M. Tedaj:
t
[ Ut atoplas
to

|z(t) = zo(t)] < < M|t —to,

jz(t) = : (1) <

[ (s, 2(5)) — F(s,70)|ds

¢
/ |z(s) — xol|ds
to
¢
/M\s—x0|ds
to

42
Mth fol .
2

< L

L

IN

IN

Izboljsana ocena napake v Picardovi iteraciji

Dobljeno oceno sedaj uporabimo v naslednji oceni:

|z(t) = 22 ()] <

< L |z(s) — x1(s)|ds
to
t 2
< L/ML'S t0|d‘
to
< pr2lt=hl
3!

Nadaljujemo induktivno in za vsak k£ = 1,2, 3, ... dobimo oceno
el =t M (L]t — to])
(k+1)! L (k+1)
To je (k + 1)-ti ¢len v eksponentni vrsti za 2 el*~*l. Ta vrsta konvergira bistveno hitreje kot
geometrijska vrsta zaradi faktorja (k + 1)! v imenovalcu.

|(t) — zx(t)] < M

Obstoj resitev pri Sibkejsih pogojih
Zacetni problem
&= f(t,x), x(to) = o
ima lokalno v okolici (¢, z) resitev tudi v primeru, ko je funkcija f samo zvezna (in ni nujno
Lipschitzova v spremenljivki x).

Eksisten¢no teorija za take sisteme najdemo npr. v prvih dveh poglavjih knjige

P. Hartman, Ordinary Differential Equations. John Wiley & Sons, New York, 1964.
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Videli pa smo Ze primere, ko reSitev ni enoli¢na, to je, skozi to¢ko (tg, xo) lahko poteka
veC reSitev enacbe. Konkreten tovrsten primer je enacba

i=+/]z], x(0)=0.

Funkcija © — +/|x| v okolici toc¢ke # = 0 ni Lipschitzova, je pa Holderjevo zvezna z in-
deksom 1/2. V tem primeru nima smisla govoriti o zvezni odvisnosti resitev od zacetnega

pogoja.
Vsebina 7. predavanja

V tem predavanju si bomo ogledali naslednje teme.

(1) Gronwallova lema

(2) Ocena razdalj med tokovnicami

(3) Gladka odvisnost resitev diferencialnih enacb od zacetnih pogojev in parametrov
(4) Taylorjev razvoj toka

(5) Numeri¢ne metode za aproksimacijo resitev

Gronwallova lema (Thomas Hakon Gronwall, 1877-1932)

Lema. Naj bo g(t) > 0 nenegativna zvezna funkcija na intervalu [a,b] C R, ki zados¢a
neenakosti

t
o) SCHK [ glo)ds, te oy
za nek par nenegativnih konstant C, K > 0. Potem velja

g(t) < Ce™ t € fa,b].

Dokaz: Definirajmo funkcijo

Uporaba: Ocena oddaljenosti tokovnic
Trditev. Naj bo x(t, y) resitev zaCetnega problema
i(t,y) = f(t,x(t,y)), x(to,y) =y
na nekem intervalu ¢, € [ in za neko mnozico zacetnih vrednosti y € U C R.
Denimo, da graf funkcije = lezi v domeni D C R?, na kateri velja Lipschitzova ocena
|f(t,x) = f(t,2")] < Lz — /).
Tedaj velja naslednja ocena za razdaljo med dvema tokovnicama:
L|t—to]

lz(t,y) — z(t,yo)| < ly — wole
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Tokovnici se torej oddaljujeta najvec¢ eksponentno. Primer z eksponentno rastjo je npr. kar
& = z z refitvijo z(t, zg) = xoe'.
Dokaz

x@w=y+[f@w@w»®

Mtw—wﬁwdzy—ym+/(ﬂ&w@yﬁ—f@wwwwﬁﬁ

to

Definirajmo funkcijo
g(t) := la(t, y) — 2(t, yo)| = 0.

Po trikotniski neenakosti in z uporabo Lipschitzove ocene Clena pod integralom sledi

Ay@%.

L{t—tol

g(t) <ly—wyo|l + L

Po Gronwallovi lemi sledi
g(t) < ly —yole
in lema je dokazana.

Splosnejsa oblika Gronwallove leme

Lema. Naj bosta ¢(¢) in u(t) nenegativni zvezni funkciji na intervalu [a,b] C Rin C' > 0
konstanta. Ce je

g(t) < C—I—/ u(s)g(s)ds, t € |a,b],

potem velja

g(t) < Cela®®® 1 e [a,b).

Dokaz. Denimo najprej, da je C' > 0. Tedaj

qw:c+/u@mmuzc>mtemﬂ,

G(t) = u(t)g(t) < u(t)G(t), t € [a,b].
(Neenakost g(t) < G(t) sledi iz definicije funkcije G in predpostavke leme.) Z integracijo
dobimo
g(t) < G(1) < Cela O
zat € [a,b]. Za C' = 0 sledi g(t) = 0 z limitnim prehodom.
Ocena razdalje reSitev pri perturbaciji enacbe

Soroden problem je ocena razdalje med tokovnicami razli¢nih sistemov diferencialnih
enacb. Naj bosta z(t) in y(¢) resitvi problemov

T = f<t7$)v x(tO) = Zo; Y= g(t’y)> y<t0) = Yo.
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Denimo, da je | f — g| < e in je L Lipschitzova konstanta za g. Tedaj je

() —y(t) = zo0—yo+ / (f(s.2(5)) — g(s. 2(s)))ds

to

[ (o (o) = ot )

to

lz(t) —y(t)] < |zo—yo|l +elt—to| +L

A () — y(s)lds

Iz Gronwallove leme sledi
(1) — y(t)] < (lwo — yo| + €ft — to]) XL,

Gladka odvisnost reSitve od zacetnega pogoja

Sedaj bomo dokazali naslednji izrek, ki smo ga Ze omenili v 6. predavanju.

Izrek. Naj bo D domena v R, x R} in F : D — R preslikava razreda " za nek r € N.
Potem sta reSitev x(¢,y) zaletnega problema
x = F(t,x), x(tg) =y

in njen t-odvod funkciji razreda " v spremenljivkah (¢, y).

Opomba: Vsaka funkcija razreda 6’* na neki domeni je lokalno Lipschitzova. Za funkcije
na intervalu / C R to sledi direktno iz Lagrangejeve formule

f(xe) — f(x1) = f/(§)(xg — 1) zanek & € (x1,12).
Ce zoZimo f na nek zaprt omejen interval J C I in definiramo L = max{|f'(¢)| : ¢ € J},
sledi
|f(xo) — f(x1)| < Llxg — x1| za vsak par z1, x5 € J.
Podobno dokaZemo rezultat za funkcije ve¢ spremenljivk.
Dokaz,r =1

Omejimo se na primer n = 1, ko je © = xz(t, y) skalarna funkcija.

Najprej bomo obravnavali primer r = 1, torej je funkcija f (¢, x) zvezno parcialno odvedljiva
in je funkcija x (¢, y) resitev enacbe
i(t,y) = f(ta(ty), x(to,y) =y
na nekem kompaktnem intervalu ¢ € I. Dokazati Zelimo, da parcialni odvod
ox

¢(t7y) = ay (t7y>7 1/)(150;9) =1

obstaja za t € I. Ce ta odvod obstaja, potem z odvajanjem osnovne enacbe po spremenljivki
y vidimo, da 1) zadoS¢a enacbi
~ 0*x of
Ly = —(t,y) = 5=(t, x(t t t =1.
¢(7y) atay<7y) ax( ,I( 7y)>2/}(7y)7 w( 07y)
To je druzina homogenih linearnih diferencialnih enacb, ki je zvezno odvisna od parametra y.

Imenuje se linearizacija prvotne enacbe vzdolz resitve x(t, y).
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Po eksisten¢nem izreku reSitev ¢(¢,y) obstaja in je zvezna. Prav tako je njen t-odvod
Y(t,y) zvezna funkcija, kar vidimo iz desne strani zgornje enacbe.

Dokaz, r =1
Sedaj bomo dokazali, da je reSitev z(t,y) osnovne enacbe zares odvedljiva po y in velja
g—;(t, y) = ¥(t,y), kjer je 1(t, y) resitev zgornje linearne DE.

Naj bo D' C D C R? malce manjsa domena, ki vsebuje graf opazovane resitve z(t,y).
Ker je f razreda ¢, obstaja za vsak € > 0 tak 6 > 0 (neodvisen od ¢ z danega kompaktnega
intervala), da za vsak par tock =, g € D’ velja

f(t,x) — f(t, ) = %(t, xo)(z — xo) + R(t, x, x0),

|z —xo] <6 = |R(t,z,20)| < €|z — x0].

Naj bosta z(¢,y) in x(t, yo) dve resitvi iz dane druZine, pri ¢emer bomo y, fiksirali, y pa
spreminjali.

Z integracijo diferencialnih enacb za x in v dobimo naslednje identitete.
Dokaz, r =1

£(t,y) — 2(tyo) = ¥—vo+ / (F(s,2(s,9)) — (5. 2(5, 30))) ds

to

= vt [ sl n) (a(s,) = o) ds

+/ R(s,z(s,40),x(s,y))ds

to

¢(t>yo) = 1+\/t %(S?x(&yO))w(S?yO)ds

t
0
Gty =) = v w5 (sl 0) Gl - v
to
Odstejemo drugo enacbo od prve:
g(t,y) = x(t,y) —x(t, %) — ¥ y0)(y — vo)

= [ St matev)is+ [ Rs.r(s. ). a(s. ).

to
Dokaz, r =1
Sedaj bomo ocenili ostanek R in funkcijo g. Spomnimo se:
v — x| <0 = |R(t,x,20)| < €|lx — x| zavsakt € I.
Iz Gronwallove neenakosti smo dobili oceno

|.T(t,y) - x(t>y0)| < ‘y - y0|€L‘t_t0‘ < 57
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kjer je L Lipschitzova konstanta za f (¢, z) v spremenljivki z. Zadnja ocena < 0 velja, Ce je y
dovolj blizu yy in je |t — to| < C zanek C' > 0. Odtod sledi

< eC —
> € |SI_I;Oa|>S(C|x(Svy> $(37y0)|

< €Cly — yole™.

/R(s,x(s,yo),a:(s,y))ds

to

Izberimo M > 0, tako da velja

‘g(t»x(t,yo))‘ <M zalt—t)| <C.

ox
t
/ lg(s, 4)|ds
to

Iz definicije g in zgornjih ocen sledi za |t — to| < C

9(t, )| < €Cly — yoler + M

Dokaz, r =1

Iz Gronwallove leme sledi za |t — ty| < C:
l9(t,y)] < €Cly — yole“FeM =l < eCly — yoleCHHM).

Za dan € > 0 ta ocena velja, Ce je razlika |y — yo| dovolj majhna, pri ¢emer so C, L, M
konstante (neodvisne od y). To ravno pomeni, da je

t
lim M:o zavsakt € 1.

Y=o ]y - yo‘

Ker po definiciji funkcije g velja

z(t,y) — x(t,y0) = ¥(t,50)(y — vo) + 9(t,y),
sledi iz definicije parcialnega odvoda, da je

0
a_:;(tvy()) = ¢(t7y0)7 te ]7

kar smo Zeleli dokazati.

S tem je izrek o regularnosti dokazan za r = 1. Iz analize dokaza lahko vidimo, da velja
isti rezultat tudi ob prisotnosti dodatnih parametrov v enacbi in resitvi.

Skica dokazazar > 1

Denimo sedaj, da je funkcija f razreda €. Naj bo (¢, y) resitev problema

i(t,y) = [t z(t,y), x(to,y) =y.
Videli smo, da njen prvi parcialni odvod

Y(t,y) = g—z(t,y)

obstaja in zadoS¢a homogeni linearni diferencialni enacbi

dltsy) = D) = D2t )0l y), (i) =
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Sedaj bi radi dokazali, da je v (¢, y) zvezno parcialno odvedljiva na spremenljivko . Ce je
odvedljiva, potem njen odvod

olt,y) = g—ju,w

zadosc¢a naslednji enacbi, ki jo dobimo z odvajanjem enacbe za 1):

Skica dokazazar > 1

o(t.y) = ;;gt - % <g—£(tax(t,y))w(t,y))
= %(tax(t, y)o(t,y) + %(t, 2t y)?, ot y) = 0.

To je druzina nehomogenih linearnih diferencialnih enacb z zveznimi koeficienti in parametrom
y za funkcijo ¢(t,y). Taka enacba ima reSitev na vsakem intervalu, kjer so koeficienti defini-
rani in zvezni.

S tem smo problem reducirali na prejSnji primer za r = 1 s tem, da imamo sedaj druzZino
diferencialnih enacb, odvisnih od parametra y. Ta razlika ni bistvena in podobno kot prej lahko
pokazemo z uporabo Gronwallove leme, da je ¢(t,y) dejansko enak parcialnemu odvodu

¥(t,y) poy.

Analogno nadaljujemo za viSje odvode. V induktivhem koraku predpostavimo, da je f

razreda ¢ 1. Enacbo za r-ti odvod %x(t, y) odvajamo po y in dobimo novo linearno difer-

encialno enacbo z zveznimi koeficienti za (r + 1)-ti odvod %x(t, y). Nato postopamo kot
zgoraj.
Taylorjev razvoj resitve enacbe

Denimo, da je funkcija x(t) reitev problema

2(t) = f(t,x(t)), x(to) = o
1z definicije sledi
x(t) = o + f(to, 20)(t — to) + o(|t — tol).
Ce je f razreda ¢, lahko osnovno enatbo odvajamo po ¢ in dobimo

#(0) = 20, 00) + 21, w()(0) = T 1, 20) + I 1,201, 2(0).

V tocki t =t je torej
i(to) = filto, o) + fulto, o) f(to, To),

z(t) = o+ f(to, vo)(t —to) + %(ft(th 20) + fu(to, o) f (to, 20) ) (t — to)* + o(|t — to|?).

Ce je f razreda €, lahko enalbo r-krat odvajamo in s tem dobimo Taylorjev razvoj resitve
x(t) okrog t = to doredar + 1.

Visje odvode lahko na krajsi nacin zapiSemo z uvedbo diferencialnega operatorja

0 0



Ta operator predstavlja vektorsko polje V' (¢, ) = (1, f(¢,z)) na ravnini, ki pripada sistemu
enacb
t=1, &= f(tu).

Vrednost operatorja V' na poljubni funkciji g(¢, x) je nova funkcija
0 0
\% =\ = o = z) -
Z odvajanjem funkcije g (¢, x(t)), kjer je x(t) reSitev enacbe, dobimo

%Mtﬂﬂ%=m@x®)+%@Jﬁ»ﬂtﬂﬂ%=vwﬂtﬂﬂ)

Ce to uporabimo na funkciji ¢ = f, dobimo iz formule na prej$nji strani
. of of
B(t) = - x(t) + 5= x() f (&, o)) = V(f)(E, x(1)).
ot ox
Ce uporabimo isto formulo za funkcijo g = V(f), dobimo
dS
() = V()& 2(t) = VAL, 2(t).
Ce je f razreda €, lahko induktivno nadaljujemo in dobimo za vsak k € {1,...,7 + 1}:
d* _
St = VI () (8 a(0).
S tem dobimo Taylorjev razvoj resitve x(t) okrog t = to:

r+1

mﬂ:xwﬁ+§jévk%ﬁ@mﬂm»@—mf+OW—uwﬂy

Taylorjev razvoj toka vektorskega polja

Analogna Taylorjeva formula velja za reSitve sistema diferencialnih enacb

x = F(t,x),
kjer je x = (x1,...,2z,) in F = (f1,..., fa). Ce je F razreda €', dobimo z odvajanjem
reSitve
. 0
xX(t) = —th +Za (t,x(t))z;(t)
= D)+ Y0 2 (rx(e) (e x(0)
ot = oz’ 7

Za k-to komponento x(t) reSitve x(t) imamo
. 0 0 f
B(1) = o f +Z E(,x(1) 10, x(1)

Prirejeni diferencialni operator je torej

V—_+ija
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Taylorjev razvoj toka vektorskega polja

Ce definiramo

VIF)=V(fi,..., fa) = (V(fl), . .,V(fn)),

lahko enacbo za X(t) zapiSemo v vektorski obliki
X(t) = V(F)(t x(t)).
Ce je F razreda ¢”, dobimo z indukcijo
dk
ﬁx(t) =V"UF)(t,x(), k=1,2,...,r+1,
pri Cemer je
Taylorjev razvoj resitve okrog neke zacetne tocke (to, x(tg) = Xo) je torej

r41
1 — T
Mﬂ:xm+§:HVk%Fxmx@@—%f+oW—¢d+W
k=1
Uporaba pri numeri¢nem reSevanju

Radi bi poiskali priblizno reSitev problema

#(t) = [t (1), =x(to) = o
na nekem intervalu [to, b]. Interval razdelimo na veliko Stevilo n enakih delov dolZine § =
(b — ty)/n in uvedemo delilne tocke

ty=to+ k6, k=0,1,2,...,n.

V najpreprostejsi linearni aproksimaciji aproksimiramo resitev z(¢) na prvem intervalu [to, ¢;]
z linearno funkcijo

I1<t> = xg + l’(to)(t — to) = X9+ f(to, xo)(t — to).
Oznacimo
T = I‘l(tl) =Ty + f(to, 1'0)6

Na intervalu [t;, t5] na enak na¢in dolo¢imo aproksimativno linearno resitev
IQ(f) =x1 + l’(tl)(t — tl) =1+ f(tl, xl)(t - tl).

Tako nadaljujemo do konca.
Uporaba pri numeri¢nem reSevanju

Napaka na vsakem intervalu je reda velikosti o(1/n); kumulativna napaka na n intervalih
je torej n-o(1/n). Ker je
. . o(1/n)
1 M 1 = 1 —_— O
dm n-o(l/n) = lim === =0,
zaporedje tako dobljenih odsekoma linearnih priblizkov konvergira k pravi resitvi enakomerno

na intervalu [¢y, b], ko gre Stevilo delilnih tock proti co.
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Ce je f razreda 6" za nek r € N, lahko dobimo bolj$e priblizke resitve z uporabo Tay-
lorjevih polinomov stopnje r + 1. Npr., pri # = 1 vzamemo na intervalu [t, ¢;] kvadrati¢ni
priblizek

1
Jil(t) =Ty + f(to, xo)(t - to) + §(ft + f;pf>(t0, xo)(t — t0)2.

Oznadimo x; = x(¢;). Na naslednjem intervalu [t;, t5] vzamemo priblizek

ra(t) = 1+ F{tr20) (1~ 1)+ 5 (h + L)t )t )"

Tako nadaljujemo do konca. Enakomerna napaka pri uporabi Taylorjevih polinomov reda
r + 1 je reda velikosti n - o(1/n" 1) = o(1/n").

Vsebina 8. predavanja

Obravnavali bomo naslednje teme o tokovih vektorskih polj.

(1) Fundamentalna domena toka

(2) Osnovne lastnosti toka

(3) Kompletna vektorska polja

(4) Uporaba funkcij Lyapunova

(5) Liouvilleova formula za volumen toka
Enolicnost resitev

Opazujmo sistem diferencialnih enacb
x = F(t, x)
nadomeni D C R, x RZ, kjerje x = (x1,...,2,) inF = (f1,..., fn).

Lemma 0.1. Naj bosta x(t) in y(t) resitvi danega sistema enacb, ki sta definirani na inter-
valih I C R oziroma J C R. Ce za neko tocko ty € I N J velja x(ty) = y(to), potem velja
x(t) =y(t)zavset € INJ.

Dokaz: Mnozica
E={telInJ:x(t)=y()}

je zaprta v intervalu I N J, ker sta obe funkciji zvezni.

Po izreku o enoli¢nosti reSitve zaCetnega problema sledi, da je F tudi odprta. Kerje I N J
povezana mnoZzica, sledi £ = 1 N J.

Maksimalna domena resitve
Posledica. Za vsak tocko (tg, Xo) € D ima zaCetni problem X = F(¢,x), x(tg) = X, natanko
eno reSitev x(¢) na nekem najve¢jem odprtem intervalu

L1y xo = (a(to, Xo),w(to,X0)) C R,

ki vsebuje tocko to: —oo < aftg, xo) < to < w(to,Xg) < F00.

To pomeni, da dane reSitve ne moremo nadaljevati na noben vecji interval, ki vsebuje
I, x,- Lahko pa morda najdemo reSitve na drugi intervalih, disjunktnih z [} «,. Te reSitve

nimajo nicesar opraviti z opazovano.
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Maksimalni interval resitve [;, », dobimo tako, da v mnozico vseh parov (I, x), kjer je
I C R odprt interval in je x : I — R" reSitev, uvedemo ekvivalen¢no relacijo ~ tako, da
proglasimo poljubna dva para (/,x) in(J,y) za ekvivalentna, e je I N'.J # @ in je x = y na
I N J. Relacijo nato raz§irimo po tranzitivnosti:

(I,x) ~ (J,y) in (Jy) ~ (K,z) = (I,x) ~ (K, z).
Za I, x, vzamemo unijo vseh intervalov v ekvivalen¢nem razredu, ki vsebuje neko lokalno
reSitev danega zaCetnega problema okrog (%o, Xp).
Tokovnice so paroma disjunktne
Zgornji argument pokaZe naslednjo pomembno lastnost maksimalnih reSitev.

Trditev. Ce stax : I — R"iny : J — R”™ maksimalni reitvi sistema x = F(¢,x), potem
sta njuna grafa v faznem prostoru R x R" bodisi disjunktna, bodisi sovpadata.

Ce je sistem avtonomen, torej X = F(x), potem sta poljubni dve maksimalni trajektoriji v
R™ bodisi disjunktni, bodisi sovpadata.

Prva trditev je posledica enoli¢nosti lokalnih reSitev in definicije maksimalnih reSitev.

Za dokaz drugega dejstva opazimo, da je za vsako reSitev x(¢) avtonomnega sistema x =
F(x) tudi t — x(f + s) njegova resitev za poljuben s € R.

Ce se dve maksimalni tokovnici x(t) in y(t) ujemata v paru tock, torej x(to) = y(t1),
potem se tokovnici x(t) in ¢ — y(t + t; — o) ujemata pri ¢t = t, in zato po enoli¢nosti in
maksimalnosti sovpata.

Avtonomni sistemi

Vsaka trajektorija avtonomnega sistema x = F(x) na domeni D C R" je bodisi vloZena
krivulja, ki je lahko odprta ali sklenjena (peridodi¢na orbita), bodisi stacionarna tocka (nicla)
vektorskega polja F. Tokovnica, ki je krivulja, ne vsebuje nobene stacionarne to¢ke. Tokovnice
so paroma disjunktne. MnoZica vseh trajektorij se imenuje fazni portret sistema.
Fundamentalna domena in lastnosti toka

Pojem toka vektorskega polja oziroma, ekvivalentno, sistema diferencialnih enacb
x = F(t, x)

smo uvedli Ze v 5. predavanju. Za poljubno zacetno tocko (ty,X() 0znacimo s ¢ +— ¢4, (Xo)
resitev zaCetnega problema s ¢y, ;,(Xo) = X,. Preslikava

(t,%0) = Pt (X0)
se imenuje tok vektorskega polja F, ki je inicializiran v Casu ty. MnoZica
Q, = {(t,x) €R": (to,x) € D, t € I;x}
= {(t,x) e R": (tp,x) € D, a(ty,x) <t < w(to,x)}
se imenuje fundamentalna (maksimalna) domena toka ¢, +,. To je mnozica vseh parov (¢, x),

za katere je ¢;+,(x) definiran. Ta domena je v sploSnem odvisna od %, razen ¢e je polje F

avtonomno.
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Direktno iz definicij in izreka o lastnosti reSitev sledijo naslednja dejstva:
(D e =1d, P15 0 Psu = Pt
(2) Naj bo F razreda ¢, r € N. Za vsak par Stevil s,¢ € R je preslikava
{x:(t,x) € A} 3x — ¢rs(x) € D CR"
¢ difeomorfizem na svojo sliko in velja ¢;_ L= ey

Tok avtonomnega vektorskega polja
V primeru avtonomnega vektorskega polja F(x) na domeni D C R" ozna¢imo s

$e(x) = Pr0(x)

tok polja, ki je inicializiran v Casu ¢, = 0. To pomeni, da je

d
50 =F(a(x)),  do(x) =x.

Za fiksen s je o€itno t — ¢, s(x) tokovnica, ki je v Casu ¢t = 0 v toCki ¢,(x). Ker je tudi
t — ¢¢(¢s(x)) tokovnica z isto zacetno tocko ¢s(x) pri t = 0, iz enoli¢nosti sledi

G10¢s = brys,  Go=1dp, ¢ ="

na maksimalnih domenah danih preslikav. Odtod sledi

~1
¢t78 - ¢t o gbs .
DruZzina {¢; };cg s temi lastnostmi se imenuje lokalna I-parametricna grupa difeomorfizmov

nadomeni D C R". Beseda lokalna se nanaSa na dejstvo, da je domena posamezne preslikave
¢ lahko prava poddomena v D.

Preslikava x — ¢,(x) se imenuje premik za as t (angl. time-forward map).
Infinitezimalni generator, kompletna vektorska polja

Obratno: Ce je {1 }1er lokalna 1-parametri¢na grupa difeomorfizmov na domeni D C R"
in definiramo avtonomno vektorsko polje F' : D — R" s predpisom
d
F(x) = - n(x)| D
()= 56| . xeD,
potem je ¢ (x) ravno tok polja F. To vidimo z odvajanjem identitete ¢, s(X) = ¢(¢s(x)) po
tprit=0:
d d d
- = - s - 7 s =F s .
200 = 2| o= 2| ou.x)) = F(6,(x)
To vektorsko polje F se imenuje infinitezimalni generator grupe {¢; }icr.

Kompletna vektorska polja

Avtonomno vektorsko polje F na D C R" se imenuje kompletno, ¢e za vsako tockox € D
tok ¢ — ¢;(x) obstaja za vsak t € R.

Z drugo besedo, avtonomno vektorsko polje F je kompletno, ¢e (in samo Ce) je fundamen-
talna domena toka enaka {2 = R x D.

V tem primeru je druZina { ¢, };cr enoparametricna grupa avtomorfizmov domene D. (Av-

tomorfizem je difeomorfizem D na D.)
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Primer 1. Z metodo locitve spremenljivk smo videli, da ima enacba

b= z(0)=z9€R

reSitev
To
z(t; xo) = .
Ce zamenjamo zaletni pogoj x, z « in refitev ozna¢imo s ¢i(z), vidimo
x
)= ——— - tok polja F(z) = 2.
d(@) = T polja F(x)

Z odvajanjem po ¢ pri ¢t = (0 dobimo infinitezimalni generator

0 5

— =z" = F(x).

ot t=0¢t(x) ‘ (z)

Fundamentalna domena je
Q={(t,z): x>0, —co<t<1l/z}U{(t,z) 12 <0, 1/x <t < +oo}.
Vektorsko polje F'(z) = 2% na R torej ni kompletno.
Primer 2. Oglejmo si sistem dveh enacb:
T =2x, yY=-—xY.

Poiskati Zelimo tok ¢;(x,y) in najti njegovo fundamentalno domeno. V ta namen najprej
re$Simo zgornji enacbi ob zacetem pogoju

.T(O) = Zo, y(O) = Yo-
Prva enacba je homogena linearna v x in neodvisna od y; reSitev je
z(t) = zoe*.

Vstavimo resitev v drugo enacbo:

= —zoe™y, y(0) =y
To je spet homogena linearna enacba in reSitev je

y(t) = yoe~ fg zoe?*ds _ yoexo(lfth)/Z'

Tok polja F(z,y) = (22, —xy) je torej enak

2

Fundamentalna domena je R, X R¢, |

X torej je polje kompletno.
Tokovnice z omejenim maksimalnim intervalom

Trditev. Naj bo / = (o,w) C R maksimalni interval neke resitve x(¢) sistema x = F(x)
na domeni D C R". Ce je w < +o0, potem za vsako kompaktno mnoZico K C D obstaja
Stevilo ¢ € [, tako da velja

x(t) € D\ K zavsak ¢ <t < w.

Analogen rezultat velja za spodnjo mejo o > —o0.
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Torej tokovnica x(t) € D zapusti vsako kompaktno mnoZico v D, ko gre ¢ proti kon¢ni
spodnji ali zgornji meji maksimalnega intervala. To pomeni, da gre tocka x(¢) proti robu
domene D ali pa proti neskonénosti v R™. Taka pot se imenuje divergentna v D.

Trditev pove, da je edini moZni razlog, zakaj neka tokovnica ne Zivi ve¢no, da v kon¢nem
asu doseZe rob domene D sistema v R™ U {oo}.

Analogna lastnost velja tudi za neavtonomne sisteme, le da je v tem primeru D domena v
R; X RZ. Graf (t,x(t)) resitve je divergenten v D, ko gre Cas t proti koncni zgorni ali spodnji
meji maksimalnega intervala.
Dokaz trditve. Denimo, da za neko kompaktno mnozico K C D ni takega Stevila c¢. To
pomeni, da obstaja naras¢ajoce zaporedje t; < to < t3 <...Stevilv] = (a,w) zlim; , t; =
w, za katere je x(t,) € K.

Po eksistencnem izreku ima vsaka tocka p € D odprto okolico U, C D in Stevilo €, > 0,
tako da ima vsak zaCetni problem x = F(x), x(0) = y € U, reSitev na intervalu (—e¢,, +¢,).

Ker je mnozica K kompaktna, koncno mnogo takih okolic pokriva K. Naj bo e > 0
najmajSe od ustreznih Stevil. Tedaj za katerokoli tocko p € K reSitev, ki gre pri ¢t = 0 skozi p,
obstaja (vsaj) na intervalu (—e, +¢).

Izberimo t; v zgornjem zaporedju tako, da je w — t; < e. Naj bo y(¢) resitev na intervalu
t € (—e,+e€) z zacetnim pogojem y(0) = x(¢;) € K. Tedaj lahko sestavimo novo resitev
x(t) na ve¢jem intervalu (o, t; + €) D I takole:

x(t), a<t<tj;
y(t—tj), tj§t<tj+6.
To je v protislovju s predpostavko, da je I maksimalni interval reSitve. Analogno dokazemo

trditev glede spodnje meje o > —o0.

Posledica. Ce tokovnica x(t) na maksimalnem intervalu I C R leZi v neki kompaktni mnoZici
K C R", potem je I = R, torej je kompletna (Zivi vecno).

Ce vsaka tokovnica danega sistema x = F(x) lezi v neki kompaktni mnoZici, potem je
polje F kompletno (vse njegove tokovnice Zivijo ve€no).

Primer. Naj bo u(z,y) gladka funkcija na domeni D C R?, tako da je vsaka njena nivojnica
{(z,y) € D : u(x,y) = ¢} za ¢ € R kompaktna (ali prazna). Tedaj je prirejeni Hamiltonov
sistem

T=—Uy, Y=1uUy
na D kompleten. Videli smo namreé, da tok tega sistema leZi v nivojnicah {u = c}, ki so
kompaktne.

Analogen rezultat velja za Hamiltonove sisteme na domenah v R*",

Posledica: fundamentalna domena toka je odprta

Naj bo §2;, fundamentalna domena toka polja F na D C R™*:

Qi = A{(t,x) : (to,x) € D, a(ty,x) <t <w(ty,x)}.
53



Trditev. Funkcija —oo < a(tp,x) < 400 je navzgor polzvezna v spremenljivki x, funkcija
—00 < w(tp, x) < 400 je navzdol polzvezna in fundamentalna domena €, je odprta podmnoZzica
mnoZice R™+1,

Dokaz Oglejmo si trditev glede funkcije w(#o, x).

Biti navzdol pozvezna pomeni, da za vsak (tp,Xo) € D in §tevilo ¢ < w(tg,Xo) obstaja
odprta okolica U C R™ tocke X, tako da za vsak x € U velja ¢ < w(ty, x). To pomeni, da se
w(to, x) ne more nezvezno zmanjSati.

To vidimo takole. Izberimo $tevilo ¢y, da je ¢ < ¢; < w(to,Xo). Tokovnica ¢y 4, (X¢) torej
obstaja za vsak ¢ € [to, ¢;]. Ta interval je kompakten in zato je

C={(t,r1,(x0)) :to <t <1}

kompaktna podmnoZica domene D.

Naj bo V' neka okolica tira C' s kompaktnih zaprtjem V' C D. Po Gronwallovi lemi (oz.
izreku o zvezni odvisnosti reSitev od zaCetnega pogoja) obstaja okolica U tocke x, tako da za
vsak x € U in vsak ty < t < ¢; velja ¢4,(x) € V, v kolikor seveda ¢, ;,(x) obstaja.

Tokovnica ¢ 4, (x) torej ne more divergirati proti robu domene D (ali proti co) na intervalu
to <t < cq, zato obstaja vsaj do Casat = c; (po trditvi o tokovnicah z omejenim ¢asovnim
intervalom). To ravno pomeni, da je w(ty,x) > ¢; > cza vsak x € U. S tem smo dokazali,
da je funkcija x — w(ty, x) navzdol polzvezna.

Analogen sklep lahko naredimo za t — «a(tg, x), le da so neenakosti sedaj obrnjene in je
slednja navzgor polzvezna (to je, ne more se nezvezno povecati).

Pokazimo $e, da je fundamentalna domena 2, odprta. Naj bo (t1,x1) € §2,. Izberemo
Stevili ¢q, ¢o, tako da je a(ty, x1) < ¢1 < t1 < ¢3 < w(tp,x)). Po pravkar dokazanem obstaja
okolica U tocke x1, da je a(tp,x) < ¢1 < ¢a < w(ty,x) za vsak x € U. Torej je mnoZica
Vi={(t,x):c1 <t <cy, x €U} CQy, odprta okolica tocke (¢, X;).

Funkcije Lyapunova in kompletnost v pozitivnem casu

Zvezna funkcijau : D — R nadomeni D C R" se imenuje funkcija iz¢rpanja, Ce je vsaka
podnivojnica {u < c}, ¢ € R, kompaktna. Ekvivalentno, ¢e gre zaporedje x; € D (j € N)
proti robu D ali 0o, je lim;_, u(x;) = +00.

Funkcija izCrpanja v : D — R razreda ¢'(D) se imenuje funkcija Lyapunova za
avtonomen sistem x = F(x) na D, e obstaja kompaktna mnozica K C D, tako da velja
Vu(x) -F(x) <0 zavsakx € D\ K (pogoj Lyapunova).

Izrek (Lyapunov). Ce ima sistem x = F(x) na domeni D C R” funkcijo Lyapunova, potem
je vektorsko polje F kompletno v pozitivnem Casu, to je, njegov tok ¢,(x) obstaja za vse
teRyinxe D.

Dokaz Naj bo x(t) poljubna reSitev sistema na maksimalnem intervalu / = (o,w) C R.
Izberimo dovolj velik ¢ € R, tako da pogoj Lyapunova velja na mnoZici

{u>c}=D\{u<c}.
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Na vsakem intervalu J C I, na katerem je x(t) € {u > c}, torej velja

%u(x(t)) = Vu(x(t)) - x(t) = Vu(x(t)) - F(x(t)) < 0.
Zato je funkcija
Ist— g(t) :=ux(t) eR

(Sibko) monotono padajoca na vsakem intervalu J C I, kjer je g > c.

Odtod sledi, je funkcija g(t) = u(x(t)) navzgor omejena na t € [0,w). Ce je ¢ dovolj
velik, da je g(0) < ¢, potem je ¢g(t) < czavsak t € [0,w). (Zakaj?)

To pomeni, da tokovnica {x(¢) : 0 < ¢ < w} leZi v kompaktni podmnozici {u < ¢} C D.
Odtod sledi w = +o00 po izreku o kompletnosti toka.
Primer funkcije Lyapunova

Opazujmo ravninski sistem

. . x
P=-—at—2 =2+ ——
’1+x2+y2 1+x2+y2
Sistem je nelinearen in ga je verjetno nemogoce resiti eksplicitno. Lahko pa pokazemo, da je
tok ¢;(z,y) kompleten v pozitivnem Casu.

Oznatimo dano vektorsko polje z F = (f1, f2). Naj bo u(z,y) = 2* + 3y?; o€itno je to
funkcija izérpanja na R, Velja
3xy
Lahko je videti, da je drugi ¢len v vsoti po absolutni vrednosti navzgor omejen s 31/x2 + 12,
zato je pri dovolj veliki vrednosti izraza 22 + y? prvi (negativen) ¢len dominanten, torej velja

Vu-F = (22,y) (fi, f2) = —2(x* + ¢*) +

Vu-F <0 zadovolj velik 2% + 2.
To pomeni, da je u funkcija Lyapunova za ta sistem, zato je polje kompletno v pozitivnem
Casu.
Izrek o kletkah

Naj bo F(x) vektorsko polje na domeni D C R". Kompaktna mnozica K C D se imenuje
kletka za tok polja F, Ce nobena tokovnica ne more izstopiti iz K.

(Eagles, Hotel California: You can check in, but you can never leave.)

Natacno: Ce je ¢y,(x) € K zanek ¢y in x € D, potem je ¢,(x) € K za vsak t > t.
Posledi¢no je tokovnica kompletna v pozitivnem casu.

Cejeu: D — R funkcija Lyapunova, potem izrek Lyapunova pove, da je vsaka podnivo-
jnica {u < ¢} za dovolj velik ¢ € R kletka.

Sedaj bomo dokazali naslednji natan¢nejsi izrek.

Izrek. Najbo K C D kompaktna mnozica oblike K = {u < 0}, kjer je u funkcija razreda €
na neki odprti okolici K in je Vu(x) # 0 za vsak x € 0K = {u = 0}. Ce velja Vu-F < 0

na 0K, potem je K kletka za tok polja F.
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Opomba 1z pogoja Vu(x) # 0 za vsak x € 0K = {u = 0} sledi po izreku o implic-
itni funkciji, da je rob OK hiperploskev razreda 6. Funkcija u s to lastnostjo se imenuje
definicijska funkcija mnozice K.

Dokaz Ce izrek ne velja, obstajata tocka x, € 0K in $tevilo § > 0, tako da je x(t) :=
di¢(x0) € D\ K zavsak 0 < t < 6 in x(0) = xg.

Oglejmo si funkcijo g(t) = u(x(t)) za 0 < t < 4. Iz pogojev sledi g(0) = 0in g(¢) > 0
za 0 < t < 4. Njen odvod je enak

9(t) = Vu(x(t)) - x(t) = Vu(x(t)) - F(x(t)).
Funkcija h(x) := Vu(x) - F(x) je Lipshitzova (ker je u razreda ™) in je na robu K manjsa
ali enaka ni¢ po predpostavki izreka.

Zato na nekem zunanjem ovratniku roba 0K (torej na mnozici A = {0 < u < ¢} za nek
¢ > 0) velja h(x) < Cdist(x, 0K) za neko konstanto C' > 0. Iz izreka o implicitni funkciji
sledi, da je v okolici roba 0K funkcija |u(x)| primerljiva z razdaljo to¢ke x od roba 0K, zato
velja tudi ocena h(x) < Cu(x) za x € A z neko drugo konstanto C. Ce § > 0 po potrebi

zmanjSamo, odtod sledi
g(t) = h(x(t)) < C-u(x(t)) = Cg(t), 0<t<o.

Z integracijo) sledi
g(t) <g(0)e®" =0 za0 <t <,
kar je v protislovju s predpostavko g(t) > 0za 0 <t <.

Opomba Dokaz izreka o kletki velja pod SibkejSo predpostavko, da je sta gradient Vu ter
vektorsko polje F' Lipschitzovi. To zadoS¢a za kljucno oceno

Vu-F <0 nadK ={u=0} = Vu(x) -F(x) <C-u(x)na{0 <u<c}.

Ce vektorsko polje F ni Lipschitzovo, izrek o kletki ne velja, kar pokaZe naslednji enorazseZni

primer na x € R:
&= F(z) =+/|z|.

t2/4,  t>0,
x(t) =9 ',
—t*/4, t<0

Resitev enacbe

je prit = 0 v stacionarni to¢ki = = 0 polja F, vendar jo precka. Interval K = [—1, 0] zado$¢a
vsem ostali predpostavkam izreka o kletki, vendar ni kletka.

Tok na podmnogoterostih

Dokaz izreka o kletkah nam da tudi naslednji rezultat.

Izrek. Naj M = {u = 0} zaprta hiperploskev v domeni D, kjer je u funkcija razreda ¢ na
odprti okolici M in je Vu(x) # 0 za vsak x € M. Ce je Vu-F = 0 na M, potem za vsako
tocko x € M velja ¢4(x) € M za vse t na maksimalnem intervalu, torej je M invariantna

mnozica toka.
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Pogoj Vu - F = 0 pomeni, da vektorsko polje F' tangentno na M.

Za dokaz izreka zadoSCa uporabiti argument v dokazu izreka o kletki z obeh strani M,
torej tok ne more preckati M v nobeni smeri.

To je poseben primer naslednjega izreka. Vsaka podmnogoterost M/ C D kodimenzije
d je lokalno v okolici vsake svoje tocke mnoZica skupnih nicel gladkih funkcij uy, ..., uq z
linearno neodvisnimi gradienti.

Izrek. Ce je M topologko zaprta podmnogoterost domene D in je vektorsko polje F tangetno
na M vzdolz M, potem je M invariantna mnoZica za tok.

Vektorsko polje s kompaktnim nosilcem

Trditev. Vsako vektorsko polje F na domeni D C R" s kompaktnim nosilcem (to je, F = 0
izven neke kompaktne mnozice K C D) je kompletno.

Dokaz Vsakatockax € D\ K je stacionarna tocka in zato velja ¢;(x) = x za vsak t € R.

Odtod sledi, da tokovnica ¢;(x) skozi poljubno to¢ko ¢g(x) = x € K ostane v K za vse
vrednosti ¢ na maksimalnem intervalu.

Sledi, da je maksimalni interval vsake tokovnice enak IR.
Grupa difeomorfizmov deluje tranzitivno

Posledica. Za vsako povezano domeno D C R" deluje grupa Diff (D) vseh gladkih difeomor-
fizmov D — D tranzitivno na D, to je, poljubno tocko p € D lahko preslikamo v poljubno
drugo tocko g € D z difeomorfizmom.

Ideja dokaza. Naj bosta p, ¢ € D poljubni tocki. Izberemo gladek vloZen lok I' C D od p
do ¢ in ga parametriziramo z injektivno gladko preslikavo v : [0, 1] — T, ki zadoi¢a
v(0)=p, ~(1)=gq, ~(t)#0 zavsakt e [0,1].
Funkcija
F(y(t)) :=7'(t), t€][0,1]
je gladko vektorsko polje vzdolZ loka I in v je njegova tokovnica.

Z metodami gladke analize (particije enote) lahko F' razSirimo do gladkega vektorskega
polja F' s kompaktnim nosilcem na D.

Njegov tok {¢:}ier C Diff(D) je zato kompleten (ter miruje izven nosilca polja) in
zadoséa ¢1(p) = q.

Naloga 1. Naj bo ~ : D — R funkcija na domeni D C R, ki je konstantna na vsaki tokovnici
vektorskega polja F : D — R". (Taka funkcija u se imenuje prvi integral sistema x = F(x).)
Oznacimo tok polja F s ¢;. Pokazi, da je tedaj preslikava

t = Pnxt(x)

tok polja h(x)F(x). To vektorsko polje ima v vsaki tocki isto smer kot F, le njegova velikost

je razli¢na. Ce je polje F kompletno, je tudi hF kompletno.
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Naloga 2. Za vsako vektorsko polje F na D C R" obstaja pozitivna gladka funkcija h : D —
(0, +00), tako da je polje hF kompletno.

Ideja dokaza na D = R": Oznacimo z B, C R" kroglo polmera r s srediS§¢em v izhodiS¢u.
Funkcijo h izberemo tako, da je dovolj majhna na vsaki krogelni lupini B, \ By, tako da
vsaka tokovnica, ki precka to lupino, potrebuje za precenje vsaj Cas 1. Torej nobena tokovnica
polja hF ne more v konénem casu do neskon¢nosti in je zato kompletna.

Spreminjanje volumna v toku

Zanimivo in pomembno je naslednje vpraSanje. Fiksirajmo ¢y, € R in naj bo ¢, = ¢, tok
vektorskega polja F = (fi, ..., f,), lahko tudi neavtonomnega.

Naj bo 2 C R™ omejena domena z robom, ki ima volumen ni¢, na kateri je tok ¢, definiran
na nekem intervalu ¢y € I C R. Zanima nas, kako se spreminja volumen potujoce domene
Q = ¢4(Q) sCasom t € I.

Naj bodo u = (uy, ..., u,) koordinate na R™. Potem je
Vol(2) = /QduldUQ o duy,.
Ozna¢imo ¢;(u) = x(t,u) = (z1(t,u), ..., z,(t,u)). Tedaj je
Vol(€) = /Q dxidxy - - - dx,, = /Q J(t,u)durdug - - - du,,

kjer je

8(U1, c. ,’LLn) 8uj

=1,...,

o = A mtow) g (20)

Jacobijeva determinanta preslikave u — x(¢,u) = ¢;(u) pri fiksnem ¢.

Divergenca vektorskega polja in Liouvilleova formula

Izrek. Jacobijeva determinanta J(¢, u) toka vektorskega polja F = (fi, ..., f,,) zado$¢a Li-
ouvilleovi formuli
0
Eﬂt’ u) =divF(¢,x(t,u)) - J(t,u),
kjer je
: ofr | 0fs Ofn
divF = 24t 22
v 0, + 01y Tt oz,

divergenca vektorskega polja F. Odtod sledi

J(t, 11) _ eftto div F(s,x(s,u))ds.

Ceje divF =0, je J(t,u) = 1 in tok polja F ohranja volumen.

Formula za J(¢,u) v izreku sledi z integracijo linearne homogene diferencialne enacbe v
prvi vrstici, upostevaje x(to, u) = u in zato J(tg,u) = 1.

Izrek lahko zapiSemo v naslednji ekvivalentni obliki.
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Izrek. Najbo F = (fi,..., f,) vektorsko polje razreda €' na domeni D C R", ¢y = ¢4,
tok polja F, in €2 C D neka zaprta omejena domena z volumnom. Tedaj velja

d

—Vol(¢(2)) = / divF(t,x)dxy - - - dx,
dt H1(®)

za vse t, za katere je tok ¢, definiran na 2 (torej je ¢,(Q2) C D).

Dejansko, z odvajanjem po ¢ pod integralom vidimo, da je leva stran enaka

d d
—Vol(§) = —/ J(t, a)duydug - - - / —J(t,u)duidus - - - du,,
dt dt o,

desna stran pa je po formuli za zamenjavo spremenljivk v integralu enaka

/ divF(t,x)dx; - - - dz,, = / divF(t, ¢:(u))J(t, u)duy - - - du,.
+ () Q

Dokaz Liouvilleove formule

Pri n = 1 je formula ocitna. Zaradi preprostosti bomo napisali dokaz v primeru n = 2;
ista ideja z vec pisanja deluje v vsaki dimenziji.

Uvedimo oznake

(x17$2) = (may>7 (u1>u2) = (uuv)u F= <f7 g)'

Tedaj je
0 0 Ly A
KA TORY AN LT B LT B LT
ot O lyu Yol  |Yu Yo| | B0
Z. veriZznim pravilom in upoStavanjem diferencialne enacbe dobimo
b= b= g0 ) y(tw,0) = ot
ZEU_—ZE—— , L, U, V), y U, V)) = Jaly u
Ju ou Y v¥
b= o= (), y(tw,v) = Lo+ ]
Ty =T = y L, U, V), y U, V)) = JzZy v
ov ov Y v
in podobno

yu = §pTy + GyYu, yv = G4Ty + 9yYo-
Vstavimo izraze za z,,, T, v prvo determinanto v izrazu za %J (t,u,v):
Ty Ty
Yu Yo

Ly Ty
Yu Yo

_ JoTy + fyyu fzy + fyyv

Yu Yo
= f.J.
Yu Yo

= fz
Yu Yo

+ fy

Podobno, ¢e vstavimo izraza za v, in 7, v drugo determinanto v formuli za %J (t,u,v), do-
bimo

Ty Ty Ly Ty

Yu Yo|  |9xTu+ GyYu  G2To + Gylo
Sestejemo in dobimo Liouvilleovo formulo

= gyJ.

= (fo+ gy)J = divF - J.
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Primer. Naj bo p(z,y) gladka funkcija. Hamiltonovo polje H, = (—p,, p,,) zados¢a
divH, = —pye + pay = 0,
torej njegov tok ohranja plos¢ino.
Analogno velja za Hamiltonova polja na domenah v R?" za poljuben n € N.

Primer. Naj bo u(zy,...,z,) gladka funkcija. Njen gradient ima divergenco
divVu = div (ug,, ..., Uy, ) = Zumm = Au,
k=1

torej Laplaceov operator. Po Liouvilleovem izreku tok gradienta Vu:

e ohranja volumen, ¢e je u harmonicna funkcija (Au = 0);
e poveCuje volumen (ekspanziven tok), ¢e je u subharmonic¢na funkcija (Au > 0);
e zmanjSuje volumen, Ce je u superharmonicna funkcija (Au < 0).

60



I11. Poglavje: Sistemi linearnih diferencialnih enacb
V tretjem poglavju predmeta bomo obravnavali sisteme linearnih diferencialnih enacb ter
linearne enacbe visjega reda.

V tem predavanju si bomo ogledali naslednje teme.

(1) Obstoj globalnih resitev linearnih sistemov
(2) Liouvilleova formula za linearen sistem
(3) Homogeni sistemi, fundamentalna reSitev
(4) Resitve nehomogenih sistemov

SploSni pojmi
Naj bo I C R interval, poltrak, ali I = R. Oznadimo:

X = (21,29,...,2,)" vektorjivR™ (” pomeni transponiranje)
A(t) = (aiyw)ij= zvezna matri¢na n X n funkcija na [
f(t) = (fi(t)r, zvezna vektorska funkcija na /.

Neavtonomen, nehomogen sistem linearnih diferencialnih enacb:
x=A(t)x+f(t), tel.
Prirejen homogen sistem:
x = A(t)x, tel.
Zacetni problem:
x(ty) = xo zanek ty € I inxy € R™.

Eksistencni izrek za sisteme linearnih enacbh

Izrek. Naj bo A(t) zvezna matri¢na funkcija dimenzije n X n na intervalu t € I C R (pri
Cemer je I lahko tudi poltrak ali R) in naj bo f(¢) zvezna funkcija na I z vrednostmi v R".
Potem ima za vsak ¢y € [ in xo € R" zacetni problem

x=A(t)x+f(t), =x(to) =xo

natanko eno resitev x(¢) nat € I.

Vsaka reSitev torej obstaja na najve¢jem ¢asovnem intervalu, na katerem so podatki (funkciji
A(t) in £(t)) zvezni.

Dokaz Najbo I = (o,w), —0 < a < tg < w < +00. Iz eksistencnega izreka vemo, da
obstaja natanko ena resitev problema x(t) na nekem maksimalnem intervalu ¢t € J = (a,b) C
1. V kolikor J # I, velja ena od naslednjih mozZnosti (glej trditev o maksimalnih intervalih v
8. predavanju):

o b < winlimy ~ |x(t)| = +o0.
e a > «oinlimp , [x(1)] = +00.
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Dokaz

Denimo, da velja prva moznost. Z integracijo dobimo za vsak ¢ € [tg, b):

x(t) = xo + / (A(s)x(s) + £(s))ds

to
in odtod

()] < [xo| + / £(s)[ds + / JA@®)-]x(s)]ds.

1z Gronwallove leme sledi

b b
w0 < (bl + [ ls)as ) e 400
to

zavsak ty <t < b. Torej je funkcija x(¢) omejena v desnem krajiscu ¢ = b, kar je v protislovju
s predpostavko. Torej je b = w.

Analogen dokaz pokaze, da spodna meja a ne more biti vecja od a.
Resitve homogenega sistema
Trditev. MnoZica vseh reSitev homogenega linearnega sistema
x = A(t)x, tel, xeR"

je n-razseZen vektorski podprostor prostora ¢! (1, R™) zvezno odvedljivih funkcij I — R™.
Dokaz Ce sta x(t) in y(t) dve resitvi in a, b € R, potem je

%(ax(t) + by (t)) = ax(t) + by (t) = aA(t)x(t) + bA(t)y(t) = A(t) (ax(t) + by(t)).
Torej je ax(t) + by(t) spet resitev enaCbe. Zato je mnoZzica vseh resitev

o C €I, R")
vektorski podprostor prostora € (I, R™).

Preslikava &/ — R", x +— x(tg) € R je ocitno linearna. Po eksisten¢nem je izreku je
tudi bijektivna, zato je linearni izomorfizem in dim &7 = n.

Fundamentalna reSitev homogenega linearnega sistema x = A(¢)x
Oznacimo z
e”"=1(0,...,0,1,0,...,0), k=1,...n

standardno bazo prostora R". (Stevilo 1 stoji v ¥ na k-tem mestu.)

Fiksirajmo ¢y € I. Za vsak k = 1,...n naj bo vektorska funkcija

XM (t) = (ah(t),...,ak(0)"
reSitev zacCetnega problema

XM (

t)=AB)x"t),  x"(t,) = e~
Matri¢na n x n funkcija X (t) = (x'(t),...,x"(t)) tedaj zado$¢a enacbi
X(t)=AWX (), X(to) =1

kjer je I identi¢na matrika dimenzije n.
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Funkcija X (t) se imenuje fundamenalna resitev dane enacbe, normalizirana pri t = t.
Izrazanje toka s fundamentalno resitvijo
Naj bo

n
T ,
x’ = (a9,...,x%) :E x?eJER”
j=1

poljuben vektor v R". Tedaj je funkcija

x(t) = X (t)x°
(produkt matrike X (¢) in vektorja x°) reSitev zaletnega problema

x(t) = At)x(t),  x(to) =x".
Dejansko:
x(t) = X(t)x° = A(t) X ()x° = A(t)x(t)
X(tg) = X (to)x? = I-x° = x°.

Torej je tok ¢, = ¢+, linearnega vektorskega polja F(¢,x) = A(t)x enak

¢e(x) = X ()x.
Tok enacbe x = A(t)x sestoji iz linearnih izomorfizmov

Iz splosnih lastnosti toka vemo, da je za vsak fiksen ¢ preslikava ¢, = ¢, 4, difeomorfizem
domene na svojo sliko.

V danem primeru je domena ves prostor R" in preslikava ¢, je linearna,
¢ R" — R", (x) = X(t)x (x€R").
Zato je ¢, linearni izomorfizem na R". To pomeni det X (¢) # 0.
Ker je determinanta zvezna v ¢ in je det X (tg) = det [ = 1, sledi
det X(t) >0 zavsakt e I.

Eksplicitno formulo za det X (¢) dobimo iz Liouvillove formule.

Najprej opazimo, da je X () ravno Jacobijeva matrika linearne preslikave x — X (¢)x =
¢ (x), zato je
J(¢y) = det X (1), tel
Liouvilleova formula za tok linearnega sistema

Po Liouvilleovi formuli velja
detX(t) _ J(¢t) _ eftto divF(s,x)ds‘
Naj bo A(t) = (a;;(t)). Vektorsko polje F(t,x) = A(t)x = (£1,. .., F,,) ima divergenco
' n GE (t, X) n 9 n n
divF(t,x) = “on ; pr kz:; a;(t)xy = ; a;(t) = sled A(t).

=1
Sledi:

det X (1) = J(¢y) = eleoSedAC)s,
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Za omejeno domeno {2 C R" z volumnom torej velja

d
EVOI(@(Q)) = /@(Q) sled A(t)dV = /Qsled A(t)-det X (t)dV.

Tok ¢, ohranja volumen natanko tedaj, ko je sled A(t) = 0 za vsakt € 1.
Druge fundamentalne reSitve linearnega sistema

Pogosto se pri diskusiji linearnega homogenega sistema
x = A(t)x, tel
vsaka neizrojena matri¢na funkcija X (¢) dimenzije n x n, ki zado$¢a matri¢ni enacbi
X(t)=A)X ()

imenuje fundamentalna resSitev.

Za vsak fiksen ¢y € R in x” € R" je potem funkcija

x(t) = X()X(to) 'x° € R, teR
reSitev zacCetnega problema
x = A(t)x, x(tg) = x°.

Poljubni dve fundamentalni resitvi X (¢) in Y (¢) se torej razlikujeta le za produkt z neko
neizrojeno konstantno matriko C'"

Kako pa linearen sistem zares reSimo?

Do sedaj smo razvili osnovno splo$no teorijo za linearen sistem
x = A(t)x.
Pojavi se vpraSanje, ali lahko tak sitem eksplicitno resimo z integracijo.

Na Zalost je odgovor negativen za n > 1, razen v posebnih primerih.

Najpomembnejsi tak primer je sistem s konstantno matriko A (neodvisno od ?):

x = Ax
oziroma
T1 = au1T1 + 122 + - ATy
Ty =  Q21T1 + Q222 + * - - A2p Ty
Tp = Au1T1+ Qp2T2 + - ATy,

Take sisteme si bomo ogledali v naslednjih predavanjih.
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Nehomogeni sistemi

Pred tem pa si oglejmo, kako reSimo nehomogen sistem, ¢e poznamo fundamentalno
reSitev pripadajo¢ega homogenega sistema. Tu lahko uporabimo metodo variacije konstante,
ki jo Ze poznamo iz primera n = 1.

Izrek. Naj bo ®(¢)"*" fundamentalna resitev homogene enacbe
(1) = AB(L),  Bto) = 1.
Potem je za vsak x, € R" funkcija

x(t) = ®(t) (xo + /t @(s)—lf(s)ds> = ®(t)xo + /tq)(t)q)(s)_lf(s)ds

to to
reSitev nehomogenega zacetnega problema

x(1) = A)x(t) +£(8),  x(to) = Xo.

Dokaz
Naj bo

x(t) = ®(t) (xo + /tcb(s)—lf(s)ds) :

to

Tedaj je
x(t) = @) (x0+/ @(s)_lf(s)ds) + O (t)P(t) " (t)

to

= A(t)D(t) (x0+ / t@(s)lf(s)ds) + (1)

to

x(tg) = ®(to)x’ =x".

Vsebina 10. predavanja

V tem predavanju obravnavamo eksplicitne resitve sistemov homogenih linearnih diferen-
cialnih enacb s konstantnimi koeficienti

x = Ax
oziroma
T1 = a11T1+ a19To + - 1Ty
Ty =  G1%1 + QT2 + *+ - A2p T
Ty = Ap1%1 + Apa®o + - AppTp-

Obravnavamo tudi vse moZne primere linearnih dinamicnih sistemov na ravnini, lastnosti
toka in fazni portret v odvisnosti od Jordanove forme matrike sistema, Se posebej od njenih

lastnih vrednosti.
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Spoznamo pojem stabilnega, nestabilnega in centralnega podprostora sistema.
Norme matrik

V dokazih bomo uporabljali katerokoli od t.i. naravnih norm || A|| kvadratnih matrik A =
(ai;j)f=1» za katere velja:

o [[A+ B| < [|All + || B]],
o [|AB] < [A]l-1B]
o |Ax| < [|A|l - |x| za vsak x € R™.

Dva naravna kandidata sta Evklidska norma
n

A2 = (ai;)”

ij=1
in operatorska norma

| Allop = sup{|Ax| : x € R", |x| = 1}.
Z uporabo Cauchy-Schwarzove neenakosti ni tezko videti, da za vsak 7,7 = 1,...,n velja

Jaij| < [ Allop < IAlle < v/l Allop.

Konvergenca matricnih vrst

Odtod sledi naslednja trditev za katerokoli od zgornjih dveh norm.

Trditev. Ce matri¢na vrsta 3 oo, A;, konvergira absolutno, torej vrsta > o || Ax|| < +oo
konvergira, potem vrsta ) - ; A, konvergira po komponentah.

Podobno lahko dobimo izreke o ¢lenskem odvajanju in integriranju matri¢nih funkcijskih
vrst. Odvod matri¢ne fukcija A(t) = (a;(t)) je definiran po komponentah: A(t) = (@, ;(t)).
Potrebovali bomo naslednjo trditev.

Trditev. Denimo, da matri¢na potencna vrsta .-, Axt* konvergira na [¢{| < r. Potem na
tem intervalu (ali krogu, ¢e je ¢t kompleksna spremenljivka) velja

% i Attt = i kAgth—t,
k=0 k=1

Izrek. Naj bo A konstantna n x n matrika. Zacetni problem
x = Ax, x(0) = %o

ima reSitev

Matri¢na funkcija ®(t) = ¢’ je fundamentalna resitev sistema.

Dokaz Matri¢na eksponentna vrsta za ®(t) = e/ konvergira za vsak ¢ € R, kar vidimo iz

1B(1)|| < Z ‘k_"”AHk — Al « 5o
k=0
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Oitno je ®(0) = 0. Clensko odvajanje vrste za (ID(t) nam da

(i)(t)zzkt_ AZ

k=1

A’“ L= Ad(t).

Razvoj matri¢nega binoma

Naloga Pokazi s primerom, da enacha
oA+B _ AB
v splosnem ne velja za kvadratni matriki A, B dimenzije n > 1.

Enacba pa velja v primeru, ko matriki komutirata, AB = BA. V posebnem torej velja
e(s+t)A — 6sAetA — €tA68A.

Navodilo: Uporabi Cauchyjev produkt vrst kot v primeru, ko sta A in B Stevili. Bistveno je,
da za vsak par komutirajo¢ih matrik A in B velja binomska formula

(A+B)" = i (Z) Ak gk,

Ce A in B ne komutirata, ta formula v splo§nem ne velja.
Resitev nehomogene enache

Partikularna reSitev nehomogenega sistema
x = Ax + f(t)
s konstantno matriko A dobimo s formulo

x(t) = /Ot =) £(s) ds.

Splosna formula za partikularno reSitev je namre¢

t
x(t) = / B(1)B(s) " £(s) ds,
0
kjer je ®(¢) fundamentalna resitev
() = A(t)®(t), ®(0)=1.
V primeru konstantne matrike A je ®(t) = e!* in
O(t)D(s)7t = et=94,

Sistemi z diagonalno matriko

Oglejmo si najpreprostejsi primer, ko je matrika A diagonalna:

A= . . . . = dlag(Alya)‘n)

Stevila ); so njene lastne vrednosti. Pripadajoéi sistem

a'ck:)\ka:k, k’zl,...,n
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sestoji iz n med seboj neodvisnih enacb. V tem primeru je
A* = diag ()\'f, . )\fL) , d(t) = e = diag (e)‘lt, . e’\"t) )
Za vsak vektor ¢ = (cq, ..., c,)T € R" je funkcija
x(t) = ®(t)c = (c1e™’, ..., cpe™)
resitev problema x = Ax, x(0) = c.
Uporaba Jordanove normalne forme
Vsaka n x n matrika je konjugirana neki Jordanovi matriki ./,

A=PpP-J-P 1
kjer je P obrnljiva matrika (v sploSnem kompleksna) in je

0 Jo -+ 0 _

J = _ = diag(J1, ..., Jm)
0 0 Im,
A1 0
0 N 1 0

Ji = Jordanov blok
o 0 - XN 1
0O 0 -+ 0 N

Opomba: Lastna vrednosti \; in matrika P so lahko kompleksne!
Uporaba Jordanove normalne forme

Naj bo
A=PJP.
Tedaj je
A= (PJP ') =PJP . PJP ' = PP

Z indukcijo dobimo
AP = pJkpt k€ N.

Odtod dobimo fundamentalno reSitev

Z uvedbo nove spremenljivke
x = Py, y =P x
spremenimo sistem X = Ax = PJP 'xv
Py=Ply = y=Jy.
Torej zadoSCa obravnavati sisteme z Jordanovo matriko.

Redukcija na Jordanove kletke

Nadalje imamo
J =diag(J1,...,Jm)
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kjer so J; Jordanove kletke. Potem je
e/ = diag (et‘h, e ,et‘]’”) , teR.

Naj bo sedaj J Jordanova kletka dimenzije n z lastno vrednostjo A:

A1 0 - 0 o1 0 --- 0
Oox 1 --- 0 oo 1 --- 0
J=M+N=|: 1|, N=|:: .
0 0 A1 00 --- 0 1
0 0 0 A 00 -+ 0 O

Potenca N* matrike N ima enice na k-ti naddiagonali in ni¢le drugje; za k > n je N¥ = 0.
Pravimo, da je matrika N nilpotentna.

Sistem z Jordanovo kletko

Odtod dobimo
2 =1
eNo= T+tN+—N?>+...4 — N}
2 (n—1)!
2 n—1
1 ¢ % (fLTQ'
tn—
01 ¢ =)
0 0 1 t
0 0 1
Ker je
J=M-+N

in matriki A/ in /N komutirata, sledi

B(t) = et = etOIHN) = oI _ M tN.

S tem smo nasli eksplicitno fundamentalno reSitev (v sploSnem kompleksno) za poljuben
sistem x = Ax s konstantno matriko A.

Uporaba lastnih in korenskih vektorjev

V praksi je pogosto ugodneje, e direktno uporabimo lastne in korenske vektorje matrike
A. Naj bo v lastni vektor z lastno vrednostjo A. Tedaj je funkcija

x(t) = eMv, x(t) = AeMv = Ax(t)
resitev sistema z zacetno vrednostjo x(0) = v.

Ce je A = a+ ib kompleksno Stevilo in v = vy + ivs, pripadajo¢i kompleksni lastni vektor,
je
x(t) = eMv = T (v +ivy) = e (cos(bt) + isin(bt)) (vi + iva).
Ker je A realna, je tudi A\ = a — ib lastna vrednost A z lastnim vektorjem vV = v; — iv, in
pripadajoca lastna funkcija je

X(t) = MNT = 0 (v —ivy).
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Ti dve kompleksni reSitvi lahko nadomestimo s parom realnih reSitev

Rx(t) = e (cos(bt)vy — sin(bt)vy),
Ix(t) = e (sin(bt)vy + cos(bt)vy) .

Resitve v lastnih smereh matrike. Ce ima R™ bazo vy, . . ., v, lastnih vektorjev matrike A z
lastnimi vrednostmi Aq, ..., \,, je sploSna reSitev enaka

n
At
x(t,c1y. 0 Cn) = E cjeM'v;
j=1

za poljubne konstante ¢y, . . ., ¢, € R. To ustreza primeru, ko je matrika A diagonalizabilna.

Skoraj vsaka matrika je diagonalizabilna. V posebnem je taka vsaka simetri¢na matrika in
vse njene lastne vrednosti so realne.

Morebitne kompleksne resitve (v primeru kompleksnih lastnih vrednosti) lahko nadomes-
timo z realnimi reSitvami, tako da vzamemo njihove realne in imaginarne komponent.

Resitve na korenskem podprostoru. Oglejmo si Se primer, ko je A lastna vrednost z lastnim
vektorjem v = v in pripadajo¢imi korenskimi vektorji vo, . .., Vi:

Avi = Avy, Avo=Ava+ vy, ..., AV = AV + Vi_1.

V tej bazi podprostora £ = span{vy,..., vy} C R" je A predstavljena z Jordanovo kletko.
Pripadajoce resitve so

x(t) = eMvy
Xo(t) = eM(vy+1tvy)
t2
xs(t) = eM (Vg + tvy + EVI)
xp(t) = M| vp+tve_i+---+ Zfk—_lv

V primeru kompleksne lastne vrednosti A dobimo tudi ustrezne konjugirano-kompleksne

reSitve in jih nadomestimo z njihovimi realnimi in imaginarnimi komponentami.
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Preverimo:

At t? -1
x;(t) = e (Vj +tvi + 5 Vi T v1>

(-1
x;(t) = eM <A<v. +tvi g+ ﬁV'_Q ce v V1)
j j j 5 Vi G- 1)
=2
+ Vi1 t+itvio+ -+ le)
At t?
Ax;(t) = e (()\Vj + V1) +t(Avjo1 + Vi) + E(Avj_g +v3) +

2 ) 1 )
BRI AL D T “)

Ce ¢lene v vsoti za x(t) preuredimo po potencah spremenljivke ¢, dobimo ¢Elene v vsoti za
Ax;(t). Zato je x(t) = Ax;(t).

Stabilni, nestabilni in centralni podprostor Glede na lastne vrednost in pripadajoce lastne
ter korenske podprostore matrike A je prostor R" direktna vsota vektorskih podprostorov

R'"=FE,®&FE,®E,,
ki so definirani takole:

(a) Stabilni podprostor F, je (direktna) vsota lastnih in korenskih podprostorov matrike A,
ki pripadajo lastnim vrednostim A z negativnim realnim delom RA < 0. ReSitve na tem
podprostoru se eksponentno pribliZzujejo izhodiscu, ko ¢ — +o0.

(b) Nestabilni podprostor F, je (direktna) vsota lastnih in korenskih podprostorov matrike
A, ki pripadajo lastnim vrednostim A s pozitivnim realnim delom 2\ > 0. ReSitve na tem
podprostoru se eksponentno oddaljujejo od izhodisca, ko t — +o0.

(c) Centralni podprostor FE. je (direktna) vsota lastnih in korenskih podprostorov matrike A,
ki pripadajo lastnim vrednostim A z realnim delom *A = 0. ReSitve na tem podprostoru
so polinomske funkcije .

Homogeni linearni sistemi na ravnini R? Ogledali si bomo vse moZne primere obnaSanja
linearnih sistemov s konstantno matriko na ravnini R

Naj bo A realna 2 x 2 matrika. Za njeno Jordanovo normalno formo .JJ so moZni naslednji
trije primeri.

(1) J:()(‘)l AOQ) A, A2 € R.

®) J:(g i) NER.

3) J:(‘“(S‘b a_oib), a,bER, b#0.

Oglejmo si resitve linearnega sistema

X =Jx
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v vseh treh primerih. Pri Studiju kvalitativnega obnaSanja reSitev moramo locevati podprimere
glede na predznake lastnih vrednosti, oziroma predznak realnega dela a = R\ v primeru
kompleksne lastne vrednosti.

Primer 1: diagonalna matrika, realni lastni vrednosti. Naj bo

(M0
J_(O A2>’ A, o € R

Resitve problema x = Jx so

At Aot
s .

x1(t) = cre xo(t) = cpe

ZadosSc¢a obravnavati reSitve v zaprtem prvem kvadrantu z; > 0, x5 > 0; njihove zrcalne slike
preko obeh koordinatnih osi so prav tako tokovnice.

Primer 1A: \; > 0, Ay > 0. Ozna¢imo p = \y/A\; > 0. Tedaj je
[@1(8)| M (t) = Jer| Fepe AT = ey | THey.
Funkcija u(x, xe) = |z1]| x5 je prvi integral sistema in tokovnice so grafi
Ty =clzit, c€eR.

Prav tako sta tokovnici oba poltraka vsake od koordinatnih osi.

Izhodis¢e (0,0) je odbojna negibna tocka. Pri ¢ — +o00 se vsaka tocka (z1(t),z2(t)) z
zacetno pozicijo (z1(0),x2(0)) # (0,0) oddaljuje proti oo, pri t — —oo pa se priblizuje
(0,0). Vsa ravnina je nestabilni prostor, E,, = R

Primer 1B: \; < 0, A\s < 0. Ta primer ima isti fazni portret kot primer 1A, le da je smer
toka na vsaki tokovnici obrnjena. Izhodisce (0, 0) je sedaj privlacna negibna tocka toka. Pri
t — oo gre tocka (z1(t), x2(t)) s poljubno zacetno pozicijo proti (0,0). Vsa ravnina je
stabilni prostor, E, = R2.

Primer 1C: \; > 0, Ay < 0. Oznalimo p1 = —Xy/A; > 0. Kot prej vidimo, da je funkcija
u(zy, 9) = |x1|"22 prvi integral sistema. Tokovnice so hiperbole

|z1|Fxe = konst., = —X3/A1 > 0.

Na desni polravnini z; > 0 se tok na vsaki tokovnici pomika na desno, na levi polravnini pa
na levo. Za vsako zacetno pozicijo z x1(0) # 0 gre prva koordinata x;(¢) proti 00, odvisno
od znaka z1(0). Druga koordinata z5(t) gre vselej proti 0, ko t — +oc.

Koordinatna x,-0s je stabilni podprostor sistema, Es = {z; = 0}, saj je invarianten za
tok in se le-ta priblizuje izhodis¢u, ko gre t — +o0.

Koordinatna z1-0s pa je nestabilni podprostor sistema, F,, = {xs = 0}, saj je invariantna
za tok in le-ta se na njej priblizuje izhodis¢u, ko gre t — —o0.

Sistem z nasprotno predznacenimi lastnima vrednostima (ena pozitivna in druga nega-
tivna) se imenuje hiperbolicen.

Primer 1D: \; # 0, \; = 0. Sistem je

jﬁl = )\1.%1, .Ci'g =0.
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Tok je

At
)

x1(t) = cre xo(t) = co.

Tokovnice so desne in leve polovice premic x5 = ¢ (prekinjene so pri x; = 0, torej na x,-081).
V tem primeru je zo-0s centralni podprostor,

E.={z, =0} ={0} xR.
Tok na njej miruje.

Ce je Ay > 0, potem se vsaka tokovnica izven x-0si (¢; # 0) oddaljuje v +o00, ko
t — 400, ter se pribliZzuje x5-0si, ko t — —oo. Tedaj je

E,={zy=0} =R x {0}.
Pri A; < 0 dobimo ravno obratno sliko in je £y, = R x {0}.

Primer 1E: \; = )\, = 0. V tem primeru tok miruje, vsaka tokovnica je tocka. Centralni
podprostor je celotna ravnina, £, = R2,

Primer 2: Jordanova kletka. Jordanova matrika
A1
= R
(). e

i]l = )\ZEl + T, i’z = )\ZL‘Q.

ustreza sistemu

Formulo za reSitev z zaCetnim pogojem (c¢y, ¢2) Ze poznamo:

)= ) )= (")

Konstruktivno (brez uporabe formule) jo najdemo tako, da najprej reSimo drugo enacbo, ki
je neodvisna od z, dobimo z,(t) = cye, nato pa to funkcijo vstavimo v prvo ena¢bo in
dobimo nehomogeno linearno enacbo za x4 (t):

&1 = Axq (1) + coe.
Resitev najdemo z nastavkom z;(t) = C/(t)e* (variacija konstante).
Primer 2A: \ = (. Tokovnice so premice
z1(t) = ¢1 + eat, xo(t) = co.

Na z;-osi tok miruje. Pri vrednosti z5(t) = ¢ > 0 se to¢ka pomika na desno s hitrostjo cs,
pri o < 0 pa se pomika na levo s hitrostjo |ca| = —co. Vsa ravnina je centralni podprostor,
E. = R?, saj sta obe lastni vrednosti matrike enaki 0.

Primer 2B: \ < 0. Sedaj je pri t — 400 dominanten ¢len e*. Vse tokovnice gredo proti
(0,0) prit — +o00. Izhodis¢e (0, 0) je torej privla¢na tocka in stabilni podprostor je E, = R,
Pri ¢ — —oo pa se vse tokovnice izven (0, 0) oddaljujejo v neskonénost.

Premica xo = 0 (z1-0s) sestoji iz treh trajektorij (oba poltraka ter tocka (0, 0)), torej je

invariantna mnozica toka.
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Za c5 # 0 (zaCetna tocka lezi izven x1-0si) imamo

t o0
wl()zﬁ%—t 2% 4.

T (t) Co

Prva komponenta in njen odvod sta enaka

1 (t) = 6/\t<C1 -+ Cgt),
T (t) = e’\t()\(cl + cot) + 02) = eM(Aey + o + Aeat).

Odtod vidimo, da vsaka trajektorija s ¢ > 0 vstopi v prvi kvadrant pri Casu tg = —c;/cz
in tam ostane za vse t > ¢, pri ¢asu
)\Cl + Co 1
==t — <>t
1 ey 0=y ~to

obrne x;-smer in se pri t — +oo asimptoti¢no priblizuje x-osi (ker je x1(t)/z2(t) — +00)
in to¢ki (0, 0) z desne. Nobena trajektorija na zgornji polravnini se ne pribliZuje negativnemu
delu x1-osi.

Za trajektorije na spodnji polravnini (zacetni pogoj c; < 0) velja ravno nasprotno: pri
velikih t > 0 je z;(t) < 0, @1(t) > 0, zato se trajektorija asimptoti¢no pribliZuje x;-osi in
tocki (0, 0) z leve. Nobena trajektorija na spodnji polravnini se ne priblizuje pozitivnemu delu
T1-081.

Primer 2C: A > 0. Imamo podoben fazni portret in dinamiko kot v primeru 2B pri obratu
Casat — —t. IzhodiSCe je sedaj odbojna tocka in E,, = R2

Primer 3: Kompleksna lastna vrednost. Sedaj je

J:<A O), AN=a+ib, a,bER, b0,

0 A
Ta matrika je konjugirana realni matriki
G )

b a /)’

Ce ozna¢imo koordinate na ravnini z (z,y) in uvedemo kompleksno spremenljivko
z=x+iy € C,
lahko prirejeni sistem diferencialnih enacb za x in y:
T = ax — by, y=br+ay

zapiSemo v kompleksni obliki

z= Az
Njena resitev z zacetnim pogojem z(0) = zy = ¢o + icy je

2(t) = My

S (c0 1 icy)
= e™(cos(bt) +isin(bt))(co + icy)

= e"(cos(bt)ey — sin(bt)er +i(sin(bt)co + cos(bt)er)).
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V realnem zapisu in upostevaje z(t) = z(t) + iy(t) dobimo
(20) = (5o om0 () = e ().

R(t) = <cos(t) — sin(t))

sin(t)  cos(t)

Matrika

predstavlja rotacijo na R? za kot ¢ v pozitivni (levi) smeri.

Dinamika sistema s kompleksno lastno vrednostjo. Sedaj lahko opiSemo dinamiko reSitev
in fazni portret sistema.

Primer 3A: a = R\ = 0.
Tokovnice so kroznice s srediS¢em v izhodis¢u, na katerih tok kroZi s kotno hitrostjo |0

v pozitivni (levi) smeri, ¢e je b > 0 in v negativni (desni) smeri, ¢e je b < 0. Vsa ravnina je
centralni podprostor: £, = R?.

Primer 3B: a < 0.

Tokovnice so spirale, ki krozijo s kotno hitrostjo b in se hkrati priblizujejo izhodis¢u s
faktorjem e*. V tem primeru je (0,0) privlatna negibna tofka in vsa ravnina je stabilni
podprostor: E, = R2.

Primer 3C: a > 0.

Tokovnice so spirale, ki kroZijo s kotno hitrostjo b in se hkrati oddaljujejo od izhodiSca
s faktorjem e®. V tem primeru je (0,0) odbojna negibna to¢ka in vsa ravnina je nestabilni
podprostor: E,, = R2.

Vsebina 11. predavanja
V tem predavanju obravnavamo linearne diferencialne enacbe visjega reda:
L := ag(t)2™ + ay ()" + -+ a, 1 ()3 + an(t)z = (1),

kjer je n > 1 in so koeficienti a;(t) in desna stran b(t) zvezne funkcije na nekem intervalu
IcR.

Tak operator
L:¢"(I)— %), x— Lz
se imenuje linearni diferencialni operator n-tega reda.
Ce so funkcije a;(t) in b(t) razreda € (I), potem L definira preslikavo
L:¢""™(I)— ¢ (I), x— Lz.
V primeru b = 0 je Lz = 0 homogena linearna diferencialna enacba n-tega reda.

Posebna pozornost bo namenjena primeru, ko so koeficienti a; konstante.

Regularne tocke, motivacija. Tocka ¢t € I, v Kateri je vodilni koeficient ag(t) = 0 enak

ni¢, se imenuje singularna tocka operatorja. Obravnava v okolici take tocke je praviloma
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zahtevnejSa. Primera sta npr.

25+ ati +agr = 0 Eulerjeva enacba

i+t + (-1 = 0 Besselova enacba

Obravnavali bomo predvsem regularne operatorje, pri katerih je ag(t) # 0 za vse t € 1.
Po deljenju z ay(t) imamo torej operator oblike

L =™ 4+ a; ()™ Y + -+ ap_1 ()3 + a, ().

Se posebej pomembne so enatbe drugega reda, ki se naravno pojavijo pri obravnavi fizikalnih
parcialnih diferencialnih enacb 2. reda.

Na primer, valovna enacba sprasuje po funkcijah u(t, z), ki zados€ajo
Uy = CUgy (ali uy = *Au, Ee je x € R™).

Taka funkcija u(t,z) opisuje odmik delca v prostoru (spremenljivka x) od zaCetne lege v
odvisnosti od Casa ¢, pri Cemer konstanta ¢ > ( predstavlja hitrost potovanja valov skozi
prostor.

Motivacija. NajpreprostejsSe reSitve valovne enacbe iS¢emo v obliki produkta
u(t,z) =T(t) X (x).
Ce vstavimo v enalbo uy; = c*u,,, dobimo

T 2 " T(t> - 2Xll($>
Tt)X(x) =cTH)X" (x) — W c X)

Sklep je, da morata biti oba izraza na desni strani konstantna. Ce to skupno konstanto
ozna¢imo z —\, dobimo dve navadni diferencialni enacbi drugega reda za X in 7"

X"(z) + XX (z) =0, T(t) + AT (t) = 0.

S tem dobimo t.i. stacionarne ali razcepne resitve valovne enacbe. Izkaze se, da lahko splosno
reSitev poiS¢emo kot linearno kombinacijo (superpozicijo) razcepnih reSitev. V sploSnem je
potrebno neskoncno ¢lenov, torej vrsta. To si bomo ogledali v naslednjem predavanju.

Podobno se da resevati vrsto drugih enacb matematicne fizike, ki se obravnavajo pri pred-
metu Analiza 4.
Prevedba na sistem linearnih enacb prvega reda. Z uvedbo spremenljivk
T =2, Xo=1d, Tz3=2, ..., 2y =2V

prevedemo enacbo Lx = b na sistem n linearnih diferencialnih enacb 1. reda

j]l = I3
.I"Q = I3
Tp = —(an(t)xl +ap_1(t)xg + -+ al(t)wn) + b(t)
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z matriko

0 1 0 0
0 0 1 0
Alt) =1 : T
0 0 0 e 1
—Qap —0p-1 —AQp—2 -+ —

in nehomogenim &lenom B(¢) = (0,0, ...,0,b(¢))?. Opazimo, da je
sled A(t) = —aq(1).
Eksistenc¢ni izrek za linearno enacbo visjega reda

Iz eksistencnega izreka za sisteme linearnih enacb prvega reda sledi:

Izrek. Naj bo L regularen linearen diferencialni operator n-tega reda na intervalu / C R.
Vsak zacetni problem

Lx = b(t), l’(to) = (g, {E(to) =C1y .., $(n—1) (to) = Cp—1

sty € I'incy,...,c,—1 € R ima natanko eno resitev z(¢) na intervalu t € I.

Ker je L linearen operator:
L(zx+y)=L(x)+ L(y), L(cx)=cL(x), ceR

je mnoZica reSitev homogene enatbe Lz = 0 (torej jedro ker L operatorja L) vektorski
podprostor prostora ¢ (I). Ker imamo v eksisten¢nem izreku na voljo n prostih konstant
Cos---,Cn1 €R,je

dimker L = n.
Fundamentalna resSitev in determinanta Wronskega
Najbo z(t), ..., x,(t) poljubna baza tega prostora. Potem je vsaka resitev enacbe Lz = 0
oblike

o(t) = e (1)

za neke konstante cy, . . ., ¢, € R. Prirejena fundamentalna resitev je
X1 T2 e Tn
i By e I
d(t)=| 1 Ty o0 In | D) = A()D(t).
:Ugnfl) xgnfl) o x;nfl)

Ker je sled A(t) = —ay(t), determinanta Wronskega W (t) = det ®(t) zadosCa Liouvilleovi
enacbi

W(t) = —ai(OW (),  W(t) = W(tg)e Jo )%,
Torej je W (t) # 0 zavset € I, &im je W(ty) # 0 zanek ty € I. Slednje doseZemo s
primerno izbiro zaCetnih pogojev pri t = .
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Resitev nehomogene enacbe. Ce poznamo fundamentalno resitev ®(¢) homogene enacbe
Lr=2™ +a;()a" D + -+ a, ()3 + a,(t)z =0,
lahko reSimo tudi prirejeno nehomogeno enacbo
Lz = b(t)
za poljubno zvezno funkcijo b(¢). Slede¢ metodi, opisani pri reSevanju sistemov enacb, je
partikularna reSitev nehomogenega sistema
x = A(t)x + B(t)
enaka

x(t):/ d(t)D(s) ' B(s)ds.

to
Dejansko, njen odvod po ¢ je enak

/@(t)@(s)—lB(s>ds+@(t)cp(t)—lB(t) - /A(t)@(t)@(s)‘lB(s)ds+B(t)

to to
= A(t)x(t) + B(t).
V naSem primeru je
x(t) = (2(t), (t), ..., a" (D)7,
zato je partikularna reSitev x(¢) nehomogene enacbe Lz = b enaka prvi komponenti vektorske
funkcije

/ B(1)D(s) " B(s)ds.

to
(Naslednje komponente so njeni odvodi.) Iz B(s) = (0,0,...,b(s))” sledi, da je prva kom-
ponenta zgornjega integrala enaka

o) = [ SO blsdds = Soailt) [ B

kjer so x1(t), ..., z,(t) bazne resitve homogene enacbe Lx = 0 (prva vrstica fundamentalne
matrike ®(1)).

Homogene enacbe s konstantnimi koeficienti

Oglejmo si sedaj homogeno enacbo Lz = 0, kjer je
L =2 + a2V 4o 4y 18 + ape
linearni diferencialni operator reda n s konstantnimi koeficienti.
Resitve i§¢emo z nastavkom z(t) = e*. Ogitno je
L(eM) = e (N + e\ 4+ an A+ a,) = eMP(N).

Polinom P()\) se imenuje karakteristicni polinom operatorja L. Ce uvedemo oznako D =
d/0t in D* = 9% /Ot*, 1ahko operator L zapisemo v obliki

L=P(D)=D"+a; D" '+ - +a, 1D+ a,.

Iz zgornje formule vidimo:
78



Funkcija x(t) = e je reSitev homogene enatbe Lz = 0 natanko tedaj, ko je A ni¢la
karakteristicnega polinoma P.

Nicle karakteristi¢nega polinoma P se imenujejo lastne vrednosti operatorja L in sestavl-

jajo njegov spekter
spec(L) = { )\, ..., A}

Analiza moZnih primerov
Primer 1: karakteristicni polinom P ima razli¢ne realne nicle Ay, ..., \,.

Funkcije

zi(t)=eM' j=1,....n

sestavljajo fundamentalni sistem resitev, to je bazo prostora resitev enaCbe Lz = (0. Vsaka
reSitev je oblike

n

x(t) = Z cje”\ft, C1,...,¢, €ER.

j=1
Primer 2: P ima razli¢ne ni¢le Ay, ..., \,, ki so lahko kompleksne.
Ce je A = a + ib kompleksna nicla, je tudi A = a — ib nicla. Prirejena kompleksna reSitev
z(t) = eM = el = e (cos(bt) 4 isin(bt))
doloca par realnih resitev
R (t) = e™ cos(bt), Sz (t) = e sin(bt).

Na ta na¢in dobimo fundamentalni sistem resitev, ki ga dolo¢ajo funkcije i’ za realne nicle
polinoma P ter funkcije zgornje oblike za kompleksne nicle.

Primer 3: Stevilo ) je k-kratna ni¢la polinoma P. To pomeni, da L. = P(D) vsebuje faktor
(D — \)*. Reitve i§¢emo z nastavkom

x(t) = eMq(t).
Ker je
(D = N)(eMq(t) = AeMq(t) + eMq(t) — Aeq(t) = e¥q(t),
sledi z indukcijo
(D =N (Mg(1) = g™ (1)
Odtod vidimo, da je funkcija z(t) = e*q(t) resitev enacbe Lx = 0, &e je ¢(t) polinom stopnje
< k. Tako dobimo k linearno neodvisnih resitev, ki pripadajo lastni vrednosti A stopnje k
karakteristicnega polinoma:
zi(t) =M, xo(t) =te™, ..., () = tFTleM.

Ce je A = a + ib kompleksna lastna vrednost veckratnosti k, je taka tudi X = a — ib. Zgornje
kompleksne reSitve lahko nadomestimo z 2k realnimi:

uj(t) =t/ e cos(bt), v;(t) =t/ e sin(bt), j=1,... k.
Primer 1:
i+a— 6z =0.

PO =MN4+A=6=A-2)(A+3), A =2 \y=—3.
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Bazni resitvi sta
z1(t) = e, To(t) = e
Splosna resitev je x(t) = cre? + coe (c1, ¢ € R).
Primer 2:
T — 2z 4 3z =0.
POA) =X =2 +3, M=1+iV2, Ay =1—-iV2.
Kompleksna resitev je
2(t) = VI = et (cos(V/2t) + isin(v/2t)).
Bazni realni reSitvi sta
z1(t) = el cos(V/2t), To(t) = e’ sin(V/2t).
Primer 3:
T —2¢ +4x = 0.
P(X) =\ -2 \+4= ()\—2)2, AL = A = 2.
Bazni resitvi sta
z1(t) = e*, zo(t) = te?.
SploSna resitev je
z(t) = e*(co + c1t), co,c1 € R.
Primer 4:
e 425 +x=0.
PO =M 42274+ 1=(\?+1)?
AM=X=1, A=\ =—1

Bazne resitve:
cost, sint, tcost, tsint.

Resevanje nehomogene enacbe Lx = f. Oglejmo si sedaj nehomogeno enacbo
Lr=z2™ + a2 Y 4. 4 a8+ apx = f(t).
V splo$nem lahko reSitev najdemo slede¢ formuli, ki smo si jo Ze ogledali.

Sedaj si oglejmo direktno metodo, ki nam da reSitve za linearne kombinacije funkcij oblike
ther. Oznacimo s P karakteristi¢ni polinom:

PO =X+ a N+ ap A+ ap,.
Najprej se spomnimo, da je
L= P(D), KjerjeD =d/dt.
Za vsak k € N oznag¢imo s P*¥)()\) k-ti odvod polinoma P po \. Potem je
L) .— p(k)(D)

diferencialni operator reda n — k in nicelni operator za k > n.
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Delovanje operatorja D* na produkt tq(t)

Trditev. Ce je ¢(t) k-krat odvedljiva funkcija na I C R, velja formula

DF(tq(t)) = (tq(t))® = tg® + kq*=V = ¢tD*(q) + kD" (q).

Dokaz Uporabimo indukcijo. Trditev je trivialna za k = 0, pri ¢emer vzamemo D* = 0 za
k < 0. Denimo, da enacba velja za nek k. Tedaj

D*1(tq) = D(D*(tg)) = D(tD"(g) + kD" (q))
— tD*(q) + D*(q) + kD*(q)
— 1DMI(g) + (k + 1)DH(g)

Torej formula velja tudi za £ + 1 in trditev je dokazana.

Opomba: Formulo lahko zapiSemo tudi v obliki
D*(tq) = tD*(g) + (D")'(q)-

Dobljeno formulo posloSimo za poljuben linearen operator L s konstantnimi koeficienti.
Spomnimo, daje L = P(D)in L' = P'(D).

Trditev. Ce je ¢(t) n-krat odvedljiva funkcijana I C Rinje L = P(D) linearen diferencialni
operator reda n s konstantnimi koeficienti, velja formula

L(tq(t)) = tL(q) + L'(q).

Dokaz Najbo L = 37" ja;D"/. Tedaj je

L(tq) = Zaa’D"’j(tQ)

n n

= Y aitD" I (q) + Y aj(n— D"} ()

=0 j=0

= tL(g) + L'(q).

Formula za L(t*q(t))

Trditev. Ce je ¢(t) n-krat odvedljiva funkcijana I C R inje L = P(D) linearen diferencialni
operator reda n s konstantnimi koeficienti, velja za vsak k£ € N formula

L(t*q(t)) = i <k> L9 (q), LY = PY(D).

=0 \J
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Dokaz Denimo, da formula velja za nek % in jo dokazimo za k + 1:

L(t*q) = tL(t*q) + L'(t*q)

- ti (’f) L) (q) +i0 (?) tFI LU (g)
_ Z (k) =i L0 (q) + kzﬁ (j f 1) = L0 ().

k k
Upostevaje identiteto ( ) + ( )
J j—1

Sedaj izberimo

(k + 1) dobimo iskano formulo.
J

Tedaj je
L(eM) = P\)eM,
LI = PONeM j=1,...,n.
Odtod in iz prejSnje trditve dobimo naslednjo formulo.

Trditev. Ce je L = P(D) linearen diferencialni operator reda n s konstantnimi koeficienti,
velja za vsak £ € N formula

k
L(theM) = M Z (f) k_jP(j)()\)
= M (PO +EP (V) 4.+ PP

Resitve nehomogene enacbe. Odtod vidimo, da ima vsaka nehomogena linearna enacba
n
Lz = Z a;x") = Q(t)eM,
=0

kjer je () polinom stopnje k£ in A € C, resitev oblike
z(t) = R(t)eM,
kjer je R(t) polinom iste stopnje k, Ce je P(\) # 0, ter stopnje k + j, Ce je
P(\) =0, ---, PU=D(\) =0, PY()) #£0.

V slednjem primeru lahko vzamemo R(t) = t Ry (t) za nek polinom R, (¢) stopnje k. Na ta
nacin lahko poiS¢emo partikularno resSitev vsake nehomogene enacbe oblike

Lx = Z Q;(t)eM",
j=1

kjer so @), polinomi in so \; € C realne ali kompleksne konstante.
Operatorji z nekonstantnimi koeficienti

Dobljene formule za izraze L(t*q(t)) in v posebnem za L(t*e*t) veljajo tudi, ¢e koeficienti

a;(t) operatorja L niso konstantni.
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V tem primeru je karakteristi¢en polinom funkcija dve spremenljivk:
P(t,A) =Y a;(t)\"7,
=0

torej je polinom v \ in zvezna funkcija v t. Operatorje L") v tem primeru definiramo s
predpisom

D P(t,\)

CoN

Bistvena razlika je v tem, da so sedaj koreni A\; = \;(¢) enacbe P(¢, \) = 0 funkcije spre-
menljivke ¢. Funkcija z(t) = e v splosnem ni reSitev homogene enacbe Lx = 0 za nobeno
konstanto A. Prav tako nam dobljene formule ne dajo partikularnih reSitev za desne strani
obravnanega tipa.

LY = PYU(t, D), Kjerje PY(t,\) =

Vsebina 12. predavanja: Enacba nihanja

V tem predavanju si bomo ogledali enacbo dusenega nihanja
F4ki+wlr=0 k>0 w>0
ter sorodno nelinearno enacbo nihanja
&+ ki +q(x) =0,

kjer je ¢(0) = 01in ¢’(0) > 0.

Dobljene resitve bomo uporabili pri resitvi valovne enacbe 1y = ¢t
Enacba nihanja. Matemati¢no gledano enacba

i+ w'z =0
sprasuje po negativnih lastnih vrednostih in lastnih funkcijah operatorja Lz = Z:
Ly = —w?z = Az, A <0.

S fizikalnega vidika enacba opisuje nihanje delca okrog ravnovesne lege x = 0 brez prisot-
nosti trenja (npr., nihanje idealne vzmeti, nihanje nihala, nihanje delca v elektromagnetnem
valovanju, viSina gladine morja na dolo€eni tocki ob valovanju, itd.)

Karakterien polinom je P()\) = A\? +w? z ni¢lama \ = +iw. Splosna kompleksna resitev

je torej z(t) = Ce' (C' € C), realna resitev pa
x(t) = Acos(wt)+ Bsin(wt)
= VA2+ B?cos(w(t —ty)), A,BeR.

To je nihanje (oscilacija) s kotno hitrostjo w in amplitudo v/ A? + B2.
Energija se ohranja

Stevilo to € R zadosCa zahtevama

A in (wto) B
_— sin(wtp) = ——,
VA2t B VAR B

enakost pa sledi iz adicijskega izreka.

cos(wtg) =
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Energija sistema je funkcija

2 2
E(z,t) = % +w2%,

to je vsota kineticne energije i* /2 in potencialne energije w*x? /2. Njen odvod vzdolZ resitve
x(t) je enak
d
aE@@JﬂDZiwﬂﬂ+w%ﬁﬁw=ﬂﬁﬂﬂﬂ+w%@»=0
Fizikalno: Energija sistema se ohranja vzdolz vsake reSitve.

Matematicno: energija £ je prvi integral enacbe.

Duseno nihanje. Enacba dusenega nihanja vsebuje dodatni ¢len 2pz, kjer je p > 0 faktor
dusenja:
&4 2pi + w?x = 0.
V splosnem je lahko p = p(t) funkcija asa t. Oglejmo si primer, ko je p konstanta. Karak-
teristi¢ni polinom je
P(\) = A + 2pA + w?

M2 =—pxp?*—w?=—-pEivw?—p

Ce je p > w (faktor duSenja je ve&ji od kotne hitrosti), sta lastni vrednosti realni negativni in
splosSna reSitev je

z ni¢lama

x(t) = AeMt + Bett.
Pri t — 400 gre reSitev eksponentno proti ni¢; do nihanja sploh ne pride. Podobno je v
mejnem primeru p = w, ko je sploSna resitev

z(t) = e “"(A+ Bt).

Oglejmo si najpomembnejsi primer, ko je 0 < p < w. Oznacimo

2 2

wo = Vw? — p=.

Splosna resitev je
x(t) = e " (A cos(wot) + Bsin(wpt)) = e v/ A2 + B2 cos(wy(t — to)).
Amplituda nihanja se zmanjSuje s faktorjem e 7',

Odvod energije vzdolz reSitve je enak

%E@@@@)Z:Wﬁ®+w%®ﬂﬂ
= &(t)(&(t) + w’z(t))
= —2pi%*<0.

Energija sistema se eksponentno zmanjSuje, reSitve konvergirajo proti mirovni legi pri
t — +oc.

Matemati¢no: Energija F je funkcija Lyapunova prirejenega sistema
T =", = —2pv — wi.
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Nelinearna enacba nihanja. Oglejmo si Se enacbo
i+ 2pz+q(x) =0, ¢(0)=0, ¢'(0) > 0.

Enacbe v sploSnem ne moremo reSiti eksplicitno, lahko po kvalitativno opiSemo reSitve in
obnaSanje v okolici mirovne lege x = 0. V ta namen definiramo potencialno energijo U in
totalno energijo L

-2

U(z) = /Ox q(s)ds, E(z,%) = % + U(x).

Nivojnice energije F za majhne vrednosti £ > 0 so sklenjene krivulje okrog izhodis¢a v fazni
ravnini (z, ). Odvod energije vzdolZ tokovnice je

E =i+ q(x)i = i(% + q(x)) = —2pi® <0,

V primeru p = 0 (ni duSenja) je torej £ prvi integral pridruZenega sistema za (x, ). Tak
sistem se imenuje konservativen.

Ce je p > 0, pa je E funkcija Lyapunova v okolici (0,0). Tokovnice kroZijo okrog
izhodis¢a (0, 0) in se mu spiralno pribliZujejo, ko gre ¢t — +oo.
Matematic¢no nihalo

Konkreten primer je matematicno nihalo (brez trenja), kjer x predstavlja kot:
¥4+ w?sine = 0.

Tedaj je
.2

U(r) = w*(1 — cosx), E:%—i—wQ(l—cosx)ZO.

Prirejeni sistem

t=wv, U=-—w'sinz
je periodicen s periodo 27 v x-spremenljivki. Tak je tudi njegov fazni portret, ki ga dolocajo
nivojnice £ = C.

Stacionarne tocke (tocke mirovanja) so pri £ = 0, to so (2k7,0), k € Z.

Za vrednosti 0 < C' < 2w? je nivojnica F = C' sklenjena krivulja okrog vsake stacionarne
tocke (2km,0). Tok potuje od leve na desno pri & > 0 in od desne na levo pri & < 0.

Pri mejni vrednosti C' = 2w? dobimo t.i. separatrice, ki povezujejo tocki (—m,0) in
(4, 0) (ter splosneje ((2k — 1), 0) in ((2k + 1)7,0)).

Za C' > 2w’ pa dobimo dve odprti periodi¢ni krivulji, simetri¢ni glede na x-os. Energije
sistema je sedaj tako velika, da se nihalo vrti vselej v isto smer.
Enacba nihanja strune

S temi orodji lahko obravnavamo valovno enacbo za funkcijo u(t, x):

Uy = gy, u(t,0) =0, u(t,l) =0 zavsakt e R, 0 <z <.
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[§¢emo stacionarne (razcepne) resitve u(t, =) = T(t)X (x). Z lo€itvijo spremenljivk do-
bimo dve navadni diferencialni enacbi:

; = C2X7” =—’X R, X(0)=X(¢)=0.

Enacba za funkcijo X (z) je

X"+ XX =0, X(0)=X(¢)=0.
Naj bo A > 0. Neupostevaje robne pogoje imamo splos$no resitev

X(x) = Acos(V\z) + Bsin(vVz).
Priz = 0je X(0) = A =0, zato je X () = Bsin(v/Az).

Na krajis¢u = = ¢ dobimo pogoj
sin(vVM) = 0, e = (km/0)?, k€ Z,.

Nihanje strune

S tem smo dobili naslednje zaporedje resitev enacbe za X (x):
k
Xk (x) = sin (%x) : k e N.
Prepric¢aj se, da primer A < 0 ne vodi do netrivialnih reSitev problema.
Stevila ), vstavimo v enacbo za T(t):
T+ ENT =T + Ak /0)*T = 0.
SploSna resitev je
k k
Ti(t) = Ay cos (%ct) + By, sin (%ct) .

Splosno resitev valovne enacbe dobimo s superpozicijo stacionarnih valov:

u(t,z) = Ti(t) X(2).
k=1
Seveda je potrebno obravnavati konvergenco dobljene trigonometrijske vrste.

Vsebina 13. predavanja: Osnove teorije stabilnosti

V tem predavanju obravnavamo osnovne pojme teorije stabilnosti dinami¢nih sistemov.
Glavne teme so naslednje:

Stabilni, nestabilni in centralni podprostor linearnega sistema
Izrek o stabilnosti linearnih sistemov
Stabilnost majhnih perturbacij linearnih sistemov.
Izrek Hartman-Grobman o topoloski stabilnosti
Pojem stabilne in nestabilne mnogoterosti negibne tocke
Poincaréjeva preslikava in stabilnost ciklov
Kaoti¢ni pojavi v dinamicnih sistemih
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Stabilni, nestabilni in centralni podprostor linearnega sistema

Naj bo A kvadratna n x n matrika in x = Ax pripadajoc¢ linearni sistem diferencialnih
enacb. Prosto R" razcepimo na direktno vsoto treh vektorskih podprostorov:

R"=FE,0FE,®E..

e Stabilni prostor, Ej, je linearna lupina vseh lastnih in korenskih vektorjev, ki pripadajo
lastnim vrednostim A matrike A z R\ < 0.

e Nestabilni prostor, I, je linearna lupina vseh lastnih in korenskih vektorjev, ki pri-
padajo lastnim vrednostim A\ matrike A z R\ > 0.

e Centralni prostor, E., je linearna lupina vseh lastnih in korenskih vektorjev ki pri-
padajo lastnim vrednostim A\ matrike A z R\ = 0.

Iz 7e narejene analize sledi, da se tok ¢;(x) = e''x:

e cksponentno priblizuje izhodiscu 0, Ce je x € E;
e cksponentno oddaljuje od izhodisca, Ce je x € E,,;
e miruje ali krozi, ¢e je x € E, lastni vektor z lastno vrednostjo z R\ = 0;
e ima polinomsko obnasanje, ¢e je x € E,. korenski vektor z R\ = 0.
Stabilne in privla¢ne negibne tocke

Opazujmo sistem diferencialnih enacb
x = F(x)

na neki domeni D C R” in naj bo ¢.(x) njen tok.

Definicija. Negibna tocka x° € D sistema (F(x") = 0) je

(a) stabilna, &e za vsako okolico O C D to¢ke x" obstaja manj$a okolica O’ C O tocke x°,
tako da je ¢(x) € O zavsakx € O"int > 0.
(b) priviacna, &e obstaja okolica O tocke x°, tako da za vsak x € O int > 0 velja
¢:(x) €0 in  lim ¢ (x) =x".

t—+00

(c) globalno privlacna na D, e velja tocka (b) za O = D.
(d) (globalno) odbojna, Ce je (globalno) privlacna pri obratu Casa.

Stabilnost linearnega sistema

1z prej povedanega ter definicij sledi naslednji izrek za linearni sistem

x = Ax naR".

Izrek. e Ce imajo vse lastne vrednosti matrike A negativen realni del, potem je izhodisce
0 € R globalno privlacna negibna tocka.
e Ce vse lastne vrednosti A zados¢ajo '\ < 0 in ima centralni prostor E. bazo lastnih

vektorjev, potem je 0 € R" stabilna negibna tocka.
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Izrek lahko dokaZemo tudi z uporabo metode Lyapunova. Oglejmo si najprej primer, ko

je A = diag(A1, ..., \,). Tedaj je
Ax - -x = )\11’% -+ )\21’% =+ .- +)\n$i

Ce so vse lastne vrednosti < 0, je zgornji izraz < 0 na R™ in zato je vsaka krogla B, = {|x| <
r} kletka za tok; torej je izhodiSCe stabilna tocka.
Negativne lastne vrednosti

Cevelja \; < 0zai = 1,...,n, se tok eksponentno priblizuje izhodii¢u. Direktno to
vidimo takole. Kvadrati¢no formo Ax - x lahko ocenimo navzgor:

Ax-x < —¢|x|* zanekc > 0.
Fiksiramo zacetno to¢ko x € R" in ozna¢imo
u(t) = o (x)* = x|
Tedaj je
W(t) = 204(x) - ¢y (X) = 2A0,(x)- Pr(x) < —2¢|y(x)]? = —2cu(t).
Z integracijo dobimo
|6e(x)[* = u(t) < e *"u(0) = e™*|x[?

|6e(x)] < e™[x].

Podobno analiziramo primer s parom konjugirano kompleksnih lastnih vrednostji —a = ib,
a > 0 (ali ve¢ takimi pari).
Primer z Jordanovo kletko

Ce matrika A ni diagonalizabilna, lahko dobimo analogno oceno kvadrati¢ne forme Ax - x
v neki drugi bazi (ekvivalentno, za neko konjugirano matriko). Oglejmo si Jordanovo kletko
J dimenzije k z lastno vrednostjo A. Velja torej

Jer = dey, Jes =Xey+eq,---,Jep = e+ ep_1.

Ce izberemo 1 > 0 in uvedemo novo bazo korenskega podprostora

/ / / 2 / k—1
€ =€, €y = Ues, €3 =pHnes ..., €=U €k,

dobimo v tej bazi posploSeno Jordanovo kletko J , z lastno vrednostjo A ter Stevilom p na
prvi zgornji naddiagonali. Pri majhnem y: je to majhna perturbacija diagonalne matrike. Ce je
A < 0, dobimo pri majhnem g oceno
Jaux-x < —clx|?

za nek ¢ > (. Odtod sledi enako kot prej, da se tok na tem korenskem podprostoru ekspo-
nentno pribliZuje izhodiscu.

Ce ima centralni podprostor F. bazo lastnih vektorjev, velja Ax-x < 0 za vse x € E,, in
posledi¢no za vse x € R". Torej je 0 stabilna negibna tocka.
Nelinearna perturbacija linearnega sistema

Oglejmo si sedaj nelinearen sistem

X = F(x) = Ax + f(x), Tim LX) _ g

x—0 ’X‘
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Izrek. Ce vse lastne vrednosti matrike A = dF, zado§¢ajo R\ < 0, je 0 privlaéna negibna
toCka zgornjega sistema.

Dokaz Po spremembi baze v R" (oziroma konjugaciji matrike A) velja Ax -x < —c|x|? za
neko konstanto ¢ > 0. Naj bo x(t) = ¢;(x) trajektorija z zaetno tocko x(0) = x° blizu
izhodis¢a. Oglejmo si funkcijo u(t) = |x(t)|%.

u(t) = 2x(t) - x(t) = 2Ax(t) - x(t) + 2f(x(¢))- x(¢).
Ker je [£(x(t))| = o(|x(t)]). je [£(x(t))- x(t)] = o(|x(t)|?) in zato
w(t) < —2co|x(t)|* = —2coul(t)

za neko konstanto —c < —cy < 0. Kot prej sledi |x(t)| < e~“|x(0)].
Izrek Hartman-Grobman

Pojavi se vpraSanje, kdaj je nelinearna perturbacija linearnega sistema konjugirana lin-
earnemu sistemu, v smislu da lahko enega prevedemo v drugega z zamenjavo koordinat v
okolici negibne toc¢ke. Velja naslednji izrek.

Izrek. Naj bo A matrika, katere lastne vrednosti imajo neniceln realni del. Naj bo

K= F(x) = Ax +£(x),  lim 29 g

x—0 |X|
majhna %! perturbacija linearnega sistema x = Ax in oznaimo s ¢; njegov tok. Tedaj obstaja
homeomorfizem © v okolici 0 s ©(0) = 0, ki zados¢a
O(¢(x)) = ¢ O(x)

za majhne vrednosti [¢] in za toCke x blizu 0.

To pomeni, da © preslika tok nelinearnega polja F(x) v tok linearnega polja Ax (to je
linearizacija polja F' v 0) v okolici negibne tocke 0. Fazna portreta ima torej enake topoloske
karakteristike.

Linearizacija z difeomorfizmi

Izreka Hartman-Grobman ne bomo dokazali, ker je sorazmerno zahteven.

Seveda je Se pomembnejSe vprasanje, kdaj je nelinearen sistem
x = F(x) = Ax + f(x)

v okolici negibne tocke konjugiran linearnemu sistemu; to je, kdaj obstaja difeomorfizem ©
v okolici 0, ki zadoscCa
dOy F(x) = A-O(x).

Iz tega seveda sledi, da O preslika tok polja F v tok linearnega polja.

Znano je, da to velja za veliko vecino matrik, katerih lastne vrednosti imajo nenicelne
realne dele. Izjeme so matrike, pri katerih obstajajo dolocene celostevilske relacije (t.i. reso-
nance) med njihovimi lastnimi vrednostmi.

Ta teorija je precej zahtevna in je ne bomo podrobneje obravnavali.

Stabilna in nestabilna mnogoterost
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Ponovno opazujmo sistem

x = F(x) = Ax + f(x), limM = 0.

x—0 ’X‘
Pojavi se vpraSanje, kaks$no strukturo imata mnoZici
Ws={x: lim ¢(x) =0}, W, ={x: lim ¢(x)=0}.
t—+4o00 t——o00
Velja naslednji izrek.

Izrek. Denimo, da ima n x n matrika A = dF, natanko £ lastnih vrednosti z negativnim
realnim delom ter n — k lastnih vrednosti s pozitivnim realnim delom. Potem sta mnoZici W
in W,, v okolici izhodis¢a ¢! podmnogoterosti dimenzije k oziroma n — k.

Natacneje, Ce je R" = E, @ E, razcep na stabilni in nestabilni podprostor matrike A,
potem je W v izhodi$Cu tangentna na F,, W, pa je v izhodiscu tangentna na F,,.

W se imenuje stabilna mnogoterost, W,, pa nestabilna mnogoterost tocke 0. Ce je negibna
tocka p, uporabljamo oznake W (p) in W, (p).

Z izbiro koordinat lahko dosezemo, da je
E, =RF x {0}, E, = {0} x R"F.
Tedaj je W, graf neke € preslikave g : R* — R"~* v okolici 0 € R* z dgy = 0.
Analogno je W, graf neke ¢! preslikave h : R"* — R* v okolici 0 € R¥=* z dhy = 0.

Ce je O topoloska ali difeomorfna konjugacija toka ¢, polja F v tok ¢'* linearnega polja
Ax, potem v neki okolici izhodis¢a velja
O(Wy) = Ej, oOW,) = E,.
Poanta izreka je v tem, da tudi ¢e gladka konjugacija ne obstaja (ampak je © le homeomor-

fizem, ki obstaja po izreku Hartman-Grobman), sta W, in W,, dobro definirani ¢! podmno-
goterosti, ki sta v izhodiScu tangentni na F; oz. E,,.

Primer 1
Oglejmo si sistem
i=—x, y=y+2% F(ry) = (-z,y+2%).
Ocitno je (0, 0) negibna tocka (ni¢la vektorskega polja F') in njegova linearizacija v (0, 0) je
t=—-z, y=y; A=diag(—1,1).
Tok nelinearnega polja je
Or(z,y) = (e_tx, el(y + 2%/3) — e_gtx2/3) ,
tok linearnega polja pa

ve(z,y) = (e7'z, €'y).
Linearizacijo i$¢emo z nastavkom

O(z,y) = (v,y + cz?).
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Stabilna in nestabilna mnogoterost v primeru 1
Konjugacijska enacba
dO(z, y)F(z,y) = A-O(z,y)
nam s preprostim raunom da reSitev
c=1/3, O(z,y) = (z.y+27/3), O (z,y) = (z,y —2°/3).
V tem primeru je
Es; =R x {0}, E, ={0} x R.

Stabilna in nestabilna mnogoterost tocke (0, 0) v sistemu x = F(x) sta

W, = 0°YE,) ={(z,y):y=—2%/3},

W, = 06°4E,) ={(z,y) : 2 =0} = E,.

Primer 2

Oglejmo si sistem

Linearizacija v (0, 0) je

Tocka (0, 0) je privlatna negibna tocka.

Linearizacija v (1,0) je

p=r-1,  §=-y,

Tocka (1,0) je hiperboli¢na (sedelna) negibna tocka.

Stabilne in nestabilne mnogoterosti obeh stacionarnih tock so

W(0,0) = {(z,y) e R*:x < 1},  W,(0,0) = {(0,0)},
Ws(1,0) ={(1,y) : y € R}, W, (1,0) = {(x,0) : 0 < z < +o0}

Stabilnost ciklov

Cikel je sklenjena (periodi¢na) orbita vektorskega polja.

PosploSeni cikel sestoji iz konéno mnogo trajektorij, ki povezujejo pare kriticnih tock
(nicel vektorskega polja) v ustreznih smereh in se sklenejo v cikel.

Cikel C' je stabilen, Ce za vsako njegovo okolico U obstaja manjsa okolica C' C U’ C U,
tako da trajektorije z zaCetkom v U’ ostanejo v U pri vseh ¢ > 0.

Cikel C je asimptoti¢no stabilen ali privlacen, e ima okolico U, tako da za vsako tocko
x € U velja
tlgrnoo dist(¢e(x),C) = 0.

To pomeni, da se vse bliZnje trajektorije priblizujejo ciklu C.

Analizo stabilnosti cikla lahko naredimo tako, da si ogledamo dinamiko Poincaréjeve

(povratne) preslikave; angl. Poincaré first return map.
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Pri tem si lahko pomagamo z linearizacijo danega sistema diferencialnih enacb vzdolz
cikla.

Poincaréjeva povratna preslikava

Naj bo F vektorsko polje na domeni D C R". Najbo C C D cikel polja F inp € C
poljubna tocka na njem. Ozna¢imo s 7'(p) > 0 periodo (obhodni ¢as) cikla; ta je neodvisna
od izbire tocke p € C.

Izberimo hiperravnino > C R", ki gre skozi p in ne vsebuje vektorja F(p); pravimo, da je
Yl transverzalna na C' v to¢ki p. Naj bo U neka okolica to¢ke p. Po izreku o zveznosti reSitev
sistema obstaja manjSa okolica U’ toCke p, tako da za vsako tocko x € ¥ N U’ trajektorija
¢:(x) seka X pri nekem prvem Casu 7T'(x), ki je blizu T'(p), in velja

P(X) = (bT(x)(X) exXnU

(Trajektorija lahko seka X tudi pri kasnejSih obhodih, seveda pa se lahko s¢asoma oddalji od
cikla in se veC ne vrne.) Preslikava

P:XNU —-XNU, x — P(x)
se imenuje Poincaréjeva povratna preslikava. Funkciji x — T'(x) ter x — P(x) sta zvezni
in tudi gladki, e je vektorsko polje gladko.
Dinamika Poincaréjeve preslikave in stabilnost cikla
Za vsako naravno §tevilo k € N oznatimo s P* k-ti iterat preslikave P:

k

A\

Pf—PoPo...0P.

Izrek. Ce je tocka p € C na ciklu C stabilna negibna tocka zaporedja iteratov {P*}1en (10 e,
za vsako okolico U tocke p obstaja manjsa okolicap € U’ C U, takodazavsakx € XN U’
velja P*(x) € U za vse k € N), potem je C stabilen cikel.

Ce je p privla¢na negibna tocka preslikave P (to je, za vse x € X blizu p velja lim_,o, P*(x) =
p), potem je cikel C' privlacen.

Izrek je intuitivno oliten, saj je obhodni ¢as 7T'(x) zvezna funkcija tocke in zato se tra-
jektorija med enim obhodom nima casa bistveno oddaljiti od cikla C'. V primeru, da je
p = limy_,, P¥(x) se trajektorija priblizuje limitnemu ciklu C'.

Analiza je neodvisna od izbire tocke p € C'in transverzale ..

Poincaréjeva preslikava pri ravninskih sistemih

Dinami¢ni sistemi na domenah v ravnini R? so posebej preprosti s stali$¢a teorije sta-
bilnosti. Eden od pomembnih razlogov za to je dejstvo, da vsaka Jordanova krivulja, torej
homeomorfna slika kroznice v ravnini, slednjo razdeli na dve povezani komponento:

e notranjo (omejeno), ki je difeomorfna disku, ter
e zunanjo (neomejeno), ki je difeomorfna punktiranemu disku.

To je Jordan-Schoenfliesov izrek.
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Z njegovo pomocjo zlahka vidimo, da je Poincaréjeva povratna preslikava monotona na
obeh poltrakih X\ {p} = X, U X_ transverzale.

Iterati P*(x) se torej bodisi pribliZujejo p bodisi oddaljujejo od p, ne morejo pa oscilirati
ali preiti na drugo stran >._. ObnaSanje je lahko razli¢no na poltrakih >, in >)_: ena stran je
lahko privlacna in druga odbojna.

Za tocko x € D C R definiramo limitno mnoZico w4 (x) kot mnoZico vseh stekalis¢
tokovnice ¢;(x) v D, ko gre t — +o0. Vprasanje je, kaj so lahko limitne mnozice. Izkaze se,
da v ravnini ni veliko moZnosti. Naslednji izrek se dokaze s pomoc¢jo monotonosti Poincaréjeve
povratne preslikave.

Izrek Poincaré-Bendixson in Lorenzov atraktor

Izrek (Poincaré-Bendixson). V ravninskem dinami¢nem sistemu je vsaka limitna mnoZica
w4 (x) enega od naslednjih tipov:

e negibna tocka (nicla vektorskega polja),
e cikel (periodi¢na orbita), ali
e posploSeni cikel.

Po drugi strani pa v sistemih na R" za n > 3 obstajajo zelo nenavadne limitne mnoZice.
Prvi znani tovrstni primer v literaturi je bil naslednji Lorenzov sistem na R?, ki izvira iz $tudija
vremenskih pojavov (glej npr. G. Teschl, Ordinary Differential Equations and Dynamical
Systems, 2012, razdelek 8.2).

& = —o(z—y)
Yy = rx—y—2az
= xy—bz (o,7,0 > 0).
Pri vrednostih > 1 obstaja t.i. Cuden atraktor A, sestavljen iz neskonéno mnogo razvejanih
ploskev, med katerimi prehajajo orbite na kaoti¢en nacin, tako da je za vsak x € R? limitna
mnozica wy (x) = A.
14. predavanje: 4. poglavje — Variacijski racun

V tem in naslednjih predavanjih obravnavamo osnove variacijskega racuna.

Problem je naslednji. Dan je predpis ., ki vsaki zvezno odvedljivi funkciji + = z(¢) na
dani domeni, npr. na zaprtem intervalu [a,b] C R, priredi Stevilo Z(z) € R, ki je odvisna

od funkcije z(t). Tak predpis se imenuje funkcional na danem prostoru funkcij; £ je torej
“funkcija na funkcijah”.

Zanima nas, kako bi poiskali funkcije, pri katerih funkcional .’ zavzame ekstremno vred-
nost, to je (lokalni ali globalni) minimum ali maksimum.

Primer 1: Pois¢i zvezno odvedljive poti
X(t) = (x1(t),...,za(t)) € R, t€]0,1],

z danima vrednostima x(0) = a, x(1) = b, ki imajo najmanj$o dolZino

/IIX (t)||dt = /\/331 ot (t)2dt.




Resitev poznamo: to so monotone parametrizacije daljice od a do b.
Ideja: redukcija na iskanje ekstremov funkcij ene spremenljivke
Najbo h(t) = (hi(t),...,ha(t)), t € [0, 1], poljubna zvezno odvedljiva vektorska funkcija
z robnima vrednostima h(0) = h(1) = 0. Oglejmo si druZino poti
xs(t) = x(t,s) =x(t) + sh(t), te€][0,1], seR.
Ocitno velja x5(0) = a, x4(1) = b za vsak s € R.

Ce ima pot x((t) = x(t) najmanj%o dolZino med vsemi bliznjimi potmi, ima skalarna
funkcija R 5 s — Z(x;) € R lokalni minimum pri s = 0 in zato je

d

7l Z(xs) = 0.

Z(x,) = / 15(t) + s (t)]|dt = / VIS +255%(0)- h(e) + 52 (o) .
x(t)- h(t)

d 1
LA :/ x(0)-ht) g
dsloeo? ) = | K]

Ta identiteta mora veljati za vse gladke funkcije h(¢) z robnima vrednostima 0.

Da bi problem poenostavili, se spomnimo, da je dolZina poti neodvisna od izbire parametrizacije.
Ce pot parametriziramo z naravnim parametrom, je ||x|| = 1. V tem primeru potrebujemo in-
terval [0, .Z(x)] oziroma, Ce reparametriziramo nazaj na [0, 1], je ||x|| = -Z(x) konstantna.

Sedaj zgornji integral brez te konstante integrirajmo per partes in upostevajmo h(0) =
h(1) =0:
1
/ () ittt = |3 iy (hs(t)dt = — / S (1) () dt = 0.
0 0 j 0 j=

To velja za vse zvezne odvedljive funkcije h z h(0) = h(1) = 0.

Odtod sledi
xX(t) =0 zavset € [0,1].

To pomeni, da je hitrost x(¢) konstantna, zato je x(¢) linearna parametrizacija daljice od x(0)
do x(1).

To sledi iz naslednje trditve, ki jo bomo v nadaljevanju veckrat uporabili.
Variacijska lema

Lemma 0.2. Naj bo g(t) = (¢1(t),...,gn(t)) € R" zvezna pot na [a,b] € R", tako da za
vsako gladko pot h(t) = (hi(t),...,h,(t)) € R" s h(a) = h(b) = 0 velja

/ bg(t) ‘h(t)dt = [ 3" gi(t)h(t) dt = 0.

Potem je g(t) = 0.
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Dokaz Ce izberemo vse funkcije h; razen ene enake ni¢, vidimo, da zado$c¢a dokazati trditev
v primeru n = 1.

Denimo, da zvezna funkcija ¢ : [a,b] — R ni identi¢no enaka ni¢. Izberimo tocko ¢, €
(a,b), tako da g(to) # 0. Recimo, da je g(ty) > 0. Zaradi zveznosti obstaja interval [ =
(to — 0,to + 0) C [a, b], tako da je g(t) > 0 za vsak ¢ € I.

Izberimo gladko funkcijo h(t) > 0 tako, daje h(ty) > Oinje h(t) = 0 zavsak ¢ € [a,b]\I.
Potem je g(t)h(t) > O na [a, b] in g(to)h(ty) > 0, zato f:g(t)h(t)dt > 0, kar je v protislovju
s predpostavko. Analogen sklep lahko naredimo, Ce je g(ty) < 0, tako da izberemo A(t) < 0
in h(tg) <O.

Druga varianta zakljucka dokaza

Povrnimo se za trenutek k identiteti

PIRPNC08
05 oo ) / B

ki mora veljati za vse gladke funkcije h(¢) z robnima vrednostima 0.

Namesto da najprej reparametriziramo pot z naravnim parametrom in s tem doseZzemo, da
je dolZina ||x(t)|| konstantna, lahko sklepamo tudi takole. Iz variacijske leme sledi, da je

Ce pisemo C = (Ch,...,C,) € R™, to pomeni
x(t) = C[x(@®)|, tel01].

Smer hitrostnega vektorja je torej neodvisna od ¢, zato je pot x(¢) parametrizacija daljice,
usmerjene z vektorjem C.

Osnovna naloga variacijskega racuna

Sedaj si oglejmo splosnejsi problem te vrste. Opazovali bomo funkcije na I = [0, 1] C R;
ista analiza velja na kateremkoli kompaktnem intervalu v R.

Oznaimo s €' (I) vektorski prostor vseh zvezno odvedljivih funkcij z : I — R in ga
opremimo z normo

]l = max (t)] + max (1)
in prirejeno metriko d(x,y) = ||x — y||. Preveri, da je to zares norma:

Iz +yll <zl +llyll,  llexll = - [l«] (c € R).
Prostor €’*(I) s to normo in metriko je poln, to je, vsako Cauchyjevo zaporedje konvergira.

(Zakaj?)

Poln normiran vektorski prostor se imenuje Banachov prostor.

Lagrangejevo jedro in funkcional
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Naj bo L neka dvakrat zvezno odvedljiva realna funkcija na [0, 1] x R?. Vsako funkciji
x € €*(I) priredimo Stevilo

L(z) = /01 L(t, x(t), @(t))dt € R.

Funkcijo .Z : €*(I) — R imenujemo Lagrangejev funkcional z jedrom L.

Osnovna naloga: Fiksirajmo Stevili a, b € R in ozna¢imo
D(a,b) = {z € €'(I) : 2(0) = a, z(1) = b}.

Poisci ekstreme Lagrangejevega funkcionala .Z : D(a,b) — R, torej funkcije x € D(a, b),
pri katerih ima . lokalni minimum ali lokalni maksimum.

Za vsak par funkcij z,y € D(a,b) je njuna razlika v = y — 2 € D(0,0), torej v(0) =
v(1) = 0. Velja tudi obratno:

x € D(a,b), ve D(0,0) = z+v e D(a,b).

Stacionarna tocka Lagrangejevega funkcionala

Izberimo v € D(0,0) in si za neko x € D(a, b) oglejmo skalarno funkcijo
1
R> s+ Z(x+sv) = / L(t, z(t) + sv(t), &(t) + so(t))dt € R.
0

Ce je 2 € D(a,b) extremalna funkcija za .# (lokalni maksimum ali minimum), potem je
Stevilo s = 0 stacionarna tocka funkcije s — £ (z + sv), torej velja

d

V,.Z = —

(VL)) = &

To je smerni odvod ali prva variacija funkcionala £ v tocki x € D(a,b) C €*(I) v smeri
tangentnega vektorja v € D(0,0).

L(x+sv)=0.

s=0

Definicija. Tocka x € D(a,b), v kateri velja (V,.Z)(x) = 0 za vse v € D(0,0), se imenuje
stacionarna toc¢ka funkcionala £ : D(a,b) — R.

Euler-Lagrangejeva enacba
Sedaj bomo izpeljali diferencialno enacbo za stacionarne tocke. Velja:

(V. L) (x) = /O% L(t, z(t) + sv(t), &(t) + so(t))dt

s=0

-/ (%L(t,xa),z(t))w)+%L<t,x<t>,¢<t>>e<t>) dt.

Oznaki 0/0z in 0/04 pomenita parcialna odvoda funkcije L po spremenljivkah, ki ju zasedata
x(t) in Z(t). V nadaljevanju ozna¢imo te odvode z L, in L;.

Denimo sedaj, da sta funkciji x in L razreda €. Tedaj je Ly (t, x(t), @(t)) zvezno odvedljiva
po t in lahko drugi Clen na desni strani integriramo per partes. UpoStevaje robne pogoje
v(0) = v(1) = 0 dobimo

/0 Lot (1), i(0)(t)dt = — /0 %Li(t,x(t),i(zﬁ))v(t)dt.
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Formula za smerni odvod je torej

(V,.2)(z) = /0 <Lx(t,x(t),m"(t)) - %Lﬂt,x(t),ab(t))) u(t)dt.

Euler-Lagrangejeva enacba
Videli smo, da ob predpostavki z € €2([0,1]) in L € €([0, 1] x R?) velja

(V.. 2)(z) = / (Lz<t7x<t>,:b<t>> - %L¢<t,x<t>,a&<t>>) o(t)dt

Ce velja (V,.2)(x) = 0 za vse v € D(0,0), je funkcija pod integralom identiéno enaka 0 po
variacijski lemi. S tem smo dokazali:

Izrek (L. Euler 1744; J.-L. Lagrange 1760). Funkcija x € D(a,b) C ¢*(I) je stacionarna
to¢ka Lagrangejevega funkcionala £ (x) = [, L(t, z(t), (t))dt na D(a, b) natanko tedaj, ko
velja

At a(),a(6) =0, tel.

L.(t,z(t),z(t)) — 0

Ta diferencialna enacba 2. reda se imenuje Euler-Lagrangejeva enacba. Vsak lokalni
ekstrem funkcionala . zados¢a tej enacbi.

Ekspliciten zapis Euler-Lagrangejeve enacbe

d . .
ELi(t, w(t), o(t)) = L (t, x(t), (t))

T Lualt 2(t), 3(0)i(t) + Laalt 2(t), () (1)

Euler-Lagrangejeva enacba:

L (8, x(t), £(0))L(t) + Laa(t, x(t), 2(2))(t)
4 Lia(t, (t), #(t)) — Lo(t,a(t), i(t) =0, tel.

OkrajSano:

Tehnic¢na tezava

Dobljen rezultat ni povsem zadovoljiv, saj smo morali za njegovo veljavnost predpostaviti,
da sta funkciji z in L razreda %™, osnovni problem pa je zastavljen za funkcije, ki so le razreda
%'. V tem primeru ne moremo integrirati drugega ¢lena v vsoti za (V,.Z)(x) per partes, saj

je funkcija 2 L(t, z(t), #(t)) samo zvezna v ¢, ne pa tudi odvedljiva.
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Vrnimo se na osnovno formulo za smerni odvod funkcionala .Z:

(VL) (x) = /0% L(t, z(t) + sv(t), &(t) + so(t))dt

s=0

= [ (gptteat.a0)00) + 52,00 00000 )

T

Radi bi videli, da je v primeru, ko je (V,.Z)(z) = 0 za vse v € D(0,0) (torej je x
stacionarna tocka funkcionala %) funkcija 2 L(t, (t), #(t)) dejansko zvezno odvedljiva po
t in zato x zadosca Euler-Lagrangejevi enacbi.

Ta sklep je pravilen, kot sledi iz naslednje leme.

Splosnejsa variacijska lema

Lemma 0.3 (P. du Bois-Reymond, 1879; A. Razmadze, 1921). Naj bosta f in g zvezni funkciji
na I = [a,b] C R, za kateri velja

b
/ (f@®)v(t) + g(t)o(t))dt =0

za vsako funkcijo v € €*(I), ki zados¢a v(a) = v(b) = 0. Tedaj je g zvezno odvedljiva in
velja f = ¢. (Obratno, pri f = § je integral enak f: d(gv) =0.)

Dokaz Lahko vzamemo [ = [0, 1].
Najpre;j si oglejmo poseben primer f = 0. Naj bo ¢ = fol g(t)dt. Tedaj je

/Ol(g(t) —c)o(t)dt = /01 g(t)o(t)dt — C/ol o(t)dt = 0.

Ce definiramo

jev(0) =0, v(1) =0, v(t) = g(t) — cin zato
/b(g(t) —c)dt =0 = g(t)=c zavsakt € [ = g =0= f.
0

Splosni primer

Definirajmo funkcijo

by = [ fods i) = 1o

Z integracijo prvega Clena per partes dobimo

/Of(t)v(t)dt:/o h(t)v(t)dt:—/o h(t)o ()t

in zato

I
O\
i

—
Q
—~

~
S—

|

>
~—~

~
SN—
~

=t
~

~
S~—

oY

~

0 :/0 (f()v(t) + g(t)i(t))dt
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za vsako funkcijo v € €1([0, 1]), ki zados¢a v(0) = v(1) = 0. Iz posebnega primera za-
klju¢imo, da je g(t) — h(t) konstanta, zato je

g(t) = h(t) = f (D).

Euler-Lagrangejeva enacba za vektorske funkcije
Povsem analogno izpeljemo naslednji Euler-Lagrangejev izrek za vektorske funkcije.

Izrek (L. Euler, J.-L. Lagrange 1760). Naj bo L funkcija razreda ¢! na I x R" x R", kjer je [
kompakten interval v R. Funkcija x € D(a,b) C €*(I,R") je stacionarna totka Lagrange-
jevega funkcionala

L(x) = / L(t x(t), x(t) )dt

I
natanko tedaj, ko velja

L, (t,x(t),%x(t)) — %Lii(t,x(t),ic(t)) =0, tel,i=1,...,n.

To je sistem n navadnih diferencialnih enacb drugega reda za funkcijo x ().

Za identifikacijo lokalnih ekstremov ter njihovega tipa je potrebno obravnavati drugo
variacijo funkcionala .Z .
Variacije sploSnejsega tipa
Do sedaj smo obravnavali linearne variacije dane funkcije x(t), torej variacije oblike
(t,s) — x(t) +sv(t), seR,
kjer je v(t) funkcija z vrednostjo 0 v krajis¢ih intervala.
Lahko bi opazovali sploSnejSe variacije

z(t,s) = x(t) + sv(t) + o(s), wv(t) = %

x(t,s), lim ols) =0,
s=0 s—0 S

.....

izpeljave vidi, da je Stevilo

d d
| 2t ) = / -

odvisno le od linearnega ¢lena v(t) v deformaciji z(t, s), torej enako V,.Z(x). Zato takih
splosnejSih deformacij ni potrebno obravnavati.

L(t,z(-,s),&(-,s))dt

s=0

Nadalje se je v raznih geometrijskih problemih mogoce brez Skode za sploSnost omejiti na
bolj posebne deformacije. Npr., ¢e opazujemo dolZino imerzirane poti x : I — R", je dovolj
opazovati deformacije v smereh v(¢), ki so v vsaki tocki pravokotne na tangentni vektor x(¢),
saj tangentna komponenta prispeva le k reparametrizaciji poti in ne vpliva na reSitev problema.

Lagrangiani posebnega tipa
Prvi poseben primer je Lagrangian oblike
L(t, %) (neodvisen od x)
V tem primeru je L, = 0 in Euler-Lagrangejeva enacba L, — %Li = 0 se reducira na

L(t,x(t)) = C € R™.
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Tak primer smo imeli pri iskanju poti najmanjSe dolZzine med dvema tockama v R" v evklidski
metriki, kjer je

L(t,x) = [|X]| = /a7 + - + 42

in

Lat,x(t) = O _cepe

Lagrangian L(z, 1), neodvisen od ¢

V tem primeru se Euler-Lagrangejeva enacba L, — %Li = 0 reducira na Beltramijevo
identiteto

L—z2L;=C¢€cR
To vidimo iz naslednjega racuna:

d

d
E(L(yc, @) — &Ly(x,#)) = Ly&+ Lyi—3L; —a—L;

dt
d
= i(L,——L;).
(e )

Ce velja Euler-Lagrangejeva enacba L, — %Li = 0, dobimo
d
—(L —2L;) =0
5 (L= 2Ls)
in je zato L — 2 L; konstanta.
Obratno, ¢e je L — & L; konstanta in ima mnoZica {¢ € [0, 1] : # = 0} prazno notranjost

(kar velja v vseh naravnih primerih, kjer je x kandidat za ekstrem), sledi Euler-Lagrangejeva
enacba L, — £ L; = 0.

Vsebina 15. predavanja: Primeri ekstremov funkcionalov

V tem predavanju bomo uporabili Euler-Langrangejevo metodo za reSitev nekaterih klasi¢nih
optimizacijskih problemov.

e VeriZnica
e Brahistokrona
e Geodetske krivulje

Primer 1: VeriZnica

Raztegljivo verigo obesimo na dva droga razli¢nih viSin in jo pustimo, da prosto visi pod
vplivom teznosti. Kaksno krivuljo dobimo?

Fizikalna izpeljava, ki jo prepustimo fizikom, sledi nacelu, da je pri reSitvi doseZen min-
imum potencialne energije. Ustrezen graf y(z) na intervalu [a,b] z robnima vrednostima
y(a) = a >0, y(b) = f > 0 minimizira integral

b
ZLy) = / y\/ 1+ y%dz.
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Lagrangian L(y,y’) = y+/1+ /* je neodvisen od z in problem se prevede na Beltramijevo
identiteto:

L_ IL _ 22 7 yy/ o

VLy=ufl+y?—y— 2 —ceRr
/1+y/2

Ce pomnozimo z v/1 + 3, dobimo

y=Cy/1+y? C>0.

To enacbo lahko reSimo parametri¢no z nastavkom

VeriZnica

d
% =1/ = sinht, y=CvV1+ sinh?t = C cosh t.
Odvajajmo y po x:
. dy dydt ) dt dx
h —= / = — = — — = h ﬁ - .
siht =y de  dt dx Csin tdm dt ¢

QOdtod

z(t) = Ct+ D, y = C cosht = C cosh <I ;D> :

Konstanti C, D dolo¢imo iz robnih vrednosti y(a) = «, y(b) = 5.

Te krivulje se imenujejo veriZnice (catenal curves). Osnovna veriznica je y = coshz,
druge dobimo iz nje s premikom in raztegom.
3

Rotacijska ploskev v R(x y.2)?
ploskev, ki se imenuje katenoida:

ki jo dobimo z rotacijo veriZnice okrog z-osi, je minimalna

y* + 2° = cosh® z.

Rjasta katenoida, najdena na dnu morja

Da je katenoida minimalna ploskev (to je ploskev, ki lokalno minimizira plo$¢ino) je odkril
Leonhard Euler (1744). Katenoida je ena najpomembnejSih primerov minimalnih ploskev v
literaturi.

2%+ y* = cosh® 2

Helikoid
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Drugi osnovni primer minimalne ploskve je helikoid (Archimedova spirala), ki ga dobimo,
¢e premico vrtimo in obenem dvigamo s konstantno hitrostjo.

Ve¢ o minimalnih ploskvah v nadaljevanju.

Primer 2: Brahistokrona
(grsko: brahistos kronos=najkrajsi cas)

V ravnini R? s koordinatama (x, y) sta dani to¢ki

A= (a,d), B=(b,b), a<b, d >V

.....

potuje po krivulji C' od A do B pod vplivom gravitacije in brez trenja.

Naloga: pois¢i krivuljo C, pri Kateri je ¢as potovanja 7" = T'(C') najmanjsi. Ta problem je
postavil in resil Johann Bernoulli (1697).

Smiselno je predpostaviti, da je iskana krivulja graf odvedljive funkcije
y=f(z), a<z<b, fla)=d, f(b)=V,

ki zados¢a f'(a) < Oin f(z) < o’ za vsak a < = < b (v nasprotnem primeru ne bi nikoli
dosegla tocke B). Naj bo (z(t),y(t)) € C polozaj to¢ke v ¢asu t > 0, kjer je (z(0),y(0)) =
A. Hitrost je v(t) = (@(t), y(t)) in skalarna hitrost je

v(t) = [v(t)] = V()2 +9(t)? = V1+ f(2)? i), v(0)=0.

Tocka se giblje od leve proti desni, zato je > 0.

Enacba za cas potovanja

Zakon o ohranitvi eneregije ter predpostavka o breztrenjskem gibanju pove, da je vsota
kineti¢ne in potencialne energije konstantna:

v(t)? v(0)?

2 2
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Kerje y(t) = f(x(t)), y(0) = f(a), v(0) = 0, iz te in prej$nje enacbe sledi

= V2] = @) = VT PR al) = T+ PR o

Torej je
_ 1+ fil@)?
V29(f(a) — f(z))

in Cas potovanja kroglice od zaCetne tocke A do kon¢ne tocke B je enak

b
1 /
/ gt — + f ( ) i
Is¢emo torej funkcijo y = f(x) na [a, b] z danimi robn1m1 Vrednostmi, pri kateri ta integral
doseZe najmanjSo vrednost.

Obnasanje v levem krajiscu

Na tem mestu opazimo naslednje. Integral za 7' naceloma izgleda singularen v levem
kraji$€u zaradi izraza \/ f(a) — f(x) v imenovalcu. Singularen bi bil v primeru, ko bi veljalo

fla) = f(z) = f(a) = O((z — a)?),

=T < Ot s 2 ey

Vendar ta primer ni realistiCen, saj bi pomenil neskoncen €as potovanja kroglice.

Konkretno, iz enacbe za v(t) bi dobili diferencialno neenacbo

de _ V2(f(a) — [(e(t)) _ _ cla(®) — ] clo(t) — al

N S D) Y e LE 0 o
v okolici t = 0. Z integracijo neenakosti &(t) < c|z(t) — a| in upoStevanjem z(0) = a sledi
(kot v dokazu Gronwallove leme), da je z(t) = a edina reSitev. To pomeni, da kroglica ostane
v mirovanju v levem krajiscu.

Poenostavitev problema

Koordinate (x,y) lahko izberemo tako, da je A = (0,0). Z uvedbo spremenljivke z =
—y > 0 problem prevedemo na iskanje minimuma integrala

/*JFEP
= | L

med zveznimi funkcijami z : [0,b] — Ry, 2(0) = 0, z(b) = zy > 0, ki so zvezno odvedljive
na (0, b]. Videli bomo, da ima reSitev v levem krajis¢u = = 0 vertikalno tangento (neskoncen

odvod). Lagrangian
N=V1+2?/Vz

je neodvisen od spremenljivke x, zato se Euler-Lagrangejeva enacba reducira na Beltramijev

pogoj
Lop, YAt _ ! —CeR
’ vz Vel +22) a1+ 27
oziroma

2(142°)=2C € R (zaneko drugo vrednost konstante).
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Resitev problema brahistohrone

To enacbo reSimo parametri¢no z nastavkom

d
z’:d—zztanu, 1+ 2% =1+tanu =1/ cos’u
T
2C
z:m:2CcoszuzC(1+0082u)
dz dz dx dx
—2Csin2u= — = ——"" = -
St 2t du  dxdu anudu
d —4C' si
dz OSIHUCOSUZ—QC(1+COS2U)
du tan u

r=—-CQ2u+sin2u)+D, DeR
Ce uvedemo parameter 7 = 7 — 2u ter izberemo D = 7w C' (s tem zagotovimo, da je z(0) = 0),
dobimo
r=C(r—sint), z=C(l—-cosT), y=—z=C(cosT—1).

To je cikloida. Parameter C' > 0 izberemo tako, da zadostimo robnemu pogoju y(b) = yo < 0
v desni tocki intervala.
Primer 3: Krivulje najmanjse dolZine

Naj bo ploskev S C R? podana kot graf

S ={(z,y,2): 2z =2%/2}.

Pois¢i pot najmanjse dolzino na S of A(—1,0,1/2) do B(1,1,1/2).

Glede na naravo problema je smiselno iskati minimum med potmi, ki vsako ravnino xz =
const sekajo le enkrat, zato lahko privzamemo, da je y funkcija z, y = y(x), z € [—1,+1].

Tretja komponenta poti je
z(r) = 1%/2, Z(r) ==x.

1 1
.i”(y):/1\/1+y’2+z’2d1’:/1\/1+y’2+x2dx.

Prirejeni Lagrangian

L(z,y,y) =\ 1+ 22 +y? y(=1)=0, y(1) = 1.

je neodvisen od y, zato se Euler-Lagrangejeva enacba reducira na

Ly/(l‘,y/) = C € R

DolZina poti je

Resitev

/

Y

Ly(z,y) = ———=—=C
Y V1422 +y?
y/? _ 02(1 + $2 + y/Z)

v =cVl+22 c=C/V1-C2
x 1

y(m):c/ V1 + t2dt, y(l):c/ V1+t2dt =1,
—1 -1
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Slednja enacba doloci konstanto c.

Izracun integrala

t = sinh u, dt = coshu du

V1+1#2=1/1+sinh?u = V cosh? u = coshu

1
V1 + £2dt = cosh®> udu = = (e®* + e 2* + 2)du
4

1 1
/V 14 2dt = g(e% — e du) = Zsinh?u + % +C.
16. predavanje: Geodetke — krivulje z najmanjSo dolzino

V tem predavanju bomo uporabili metode variacijskega racuna za izraCun diferencialne
enacbe za geodetke v poljubni Riemannovi metriki na R". Geodetke so krivulje z (lokalno)
najmanjso dolZino. Analiza takih krivulj je ena od pomembnih tem diferencialne geometrije.

Riemannova metrika podaja nac¢in merjenja dolzin vektorjev in kotov med njimi. Natancno,
Riemannova metrika g na domeni D C R" je predpis, ki v vsaki tocki x = (z1,...,z,) € D
podaja skalarni produkt g, : R" x R" — R,.

Tak skalarni produkt je podan s simetri¢no pozitivno definitno matriko

G(x) = (9;;(X))i =1, 9i5 = Gji

in je definiran na paru vektorjev v,w € R" z

gx(v,w) =G(x)v-w=G(X)W-v = Z gij (X)viw;.

ij=1

Uvedemo oznako za normo vektorja:

||V||;2; = gx(V,V) = Z i (X)viv;.
ij=1
Simboli¢no pisemo g, = > ';_, gij(x)dw;dx;.
Nekaj primerov Riemannovih metrik

Primer 1: Evklidska metrika je podana z identi¢no matriko G/(x) = Id; torej je gx obiCajen
evklidski skalarni produkt, ki ni odvisen od bazne to¢ke x € R™:

n

(v, w)=v-w,  g=) (dn;)’ =ds”.

=1

Primer 2: Ce je D C ]R%W) domena in x = x(u,v) : D — R" gladka imerzija, je prva
fundamentalna forma ploskve S = x(D) C R" enaka

’Xu|2 Xu Xy
Yuw) = |xuPdu® + 2(x, - x,)dudv + [x,*dv?; G = (Xu x, f? )
Za poljuben par vektorjev &, 7 € R? velja

9(uw) (57 77) = dX(U, ’U)g ’ dX(U, U)77
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Vektorja &, 1 na R? torej potisnemo naprej na R™ z diferencialom dx(u,v) : R* — R" in
vzamemo njun evklidski skalarni produkt. Pravimo, da smo evklidsko metriko na R™ povlekli
nazaj z imerzijo x:

g = x*(ds?) = |dz1|* + |dxo|* + - - - + |dw,|*.

Izometrije in Nashev vlozZitveni izrek
To idejo lahko uporabimo za poljubno imerzijo R* > D — R", 1 < k < n.

Analogno definiramo pojem izometrije. Naj bosta g in ¢’ Riemannovi metriki na domenah
D, D’ C R™. Difeomorfizem f : D — D’ se imenuje izometrija med danim parom metrik, ¢e
velja
Ireo (dfxv, dfxw) = gx(v,w), x €D, v,weR"

[zometri¢nih metrik v diferencialni geometriji med seboj ne lo¢imo.

Eden najpomembne;jSih rezultatov diferencialne geometrije je naslednji izrek, ki ga je
dokal John Nash (1956) (The beautiful mind).

Izrek (Nashev vlozitveni izrek). Za vsako domeno D C R" z gladko Riemannovo metriko g
obstaja gladka vlozitev f : D — R" za nek dovolj velik N = N(n) € N, tako da je

g = f(ds?) = f*(da} + dad + - - - + daRy) = |dfr]> + - + |df v |
Torej je g povlek Riemannove metrike na RY z vloZitvijo f

(prva fundamentalna forma vloZene ploskve S = f(D) C RY).

Izrek velja v sploSnejSem primeru, ko je (D, g) Riemannova mnogoterost, to je gladka
mnogoterost opremljena z Riemanovo metriko g.

Primer 3: Sferi¢na metrika na R" je podana z

1
G(x) = ———=1d, x dx?.
R e S i Z

To metriko dobimo tako, da enotno sfero S® C R"™! stereografsko projiciramo na R” iz
severnega pola N = (0,...,0, 1); preslikava g : S\ N — R" je difeomorfizem. Ce Rieman-
novo metriko na R"™! povle¢emona R" z ¢! : R* — S™ \ {N} (kot v primeru 2), dobimo
zgornjo formulo.

Primer 4: Poincaréjeva metrika na enotni krogli B" C R" je metrika

n

1
=1

Krogla B" s to metriko je model hiperbolicnega prostora; to je prostor z metriko konstantne
negativne ukrivljenosti (konkretno, —4).

Se posebej je zanimiv Poincaréjev disk, to je enotni disk D ¢ R2 = C s Poincaréjevo
metriko. Schwarz-Pickova lema pove, da so holomorfni avtomorfizmi diska
g~ — @
1—az’
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izometrije f : D — DD Poincaréjeve metrike, ki ohranjajo orientacijo.
Konformno ekvivalentne metrike in izotermalne koordiate

V obeh zgornjih primerih je dobljena metrika g oblike
g=Xds* =X\ da?
i=1

za neko pozitivno funkcijo A > 0 na domeni. Pravimo, da je taka metrika g konformno
ekvivalentna evklidski metriki ds®. To pomeni, da se spremenijo samo dolZine vektorjev, kot
med njimi pa se ohranjajo.

Splosneje, Riemannovi metriki g, ¢’ na D C R" sta konformno ekvivalentni, Ce velja
¢ = \g za neko pozitivno funkcijo A > O na D. V tej zvezi je zanimiv naslednji izrek, ki ga
je posebnih primerih dokazal ze C. F. Gauss:

Izrek. Za vsako gladko Riemannov metriko g na disku D C R? s koordinatami (x, y) obstaja
difeomorfizem f : D — D (zamenjava koordinat), tako da je

f*g = Mdx* + dy?)

za neko gladko pozitivno funkcijo A > O na D.

Konformni izomorfizmi

V novih koordinatah je torej metrika konformno ekvivalentna evklidski metriki. Take
koordinate (z,y) se imenujejo izotermalne koordinate za dano metriko g. Matrika G take

metrike \ds? je
A0
G = (0 )\) = A-1d.

Difeomorfizmi, ki ohranjajo to obliko metrike (in samo spremenijo funkcijo \), so konformni
difeomorfizmi, kar pomeni, da ohranjajo kote med vektorji, ne pa nujno njihovih dolZin.

Iz osnovne kompleksne analize vemo, da so konformni difeomorfizmi med domenami v
R? = C ravno biholomorfne preslikave (¢e ohranjajo orientacijo) ali pa njihove kompleksne
konjugiranke (Ce orientacijo obrnejo).
Dolzina poti

Naj bo

g= Z gi;(x)dz;dx;
ij=1

Riemannova metrika na domeni D C R" in x = (z1,...,x,) : [a,b] — D zvezno odvedljiva
pot. Njena dolZina v metriki g je

600 = [ Jomo o) x@)dt = [ S )i 0, 0) e

ij=1
Podobno kot v evklidskem primeru si ogledamo dolzino poti od ¢ = a do variabilnega Casa
t € la,b:

s(t) = /a ||>‘<(T)||g<x(r>)0”;7 /a \/gxm(X(T)aX(T))dT-



Torej je
: ds .
$(t) = - = [xOllgexryy 2 0,
zato je s(t) monotono nara$¢ajoca funkcija s : [a, b] — [0, £,4(x)].
Naravni parameter poti

Ce je x(t) # 0 za vsak t € [a,b] (v tem primeru pravimo, da je pot regularna ali imerzi-
rana), je funkcija s(t) strogo nara$€ajoca in lahko izrazimo ¢ kot funkcijo s, t = t(s). Ce
sedaj definiramo pot

y(s) =x(t(s)), s€[0,4(x)],

(torej smo pot x(t) reparametrizirali), dobimo

in zato 1

1" () gty () = %Hk(t)ﬂg(x(t)) =1
Torej ima hitrostni vektor poti y(s) v vsaki tocki dolzino ena. Pravimo, da je s naravni
parameter na poti y(s) = x(t(s)).

V nadaljevanju lahko brez izgube sploSnosti obravnavamo poti z naravnim parametrom.
Poti minimalne dolZzine — geodetke

Naloga: poisci pot najmanjsSe dolzine med dvema tockama.

Gladke poti (razreda €%), ki na vsakem dovolj kratkem segmentu minimizirajo dolZino
poti med krajiS¢ema, se imenujejo geodetke.

Videli bomo, da lokalno obstaja natanko ena geodetka skozi dano tocko p s predpisanim
hitrostnim vektorjem v v tej tocki. Ce spremenimo velikost hitrostnega vektorja (ne pa tudi
smer), se spremeni parametrizacija, dobimo pa isto krivuljo. Geodetke v razlicnih smereh
napolnijo geodetski disk.

Globalno lahko med dvema tockama obstaja ve¢ geodetk. Npr., geodetke na sferi S C
R™*! so preseki sfere s hiperravninami skozi 0 € R™*. Dve tocki sfere dolocata natanko
eno sklenjeno geodetko, torej dve geodetki razli¢nih dolZin, razen Ce sta antipodni in tedaj
dolocata Sop geodetk. Poti letal med dvema tockama na sferi v principu sledijo geodetki,
razen za morebitne modifikacije zaradi vetrov, vojaskih spopadov, izbruhov vulkanow,....

Geodetke na Poincaréjevem disku D C R? so loki na kroZnicah, ki sekajo robno kroZnico
bD = {z? + y* = 1} pravokotno.

Sedaj bomo z Lagrangejevo variacijsko metodo poiskali diferencialno enacbo 2. reda za
geodetke v poljubni Riemannovi metriki na domeni D C R".
Postavitev problema

Naj bo D C R" domena in



neka Riemannova metrika na D. Naj bo x(¢) € D dvakrat zvezno odvedljiva pot na intervalu
t € [0, b], parametrizirana z naravnim parametrom, torej je

15%(t) gy = Z gii(x () = 1.
ij=1
Vzemimo poljubno ¢ pot
h:[0,0] = R", h(0)=h(b) =0
in si oglejmo dolZino poti x(t) + sh(t) za majhne vrednosti parametra s € R.

15

Najprej izraCunajmo linearni ¢len norme ||x(t) + sh(#)||7 v spremenljivki s.

Prva variacija norme tangentnega vektorja

I50) + SRR = 30 grx(0) + () (E(e) + shalt)) (1) + sy (0)

1,7=1
= %) gy +28 Y g3 (x(8))E:(t)y (1)
ijfl
9gij :
+thl Z &cj( x(t))i; (t)i;(t) + O(s?).
7,0=1
Odtod dobimo
d h(t
2| @+ sh@2 Zg iy (1)
i,j=
+ th Z 091 et i ()i 1)
— i1 856[ J
Prva variacija dolZine
41 g x+sh) = & /b\/y|5((t)+ B()[2 dt
dsls=0 ¢ T dslo 0 i g

d

] 50+ Bl
o

b n . 1 n n 8g” o
= /0 (Z ga(X)Zihy + 5 > Yy, a—xl%%) dt

il=1 =1 ij=1
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integracijo prvega Clena v zgornjem integralu per partes) sledl

d — ) - 0gi;(x(t)) . .
9 . o ZI TN e = =1.....n.
o ;:1 ga(x(t))d; E o tt; =0, |1 7}

ij=1

Prvi ¢len na levi v zgornji formuli je enak

QZng x1+2z gi” b)) 22
J

1,5=1

Vstavimo v prej$njo formulo in dobimo za vsak [ = 1, ..., n enacbo
gji | Ogui  90gij \ . .
2 i ’ - — ) iy = 0.
Do+ 3 (G G~ ) i

Ozna¢imo z G~' = (¢“) inverzno matriko matrike G = (g;;). PomnoZimo enacbo z g*!
seStejemo po [ ter upoStevajmo Y -, g* gi; = i

g1 Ogui  0gij \ . .
} : k:l} : j i i _ _
Ik+ <6xz Ij - aTl ZL’Z'ZE]'—O, k—l,...,n.

i,7=1

Diferencialna enacba geodetk

k _1 - k(09 | Ogu _ 99ij
Fij n 2 Zg 61’1 + 8xj al’l

=1

Koeficienti

se imenujejo Christoffelovi simboli; to so funkcije bazne tocke x, ki se naravno pojavijo pri
kovariantnih odvodih v Levi-Civita povezavi (connection), ki pripada metriki g. (Glej M.P. do
Carmo, Riemannian Geometry, str. 55.)

Diferencialna enacba geodetk v Riemannovi metriki g = (g;;) je torej

n
B+ Y T =0,  k=1,....n
ij=1
To je sistem navadnih kvazilinearnih diferencialnih enacb drugega reda, ki so kvadrati¢no
homogene: Ce je x(t) resitev, je tudi x(ct) reSitev za vsak ¢ € R.

Geometrijsko ta sistem enacb pomeni, da ima pot x(¢) pospesek (drugi odvod) enak 0 v
smislu kovariantnega odvoda:

Glej M. P. do Carmo, Riemannian Geometry, str. 62. Odtod sledi tudi, da ima vsaka reSitev
konstantno hitrost ||%(t)||, = const.

Geodetska krogla
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Eksistencni izrek pove, da za vsako tocko p € D C R" in vektor v € R" obstaja natanko
ena (lokalna) geodetka
(—e.0)>t=qtp.v);  7(0;p,v) =p, (0;p,v)=V.

1z diferencialne enacbe sledi naslednja lastnost homogenosti:

y(t;p,cev) =y(ct;p,v), ceR.

Torej zadoS¢a opazovati geodetke s hitrostnimi vektorji v na enotni g-sferi S = {||v||,, =
1} € T,R". Za dovolj majhen r > 0 so tedaj vse geodetke y(¢; p,v) (v € S) definirane na
intervalu t € [—r, o). Preslikava

exp,(tv) = (t;p,v), Vv ES, t€[0,r]

je difeomorfizem metri¢ne krogle B,, = {tv : v € S, t € [0,ry]} polmera ry na geodet-
sko kroglo exp,(B,,) C D. Radialni polmeri krogle B,, se preslikajo v paroma disjunktne
geodetske loke od p do robnih tock sfere exp,, (70.5).

Dokaz dejstva, da geodetke lokalno minimizirajo dolzino, lahko najdemo v do Carmo,
Riemannian Geometry, Proposition 3.6, str. 70.

Metrike, konformno ekvivalentne evklidski metriki
Izracunajmo Christoffelove koeficiente

1o 0951 Ogu  0gij
ko o+ kl i _ 08ij

=1

v primeru, ko je g = u(x) >, da? konformno ekvivalentna evklidski metriki:

gi=p>0, ¢"=1/u, g;=0=g" zai#j.

Ff- _ i Agjk . OGri _ 99i .
J 2/JJ 6;1:1 81’]' axk
Najbon = 2.

1 Ou

Iy =-Ty = 2001,

1 du

M =T5 = 2 0

1 Ou

~Th =T% = 201,

1 Ou

I, =13 = 201,

V matric¢ni obliki:

1—\1 — i (:uwl oy > FQ — i (_/’Lfm le)
2:“ Hay  — Hay 2” My Hazy
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Enacba geodetk:
1

(2,0 ) - = 0
. 1 . . .
it g, (u3, (25 — &) = 2p3 d1d) = 0

Enacba geodetk v sferi¢ni metriki

Sferi¢na metrika:

1
= — - = — 1 2 2\2
B 4x B 4y
Ha = (1—|—x2+y2)37 Hy = (1+:E2+y2)3
I 82 I, 8y?
D ) L T A e Ik

Enacba geodetk metrike g = p- (da? + dy?):

822 . 16y
Pt (i? — ) = ————i = 0
<1+x2+y2)4( y) (1+$2+y2)4 Y
N 8y° 2 .o 1622 .
N iy s . E— )
Yy (1+x2+y2)4(y JZ) (1+$2+y2)4xy

Geodetke sferi¢ne metrike skozi (0,0) € R?

Ce izberemo y = 0, dobimo naslednjo enacbo za x:

82
———i” =0.
(1+22)4
Ta enacba drugega reda ima natancno eno resitev z 2(0) = 0 in #(0) = v € R. Dobimo
parametrizacijo x osi, torej je x os geodetka.

T+

Analogen argument pokaZe, da je y os geodetka.
Splosneje, ¢e izberemo vektor v = (vy,v;) € R? in i§¢emo resitve oblike
z(t) = h(t)vi,  y(t) = h(t)vs,

dobimo diferencialno enacbo 2. reda za funkcijo A (t); njena resitev podaja geodetsko parametrizacijo
premice Rv C R?. Te premice pri stereografski projekciji sfere S* C R? na ravnino R? us-
trezajo poldnevnikom na S? skozi severni pol (0,0, 1) in juzni pol (0,0, —1).

Geodetko skozi poljubno to¢ko p € R? v smeri vektorja v € R? dobimo z upostevanjem
dejstva, da so ortogonalne rotacije sfere S? C R? izometrije v evklidski metriki. Zato so
preseki sfere z ravninami skozi (0,0, 0) € R? geodetke. Pri stereografski projekciji 5% — R?
se te kroZnice preslikajo v kroZnice na R%. (Seveda pa niso vse kroZnice v R? geodetke!)

Enacba geodetk v Poincaréjevi metriki
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Poincaréjeva metrika na disku D = {(z,y) € R? : 2% + ¢* < 1}:

1 1 1
_ 2 (g2 2112
P U@ o a0 Y
4o 4y
e ) 21)3’ Hy =773 21)\3
(1= (22 +9?)) (1= (22 +9?))
ilﬂ: 8z iMQZ 8y*
D (T A (e Cera)E

Enacba geodetk Poincaréjeve metrike:

. 82 9 g 16y> .

T+ Tt —y°) — zy = 0
=@y V- a-@ o

. 8y P 1622 .

o W ey

(1= (22 +y?))

Geodetke Poincaréjeve metrike

Podobno kot pri enacbi za geodetke sfericne metrike vidimo, da so preseki premic skozi
(0,0) € R? zdiskom D = {z? + y? < 1} geodetke Poincaréjeve metrike.

Nadalje upostevamo, da so holomorfni avtomorfizmi diska
g~ —a

== zeD

z=x4+1y —> e -
1—az

izometrije Poincaréjeve metrike, kot sledi iz Schwarz-Pickove leme. Torej te Mobiusove pres-
likave preslikajo geodetke v geodetke.

Po drugi strani vemo (Analiza 2), da vsaka Mdobiusova preslikava preslika kroZnice v
krozZnice, pri Cemer premico razumemo kot kroZnico skozi oo. Vemo tudi, da so biholomorfne
preslikave konformne (ohranjajo kote).

Zaklju¢imo, da so geodetke Poincaréjeve metrike na disku D preseki z D tistih kroZnic v
C, ki sekajo enotno kroznico 0D = {|z| = 1} pravokotno.

Polravnina Lobachevskega

Polravnina Lobachevskega je drug model za Poincaréjev disk.

dz? + dy?
H = {(z,y) € R? : y > 0}, gL:Ty.

Naloga Preveri, da se (H, g;,) izometri¢no preslika na Poincaréjev disk (D, gp) s preslikavo

Sedaj je

Enacba geodetk:



Geodetke so preseki preseki s H kroZnic in premic v R?, ki pravokotno sekajo premico OH =
{y=0}.
17. predavanje: Variacijski problemi s sploSnejSimi robnimi pogoji

Do sedaj smo obravnavali problem iskanja ekstrema funkcionala

L(2) = /bL(t,:c,jc) dt

pri robnih pogojih
z(a) = A, z(b) = B.
V tem primeru so dopustne variacije v funkcije = vse funkcije iz prostora

V ={ve€*[a,b]) : v(a) =0, v(b) = 0}.

Opomba: Klasi¢na oznaka za variacijo je v = dx. V bistvu so to tangentni vektorji v dani

toCki z na prostor funkcij, v katerem leZi x. Npr., &e je to prostor {z € ¢*([a,b]) : x(a) =
A, xz(b) = B}, je tangentni prostor v x zgoraj naveden prostor funkcij v z robnimi vrednostmi
0.

Euler-Lagrangejeva enacba

Lo(t,2(t), #(t)) — %Li(t,:p(t),:t(t)) —0, telab]

velja pod pogojem, da so vse variacije, ki so na krajiScih intervala enake ni¢, dopustne. Za
take variacije sta robna Clena v integraciji per partes enaka nic.
Izpeljava Euler-Lagrangejeve enacbe

Klju¢ni del izpeljave Euler-Lagrangejeve enacbe je bil naslednji. Velja:

S

L (t,2(t) + sv(t), 2(t) + so(t))dt

b
= [ (bt at0. 6000 + 5Lt a(0), 501000 ) .

Denimo, da sta funkciji = in L razreda €. Tedaj je L; (¢, z(t), @(t)) zvezno odvedljiva po
t in lahko drugi €len na desni strani integriramo per partes:

b

/Li(t,x(t),jr(t))v(t)dt:—/ %Li(t,x(t),j:(t))v(t)dt+L¢(t,x,x')v(t)\a.

Formula za smerni odvod (1. variacija v smeri v) je torej

(Vo Z)(z) = / (Lx(t,w(t),i“(t)) - g%(tﬂﬂﬁ(ﬂ)) v(t)dt

t

Primeri splosnejsih robnih pogojev
Recimo sedaj, da obravnavamo isti variacijski problem pri sploSnejSih linearnih robnih
pogojih oblike

ri(z) = agx(a) + Bri(a) + ypx(b) + 6d(b) = ag, k=1,...,m.
114



.....

tervala enake ni¢, dopustne. Odtod dobimo tako kot prej, da mora vsaka ekstremalna funkcija
zadoscati Euler-Lagrangejevi enacbi.

Vendar je lahko dopustnih variacij vec¢: poleg tistih z robnimi vrednostmi 0 so sedaj do-

pustne vse variacije v, ki zadoCajo pogojem
re(v) =0, k=1,...,m.
Pri teh dodatnih variacijah ni ve¢ samoumevno, da bi bil integrirani ¢len pri integraciji per
partes enak ni¢; to moramo posebej zahtevati:
b
Li(t,z(t),z(t))v(t)] =0 zavse dopustne variacije v.

Prevec robnih pogojev seveda Skodi v smislu, da tak problem pogosto nima resSitev. Naravno
je predpisati najve¢ dva robna pogoja, saj je Euler-Lagrangejeva enacba drugega reda in ima
dva prosta parametra.
Naravni primeri robnih pogojev

Poleg Ze obravnavega sta dva najbolj pogosta primera naslednja:

(1) Robnega pogoja v eni ali obeh robnih tockah ni. Npr., vrednost z(b) je poljubna,
vrednost x(a) = A pa fiksna. Sedaj se dopustne vse variacije

v € €*([a,b]), v(a)=0.
Vrednost v(b) je poljubna in ¢e vzamemo v(b) = 1, dobimo poleg Euler-Lagrangejeve
enacbe Se pogoj
Odtod obicajno sledi @(b) = 0.

(2) Ce ni robnega pogoja v nobenem od kraji¢, so dopustne vse variacije v € € ([a, b))
in dobimo dodatna pogoja

Li(a,z(a),2(a)) =0, L;(b,z(b),2(b)) = 0.

(3) Ce je edini robni pogoj z(a) = x(b), so dopustne vse variacije v € €>([a,b]), ki
zadosajo v(a) = v(b). V tem primeru dobimo dodatni pogoj

Li(a,z(a),i(a)) = Li(b,z(b),z(b)).

Brahistokrona ponovno

V tej luci se povrnimo na problem brahistokrone, ki smo ga obravnavali v 15. predavanju.
Kroglica pri ¢asu ¢t = 0 miruje v izhodid¢u (0,0) € R?, nato pa zacne padati po krivulji
y =y(x) < 0zax € (0,b]. Zanimalo nas je, po kateri krivulji se naj giblje, da bo ¢im hitreje
prispela na cilj v desno krajisce.

Problem je bil minimizirati funkcional



.....

kjer je z = z(x) = —y(x) > 0. Z uporabo variacij v, ki so na krajis¢ih intervala enake nic,
smo ugotovili, da mora reSitev zadoScati Beltramijevi identiteti

L—z'L/:LZ/Q—z' :

z 1
ve V(1 +27) a V(1 +2%) a
Ce vrednosti v krajis¢u « = b ne predpi§emo, moramo dopustiti tudi variacije v z v(0) = 0in
v(b) = 1. S tem dobimo dodatni pogoj

C eR.

2 (b)

Lz’|:c:b -
VA1 + 2 (0))

=0 < 2/(b)=0.

Brahistokrona

V 15. predavanju smo videli, da so ekstremalne krivulje te Euler-Lagrangejeve enacCbe

cikloide
r=C(t—sint), z=C(l—cost), y=-—z=C(cost—1)

za poljubno konstanto C' > (. Velja
_dz 2 sint
T dr & 1-—-cost
Pogoj z/(b) = 0 je torej ekvivalenten sint = 0. Prva reSitev s ¢t > 0 je t = 7. Vstavimo v x(t)
in dobimo

Z(x)

z(r) = Cm =b, C:g

T
S tem je konstanta C' (torej krivulja, po kateri kroglica najhitreje pada) natanko dolocena in
viSina padca je
2b
y(b) = C(cosm —1) = -20 = ——.

T
Dobljena krivulja je polovica prve zanke cikloide.
Katenoida

Za drugi primer si oglejmo naslednjo nalogo, povezano s katenoido.

V ravnini z = 0 v R? je dana kroznica y*> + 22 = A% Radi bi jo povezali z ravnino
x = b > 0 z rotacijsko ploskvijo minimalne plos¢ine.

Ustrezen graf y(x) na intervalu [0, ] ima robno vrednost y(0) = A > 0, medtem ko
vrednost v desnem krajis¢u ni predpisana. Iskana funkcija y(x) minimizira integral

b
,Z(y):/o y\/ 1+ y?dx.

Prirejeni Lagrangian L(y, ') = y+/1 + v'* je neodvisen od x in problem se prevede na Bel-
tramijevo identiteto:

/ _ /2 / yyl _
L—-yLy=yy/1+y°—y—"==CcR
/1 _|_y/2
Dodatni pogoj pri x = b je
Ly/|$:b =0 << y’(b) = 0.

Katenoida
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Ekstremalne krivulje, ki smo jih nasli v 15.predavanju, so

y = C cosh (I ;D) , Y (z) = sinh <x ;D> :

Pogoj 4/(b) = 0 nam da D = b, pogoj y(0) = A pa
C'cosh(b/C) = A.

Ce pisemo b/C = t, je enatba
cosht =A/C =X, A= A/b.
Enacba cosht = A\t ima dve reSitvi za A > ), eno dvojno reSitev za A = )\, in nobene resitve
za A < )\, kjer je
Ao ~ 1.50887954 - - -
Vec¢ tovrstnih problemov bomo obravnavali pri izoperimetriénih problemih.
18. predavanje: Variacijski problem za funkcije ve¢ spremenljivk

V tem predavanju si bomo ogledali variacijski problem za funkcionale na funkcijah vec
spremenljivk. Glavne teme:

e Euler-Lagrangejeva enacba za funkcije ve¢ spremenljivk

e Lagrangejeva enacba minimalnih grafov

e Geometrijska interpretacija in pojem minimalne ploskve

e Konformno imerzirane ploskve in povezava s harmoni¢nostjo
e Enneper-Weierstrassova formula

e Galerija minimalnih ploskev

OPOMBA: Prvi del predavanja do enacbe minimalnih grafov, njene geometrijske inter-
pretacije ter galerije minimalnih ploskev je v tem dokumentu. Ve¢ o minimalnih ploskvah
najdete v loCenem tekstu z naslovom

Minimal surfaces for undergraduates
Osnovni problem
Naj bo D kompaktna domena v R? z odsekoma zveznim robom innajbo L : D x R® — R

funkcija razreda ¢*(D) (Lagrangian).

Na prostoru funkcij f € (D) definiramo funkcional

L) = [ L. $(w.0). flasy). fw.9) dody.
D
Tako kot v osnovnem enorazseznem primeru nas zanimajo stacionarne tocke funkcionala .Z,
torej funkcije f s predpisano vrednostjo
f|8D =u:0D —R

na robu domene, pri katerih je prva variacija funkcionala enaka 0:

V,.Z2(f) = di,ls s:og(f +sv) =0 zavsev € €%(D)zv|sp = 0.

Izracunajmo prvo variacijo V,.Z(f).
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Prva variacija

0
V.2 (f) = / el L(z,y, f + sv, fo + 50z, [, + sv,)dxdy
p US1s=0

= / (Lfv + Ly v, + LfyUy) dzdy.
D

Za fiksen y € R ozna¢imo
I,={zeR:(z,y) € D}.
Ker je rob 0D odsekoma gladek, je za vecino vrednosti y € R mnoZica [, unija kon¢no

mnogo kompaktnih intervalov ali pa prazna mnoZica.

Ker je v|gp = 0, dobimo z integracijo per partes

0
/ Ly v, dx = —/ — Ly, -vdx.
z€ly z€ly Ox

Ce integriramo dobljeno identiteto po 3, dobimo po Fubiniju

0
szzdxdy:—/ — Ly -vdxdy.
/D ! p Oz g

Analogno ugotovimo

0
Lyv dxdy:—/ Ly, vdxdy.
/D fy Yy Day fi

Torej je

vz - [

(Lf — iLfI — gLfy) UdIdy
D

ox dy

Ta izraz je enak ni¢ za vse funkcije v € €*(D) z v|yp = 0 natanko tedaj, ko f zado3¢a
naslednji Euler—Lagrangejevi enacbi:
0 0

To je parcialna diferencialna enacba 2.reda za f(x,y) z robnim pogojem f|sp = u.
Primer: Lagrangejeva enacba minimalnih grafov

Problem: poiskati funkcijo f € (D) na kompaktni domeni D C R? z odsekoma glad-
kim robom z dano robno vrednostjo f|op = u : 9D — R, pri kateri ima graf

Gy = {(x.y. f(z,9)) : (2,y) € D}

Area(Gy) = /D@/l + f2+ f2dxdy.

To je poseben primer Plateaujevega problema, ki spraSuje po ploskvah S C R? z naj-

manj$o plo$¢ino in predpisano sklenjeno robno krivuljo 9S C R3.
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Lagrangian je

L(z,y, f far fy) = /1 + F2+ [2.

Jfa Jy
f ) fz L ’ fy L
Euler-Lagrangejeva enacba:
0 f. 0
_f_ + _& =0.
or L Oy L

Lagrangejeva enacba minimalnih grafov
Ce izra¢unamo odvode in pomnoZimo enacbo z L3, dobimo

0 0
fx:):L2 - sz%L(xagﬁfa fam fy) + fny2 - fyL%L(xayv f7 f:m fy) =

f:}ca:LZ - facL(Lfccfzx + Lfyfxy) + fny2 - fyL(szfxy + Lfyfyy) = 0
Upostevaje L- Ly, = f,in L- Ly = f, dobimo

farx(L2 - fg) + fyy(L2 - f;) - 2fxfyfxy =0
in nazadnje iz L* = 1 + f2 + f}:

foo(L4 2) = 2fufyfoy + fr(L+ f2) =0.

To je Lagrangejeva enacba minimalnih grafov.
Geometrijska interpretacija enachbe minimalnih grafov
Kaj je naravna geometri¢na interpretacija enacbe minimalnih grafov?

Odgovor na to vprasanje je nasel J. B. Meusnier leta 1976:

Izrek (Meusnier). Funkcija f : D — R razreda ¢ na domeni D C R? zado$¢a enacbi
minimalnih grafov natanko tedaj, ko imam njen graf G; C R?® povpre¢no ukrivljenost enako
ni¢ v vsaki tocki:

H =K1+ £r=0.

Tu sta k1,k2 : D — R funkciji na D, ki v vsaki tocki predstavljata glavni normalni
ukrivljenosti ploskve G (najvecjo in najman;j$o).

To pomeni, da je vsaka tocka na minimalni ploskvi sedelna tocka in njena Gaussova
ukrivljenost

K:m/@:—ﬁ%<0

je nepozitivna funkcija na D.

Pojem povprecne ukrivljenosti je obrazlozen v ¢lanku

F. Forstneri¢, Minimal surfaces for undergraduates, razdelek 3. (Na ucilnici.)

V razdelku 4 istega ¢lanka je podan dokaz zgornjega izreka (Izrek 4.1).
Opazanje

Poglejmo ponovno enacbo minimalnih grafov:

Foa(L+ f2) = 2fufyfoy + f(L+ f2) = 0.
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Ce v neki notranji to¢ki (o, y0) € D \ 0D velja
V f(zo,90) = 0,

kar pomeni da je (zo, yo) kriti¢na to¢ka funkcije f, je v tej tocki zgornja enacba ekvivalentna

divV f(zo, yo) = Af (20, 90) =0
kjer je
2 2
N
ox?  Oy?
Laplaceov operator. V taki tocki (g, yo) je grafna preslikava

(z,y) = (z,y, f(z,y))
konformna, to je, ohranja kote, saj je njen diferencial v (o, yo) preslikava (x,y) — (z,y,0).
Minimalne ploskve in Laplaceov operator

To napeljuje na misel, da obstaja zveza med minimalnimi ploskvami in harmoni¢nimi
funkcijami.

To v resnici drZi, ¢e izberemo konformno parametrizacijo dane ploskve S C R3:
R*D D 3> (u,v) = x(u,v) = (21(u,v), 22(u, v), v3(u,v)) € S C R
Tuje x = (71, 22, 73) : D — R imerzija, ki parameterizira ploskev S.
Konformnost je ekvivalentna naslednjima dvema pogojema:
Xy Xy =0, |Xu] = %]
1z izreka o obstoju izotermalnih koordinat sledi, da ima vsaka imerzirana ploskev konformno

parametrizacijo.

(Seveda pa ni vsaka ploskev globalno parametrizirana z ravninsko domeno, zato argumenti
v nadaljevanju veljajo lokalno.)

Osnovni izrek teorije minimalnih ploskev

Naslednji izrek je kombinacija izrekov 5.2 in 6.1 v zgoraj omenjenem ¢lanku F. F., Mini-
mal surfaces for undergraduates. Rezultat sledi iz del Lagrangeja (1760) in Meusnierja (1776).

Izrek. Naj bo D C R? domena z odsekoma gladkim robom. Konformna imerzija x =
(w1, 72,73) : D — R razreda € parametrizira minimalno ploskev v R? (to je, x je sta-
cionarna to¢ka funkcionala plo$¢ine pri fiksni vrednosti robne preslikave x : 9D — R?)
natanko tedaj, ko je x harmonicna preslikava

Ax = (Axy, Axg, Azs) = 0.

To velja natanko tedaj, ko je povprecna ukrivljenost ploskve identi¢no ni€.

Natanc¢nejsi rezultat (za imerzirane ploskve v R"™ za poljuben n > 3) je izrek 6.3 v omen-
jenem Cclanku, ki podaja zvezo med Laplaceom Ax in vektorjem povprecne ukrivljenosti
(mean curvature vector) v vsaki tocki ploskve.

V razdelku 7 je prikazana Enneper—Weierstrassova formula za minimalne ploskve (izrek

7.1), ki podaja povezavo s kompleksno analizo.
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Razdelek 8 ¢lanka vsebuje nekaj eksplicitnih primerov in nekateri od njih so prikazani na
ilustracijah v nadaljevanju tega predavanja.

Minimalne rotacijske ploskve
Pred tem si oglejmo preprostejsi problem, pri katerem iS¢emo minimalne rotacijske ploskve.
Naj bosta (x, y) koordinati na R%. V zgornji polravnini si izberemo dve tocki

T()(CL,A), T1<b, B), a<b, A>0, B>0.

Is¢emo funkcijoy = y(x) > Ona[a,b] zy(a) = A, y(b) = B, tako da ima rotacijske ploskev
v R3 z enacbo
v+ 2 =y)? a<z<b

minimalno plos$¢ino. Njena plosCina je

b
Ply) = / y(@)v/1 Ty (@) d.

To je isti problem kot primer 1 v predavanju 15, kjer smo iskali obliko prosto viseCe verige
pod vplivom gravitacije. Ugotovili smo, da so resitve veriZnice iz druZine
x—D

C 9

y = C'cosh C>0,DeR.

Katenoide

ZakljuCek je, da so katenoide edine rotacijske minimalne ploskve v R? ( Leonhard Euler,
1744).

Totalna Gaussova ukrivljenost katenoide S C R? je

/KdA :/ﬁmgdA = —4.
s S

To je najmanjSa moZna absolutna totalna ukrivljenost pravilno imerzirane minimalne ploskve
v R3, razen za ravnino, kjer je enaka nic.

Galerija minimalnih ploskev: Riemannova ploskev (1867)

B. Riemann je v posthumnem ¢lanku (1867) opisal enoparametri¢no druZino periodi¢nih
minimalnih ploskev, parametriziranih z ravninskimi obmocji. Njegove ploskve imajo totalno
Gaussovo ukrivljenost —oo.

Enneperjeva ploskev (1868)
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Poleg katenoide je Enneperjeva ploskev ena najpreprostej$ih minimalnih ploskev v R3.
Parametrizirana je z ravnino R? in njena totalna Gaussova ukrivljenost je —4 (kot pri katenoidi).

Schwarzovi ploskvi (1883)

Schwarzova primitivna (levo) in diamantna (desno) minimalna ploskev sta perido¢ni vloZeni
minimalni ploskvi.

Hennebergova ploskev
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Hennebergova ploskev (1875) je bila prva znana neorientabilna minimalna ploskev v R,
Ima kriti¢no tocko, torej ni imerzirana.

Meeksov minimalni Mobiusov trak (1981)

W. H. Meeks je leta 1981 opisal prvi znan primer pravilno imerzirane neorientabilne min-
imalne ploskve v R® — minimalni Mobiusov trak s totalno Gaussovo ukrivljenostjo —6.

Costina ploskev

Costa’s surface (1984) je kompletna vloZena minimalna ploskev roda 1 v R s tremi konci
in totalno Gaussovo ukivljenostjo —127.

Lopezova ploskev (1993)

Lopezova ploskev je neorientabilna imerzirana minimalna ploskev v R?, ki je parametrizirana
s punktirano Kleinovo stklenico (odstranimo eno tocko). Njena totalna Gaussova uktivljenost
je —8m.
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Alarcon—Forstneri¢c-Lopezov minimalni Mdbiusov trak (2020)

Prvi znani pravilno vloZen minimalni Mébiusov trak v R*. Prikazana je projekcija v R3.
Njegova totalna Gaussova ukrivljenost je —47.

19. predavanje: Izoperimetri¢ni problemi

Problem je naslednji. Na prostoru funkcij x € ¢>([a, b]) (ali splodneje x = (z1,...,2,) €
€*([a, b], R™)) imamo kon¢no mnogo (v splosnem nelinearnih) funkcionalov Lagrangejevega
tipa:

ZL(x) = /bL(t,x,:t)dt

b
U(z) = / Uitz #)dt, j=1,....m.
Poiskati Zelimo funkcije z € €*([a, b]), ki zado$¢ajo pogojem

U(x)=c;eR, j=1,....m

.....

Gre torej za iskanje vezanega ekstrema funkcionala . pri vezeh %;(x) = ¢j za j =
1,...,m.
Motivacija: vezani ekstremi v kon¢ni dimenziji

Ce spremenljivka z ni funkcija, ampak vektor v R™ (kar je isto kot funkcija na n tockah),
smo nacin reSevanja spoznali pri Analizi 2. Recimo, da so funkcije %;(z) (j = 1,...,m)
zvezno diferenciabilne na neki domeni D C R"™ in so v neki to¢ki 2° € D njihovi gradienti
V;(z°) € R" (j = 1,...,m) linearno neodvisni (torej je m < n). Tedaj je po izreku o
implicitni funkciji v neki okolici U C R" to¢ke z° mnozica

M={zxeU: U(x)=U("), j=1,...,m}
ploskev (podmnogoterost) dimenzije n — m in kodimenzije m.

Funkcija .Z|y : M — R ima v 2V stacionarno tofko natanko tedaj, ko je ortogonalna
projekcija gradienta V. (2°) na podprostor

S={veR":V,%(x") =V ") v=0,j=1,...,m} =TpwM
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enaka 0. To pa je res natanko tedaj, ko je
VL) = S AV ()
j=1

za neka Stevila Ay, ..., \,, € R (Lagrangejevi multiplikatorji).
Primer 1: izoperimetri¢ni problem

Podobna logika velja v neskon¢no razseznih vektorskih prostorih. Najprej si oglejmo
nekaj primerov.

Primer 1. V zgornji polravnini si izberemo tocki
T()(CL,A), T1<b, B), a<b, A>0B>0.

I§¢emo funkcijo y = y(x) na [a, b], ki zado$¢a robnima pogojema y(a) = A, y(b) = B, tako
da je dolZina grafa predpisana:

b
ﬁ(y):/ V1i+y(z)2de=c>0

in je plos¢ina pod grafom maksimalna ali minimalna:

b
o (y) = / y(r)dr maksimalna/minimalna.

Seveda moramo privzeti, da je {(y) > dist(7y, T1).
Pristop k resevanju

Denimo, da je

ys(x) = y(z,s) = y(2) + sv(x) +o(s) (s €R), ys(a) = A, y,(b) =B

neka deformacija zacetne funkcije y = yo, ki zados$¢a pogoju

b
E(ys):/ V14 y(z)?de=c>0 zavsaks.

Variacija v(z) = Z| _ ys(x) € €*([a,b]) zadoita v(a) = v(b) = 0. Velja:

b / / b /
0
Ozvvg(y):/mdx:_/_ O o(x) dz
o V1+y(x) o 07\ V/1+y(2)?
Sklep: e ima pri funkciji y = y(z) plos¢ina <7 (y) lokalni ekstrem (pri veznem pogoju

{(y) = c), potem za vse dopustne variacije v, ki zados$¢ajo V, £(y) = 0, velja

b
V.o (y) = / v(z)dz = 0.

Klju¢ni sklep
Pri fiksnem y € ¢2([a, b]) sta preslikavi
v Vi l(y), v Vo, (y)
linearna funkcionala na vektorskem prostoru

V ={v e €(a,b]) :v(a) =v(b) = 0}.
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Oba funkcionala sta podana z integracijo glede na neko zvezno funkcijo na [a, b]. Dobljeni
pogoj pove, da je jedro prvega funkcionala vsebovano v jedru drugega funkcionala. Odtod
sledi, da je drugi funkcional konstantni veckratnik prvega. Zato obstaja konstanta A € R
(Lagrangejev multiplikator), tako da je

/ab (1 + A% <%>) v(x)dr =0 zavsakv € V.

Odtod sledi
a /
1 + )\_ % — 0
Ox \ \/1+y'(2)?
/
T C) B
1+y'(x)?
ReSitev
Enacbo
/
r+ A—2 @) =
1+y'(z)?
reSimo parametri¢no:
y = tanu
1/\/1+y?* = 1/V/1+tan?u = cosu
r = (] —Atanucosu = C] — Asinu
dr = —MAcosudu

dy = y'dr =tanu(—Acosudu) = —Asinudu
y = Cy+ Acosu

Odtod sledi
(x — C)* + (y — Co)* = N(sin® u + cos?u) = A%

Resitve, ki podajajo ekstremne vrednosti, so torej kroZnice.

Na voljo imamo tri proste konstante A\, (', Cs, s katerimi lahko na¢eloma zadostimo rob-
nima pogojema ter pogoju o dolzini krivulje.
Primer 2

IS¢emo krivuljo predpisane dolZine [ > 0 v zgornji polravnini y > 0 s krajiS¢ema na z-
seveda izbirati iz zgornje druzine kroZznic. Problem je, da ni vnaprej jasno, katera izmed njih
bo prava, ker nismo predpisali robnih tock in niti ne vemo, na katerem z-intervalu naj bi
problem Studirali.

Tovrsten problem lazje in naravneje formuliramo s pomocjo parametri¢nega zapisa (x(t), y(t))
iskane krivulje na intervalu ¢ € [0, 1], kjer je y(t) > 0. Ker je problem oitno invarianten za
translacije v smeri osi x, lahko vzamemo, da je

z(0) =0, y(0)=0, y(1)=0,
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medtem ko vrednosti (1) ne predpiSemo. Plos¢ina med krivuljo in osjo z je enaka

o) =5 [ @it = o) d,

dolzina krivulje pa je

Uz, y) = /0 V()2 +y(t)?dt =1

I$¢emo torej maximum funkcionala <7 (x, y) pri pogoju ¢(z,y) = L.
Euler-Lagrangejev sistem
Dopustne variacije so ¢ funkcije v(t) = (vi(t),v2(¢)) na [0,1], ki zados&ajo robnim
pogojem
Ul(O) = 0, UQ(O) = 0, Ug(l) =0.
Isti sklep kot prej pokaze, da sta pri iskani funkciji (z(t), y(¢)) linearna funkcionala
v Vol(z,y), v Vod(2,y)
linearno odvisna, torej obstaja Stevilo A € R \ {0}, da je

Vo (& (x,y) — M(z,y)) = 0 za vsako dopustno variacijo v.

Ta izraz je enak

Primer 2: Euler-Lagrangejev sistem

Upostevaje Razmadzejevo lemo (oziroma z integracijo per partes obeh ¢lenov, ki vsebujeta
01(t) in 95(t)) dobimo prirejen Euler-Lagrangejev sistem enacb:

@+ci<y<t>+A i(t) >:0,

2 e\ 2 2(0) + ()
it d (=) i\ _
TW( > ¢2<t>+y2<t>> -

Skupaj z robnim pogojem za prvo enacbo pri ¢t = 1 (ker je vrednost v;(1) poljubna):
y() i)
2 #2(1) +92(1)

Pogoj @(1) = 0 pomeni, da bo resitev sekala os = pravokotno v toéi (z(1),0).

—0 < (1) =0.

Primer 2, reSitev
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Obe Euler-Lagrangejevi enacbi lahko enkrat integriramo:

i (D) -
O e - "
o) — ——200) _ 4eR

#2(t) + 92 (1)

Integracijska konstanta v prvi enacbi je enaka 0, ker je pri ¢ = 1 funkcija na levi strani enacbe
enaka (. Konstanta a je poljubna.

Ce pomnozimo prvo enacbo z (t), drugo z i(t) in seitejemo, dobimo z upostevanjem
z(0) = y(0) = 0:
r()i(t) +y)y(t) = ai(t), ack
)2 = 2ax(t)+C, CER
) = ad’
Resitev je polkroznica s polmerom a = [/ nad osjo x.
Primer 3: varianta na temo
Obravnavajmo analogen problem, le da iS§¢emo sklenjeno krivuljo fiksne dolZine | > 0, ki
ograjuje lik z najvecjo ploscino.
Resitev i§¢emo v parametri¢ni obliki (x(¢),y(t)) (¢t € [0, 1]) z robnimi pogoji
z(0)=0, =z(1)=0, y(0)=0, y(1)=0.
Dopustne variacije so ¢’ funkcije v(t) = (v1(¢),v2(¢)) na [0,1] zv(0) = v(1) = (0,0) € R2.
Euler-Lagrangejev sistem je enak kot v primeru 2, robni pogoji pa so sedaj trivialno izpolnjeni.
Z enkratno integracijo Euler-Lagrangejevih enacb dobimo

x(t) — —= A () ' = a€eR
#2(t) + g3(t)
y(t) + A () = beR

#2(t) + 92 (1)

Tako kot v primeru 2 zaklju¢imo, da so reSitve kroZnice
(z(t) — a)®* + (y(t) — b)* = a® + b* = (1/27)*.

Splosni problem vezanega ekstrema

Vrnimo se k splos$ni nalogi z m vezmi in podrobneje utemeljimo korake. Na prostoru
%> (|a, b]) imamo funkcionale Lagrangejevega tipa:

b
L) = / L(t 2, 3)dt
ab |
U(x) = /Uj(t,x,:i:)dt, j=1,...,m.
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zadoS¢ajo pogojem
Ui(x)=c;eR, j=1,....m,
pri katerih . (x) doseze ekstremno vrednost.

Na vektorskem prostoru dopustnih variacij
V ={ve £ (a,b]) : v(a) = v(b) = 0}.

imamo (pri fiksnem = € 4?([a, b])) linearne funkcionale

() = V,.L(z)= /ab (L:C - %Li(t,x,j;o o(t)dt

wo) = Vg = [ (v2- Sukees) e, 1<5<m

Pogoj za nastop ekstrema
Ker opazujemo le tiste deformacije funkcije z € €*([a, b]), pri katerih imajo funkcionali
%; konstantno vrednost, so dopustne le deformacije funkcije x v smeri tistih funkcij v € V,
ki zadoS¢ajo pogojem
uj(v) =0, j=1,...,m
Funkcional .Z pri pogojih %; = ¢; (j = 1,...,m) ima torej stacionarno tocko v z, Ce za vse
v € V, ki zado$¢ajo zgornjim pogojem, velja £(v) = 0. Na krako:

ﬂ keru; C ker /.

j=1
Trditev. Zgornja lastnost velja natanko tedaj, ko obstajajo Stevila Ay, ..., A\, € R (Lagrange-
jevi multiplikatorji), tako da je

l= Z Aju; naprostoru V.

=1
V naSem primeru je enakost v zgornji trditvi ekvivalentna diferencialni enacbi

d
Lx—d #(t,x, 1) Z)\ (Ug—an(tacx))
s prostimi parametri Ay, ..., \,,, ob tem pa morajo biti izpolnjene tudi enacbe
U(x)=c; eR, j=1,...,m.
Dokaz trditve. Dokazujemo
(Nkerw; Ckerl = =Y Mu;.

j=1 j=1

Lahko privzamemo, da so funkcionali w4, . .., u,, : V — R linearno neodvisni.
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(Ce niso, izberemo najve&jo podmnoZico linearno neodvisnih vektorjev. Ostali ne vplivajo
na predpostavko, saj se presek jeder ne spremeni, e jih odvrZzemo; prav tako ne vplivajo na
zakljucek.)

Lemma 0.4. Ce so linearni funkcionali wy, ... ,u, : V — R na vektorskem prostoru V
linearno neodvisni, obstajajo vektorji vy, . ..,v,, € V, tako da velja

ui(vj):(sij 6{0,1}, ,7=1,...,m.

Dokaz Indukcija na m. Za m = 1 izberemo vektor v; € V/, tako da je u(9;) # 0. Vektor
1

(51 (Ul)
tedaj zadosCa u;(v1) = 1 in trditev velja za m = 1. Recimo, da velja za m — 1. Izberemo

vektorje vy, ..., v, ,, tako da je

V1 = 1~)1

ui(vg-):&j, 1,]:1,,m—1

Zapoljuben v € V' velja

m—1 m—1
wi=v— w;(v)v; € ﬂ ker u;,
i=1 j=1
kar vidimo iz
m—1
uj(w) =u;(v) = Y wi(v)u;(vf) = u;(v) —u;(v) =0, j=1,....m—1

Dokaz leme

Trdimo, da obstaja vektor v € V, tako da za prirejeni vektor w velja u,,(w) # 0. V
nasprotnem primeru bi za vsak v € V' veljalo

0= (1) = i (0) — 3 (en(0) = (um -y umw;)ui) (v).

torej bi bil u,, linearna kombinacija funkcionalov wy, . . ., u,,_1 v protislovju s predpostavko.
Za tako izbran vektor v vzamemo

Tedaj je
U (V) = 1, uj(vy,) =0, j=1,...,m—1.
Definiramo nove vektorje
Vi 1= V) — Uy (V) U, i=1,....,m—1

Tedajzai,j =1,...,m — 1 velja

U (03) = U (V) = U (V) (V) = 0, (vi) = (V) = 5.

Zakljucek dokaza trditve
130



Naj bo

ﬂ ker u; C ker ¢

j=1
in funkcionali u; linearno neodvisni. Po lemi obstajajo vektorji vy, ..., v, € V, tako da velja
U,Z‘(Uj) :5ij7 Z',j:]_,...,m‘

Poljuben vektor v € V' zapiSimo v obliki

v = (v — Zul(v)m) + z:uz(v)vZ

Prvi ¢len na desni je ocitno v preseku jeder ﬂ;"zl ker u; in zato po predpostavki tudi v ker /.
Torej je

((v) = Zui(v)ﬁ(?}i), veV.

Ce definiramo $tevila \; := lv) R i=1,...,m,sledi

i=1

20. predavanje: Hamiltonova mehanika

Euler-Lagrangejeve enacbe, ki podajajo ekstremale danega variacijskega problema, so
pri probemih iz (Newtonove) fizike in mehanike v tesni zvezi s Hamiltonovo mehaniko in s
Hamiltonovim principom najmanjse akcije.

Sir William Rowan Hamilton, 1808—1865

Povezavo omogoca Legendrova transformacija, ki ponuja posebno zanimivo in fizikalno
pomensko redukcijo Euler—Lagrangejeve diferencialne enacbe drugega reda na sistem difer-
encialnih enacb prvega reda.

Jean le Rond d’Alembert, 1717-1783

Dober vir za to povezavo, ki vsebuje globok vpogled v naravo stvari, ponuja klasi¢na
monografija

Vladimir Arnold: Mathematical Methods of Classical Mechanics. Nauka, Moskva, 1974

Primer: Newtonove enacbe gibanja

Opazujemo gibanje sistema n delcev v prostoru R? pod vplivom potencialnega polja sil.
Pot i-tega delca opisuje vektorska funkcija x;(t) € R3?; gibanje vseh delcev torej opisuje
vektorska funkcija x(t) = (x1(t),...,%,(t)) € RN, N = 3n. Ce je m; masa i-tega delca, so
Newtonove enacbe gibanja

mZXH—UxZ:O, 2:1,,n
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Tu je Uy, = 0U/0x; = V,U. Funkcija U(x) je potencialna energija sistema, kineticna

energija pa je
1
T - - i .i 2.
; Smilil
Naj bo L =T" — U razlika med kineti¢no in potencialno energijo. Tedaj je
in = sz = mle, in B _Uxi-

Euler-Lagrangejev sistem enacb za Lagrangian L je

4
dt

D’Alembert—-Hamiltonov princip minimalne akcije

0=Lx, — —Lx, =—Ux, —m;X;, i=1,...,n

Zakljucek — princip najmanjSe akcije: Ekstremale Euler-Lagrangejevega sistema za La-
grangian L = T — U so reSitve Newtonovih enacb gibanja za sistem delcev s kineti¢no en-
ergijo 1" in potencialno energijo U.

Uvedimo novo spremenljivko, ki se imenuje impulz ali gibalna kolicina:
P = Lx = Tx = (mZXl)le € RN.

Otitno lahko hitrostni vektor X izrazimo z impulzom p. Ce to naredimo in vstavimo v
(skalarno) funkcijo

Hx,p) =p-x—L(x,x)=2T—-(T-U)=T+0U,
je H funkcija spremenljivk (x,p). Opazimo, da je Hxy = —Ly = Uy in H, = %x. Enacbe
gibanja lahko s pomocjo funkcije H zapiSemo kot sistem
x = Hp, p = —Hx.
To je ravno Hamiltonov sistem za (x,p) € RY x RN s Hamiltonovo funkcijo H = T + U, ki

Jje vsota kineticne in potencialne energije sistema.

Energija [ se ohranja vzdolzZ reSitev sistema (trajektorij).
Korespondenca Lagrange <— Hamilton

Kar smo naredili v posebnem primeru, skusajmo narediti za poljuben Lagrangian L (¢, x, X).
Spomnimo se Euler-Lagrangejevega sistema:

Ly — %Lx(t,x, x) = 0.

Osnovna ideja je, da uvedemo novo spremenljivko
p = Li(t,x,%)
in iz zgornje ena¢be skusamo izraziti x = g(, x, p). Ce nam to uspe, definiramo Hamiltonovo
funkcijo H, prirejeno Lagrangianu L:
H(t,x,p) =p-%x — L(t,x,%) = p-g(t,x,p) — L(t,x,8(t, x,p)).
Sledi H; + L; = 0, Hy + Ly = 0 in Hamiltonov sistem

x=H,  p=—H,.
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Prva enacba sledi iz definicije funkcije H, druga paiz — Hx = Ly, Euler—Lagrangejeve enacbe
in definicije spremenljivke p. Seveda lahko prehodimo tudi obratno pot in Hamiltonianu
priredimo Lagrangian L.

Primer: konzervativni sistem
Opazujemo sistem s kineti¢no in potencialno energijo

T ="T(tx,x%), U=U(t,x,x).

D’ Alembert—Hamiltonov princip trdi, da se sistem giblje tako, da je prva variacija funkcionala
z Lagrangianom L = T' — U vzdolz trajektorije enaka nic:

b
5/ L(t,x(t),x(t))dt = 0.
To je ekvivalentno Euler-Lagrangejevi enacbi

d
Ly — EL,-((t,x, x) =0,

ki jo z uvedbo impulza
p = Li(t,x,%)
in Hamiltonove funkcije
H(t,x,p) =p-x— L(t,x,x)

prevedemo v Hamiltonov sistem

x=H,  p=—H,.

Ce je kineti¢na energija 7" homogena kvadrati¢na v x:
T(x) = Ax - x,

kjer je A simetri¢na neizrojena matrika in je potencialna energija U neodvisna od x, dobimo
kot v posebnem primeru

H=p-x—L=2Axx—(Ax-x—-U)=Ax-x+U=T+U.
Legendrejeva transformacija
Pri pretvorbi Euler-Lagrangejeve enacbe v Hamiltonovo enacbo smo s srecali z naslednjim
problemom. Uvedli smo novo spremenljivko
pP= Lx (tu X, X)
in skusSali izraziti
x = g(t,x,p).
Spremenljivki ¢ in x pri tem igrata vlogo parametra.

Oglejmo si ta problem natancneje, pri cemer bomo spremenljivko x oznacili z u, ostali

dve spremenljivki ¢, x pa bomo zaenkrat ignorirali.
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Dana je ¢ funkcija F'(u) spremenljivke u = (uy, . .., u,) na neki domeni v R". Zanima
nas, kdaj lahko iz enacbe

p=Fy(u) = (F,(v),..., Fy, () = VF(u)

izrazimo u = g(p). Po izreku o inverzni preslikavi resitev v okolici dane tocke u® obstaja, Ce
je Jacobijeva matrika preslikave u — Fy,(u) v to¢ki u’ neizrojena. Ta Jacobijeva matrika pa
je Hessejeva matrika funkcije F":

Legendrejeva transformacija

Denimo, da je det A(u®) # 0 in zato lokalni inverz u = g(p) obstaja v okolici tocke
p’ = VF(u’). Razlogi simetrije nakazujejo idejo, da bi poiskali drugo funkcijo G(p) v
okolici p?, tako da je tudi

u=g(p) = Gp(p) = VG(p).
Ce to velja, je totalni diferencial vsote F'(u) + G(p) enak
d(F(u) + G(p)) = Fu(u) -du+ Gp(p)-dp = p-du+u-dp = d(p-u),
zato je reSitev problema (z adicijsko konstanto 0)
F(u)+G(p)=p-u.
Obratno, iz zgornje identitete sledi

Fu(u) = p, Gp(p) = u.
Funkcija G, dobljena iz te enacbe, se imenuje Legendrejeva transformiranka G = £ (F)

funkcije F' in obratno, F' je Legendrejeva transformiranka G.

Adrien Marie Legendre, 1752—1833
Geometrijski pomen Legendrove transformacije

Oglejmo si Legendrovo transformacijo v dimenziji n = 1, torej za funkcije ene spre-
menljivke. Dana je ¢ funkcija f(x). Pogoj za neizrojenost Hessejeve matrike je f”(z) # 0.
Recimo, da je f” > 0, torej je f strogo konveksna.

Za dano Stevilo p € R skuSamo najti = v domeni funkcije f, da je
f'(x) =p.

Ker je f strogo konveksna in je zato njen odvod f’ strogo narascajoca funkcija, je reSitev
enoli¢na, kjer obstaja. Naj bo x = z(p) reSitev. Definiramo funkcijo

9(p) = px — f(x) = pa(p) — f(z(p))-
Pri fiksnem p funkcija z — px — f(x) doseZe najvedjo vrednost pri x = x(p), saj je v tej
tocki njen odvod po z enak 0, njen drugi odvod pa je — f”(z) < 0.
Zakljucek:

e Pri fiksnem p je g(p) maksimalna vrednost funkcije = — pz — f(x).

e Pri fiksnem z je f(x) maksimalna vrednost funkcije p — px — g(p).
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Primeri

Primer 1:
fl@)=2" p=[f(z) =22, z=p/2
2 2
p p
9(p) =pr—a* = = (p/2)" =
Primer 2: .
T
= —, > 1
fla) ==
p= f/(iﬂ) _ l,afl’ x :pl/(afl)’
a b
9(p) = pr — — = p/) 0D ja = &
a
kjer je

-+ 7= 1 (konjugirana eksponenta).
a
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