1. kolokvij iz Mehanike
24. novembra 2021

. Tocka se giblje v ravnini tako, da je obodni pospesek enak izrazu ar/+/r, radialni pospesek
pa je enak nic.

(a) Doloéi tir, ¢e je a = 0.

(b) Za « # 0 in zacetne pogoje r(t = 0) = 7(t = 0) = $(t = 0) = 0 doloci trajektorijo
r=r(t), ¢ = (1)

(c¢) Dolo¢i tudi tir.

. Dan je potencial U = Up(z? — a2)e=%/% Uy > 0,a > 0.

(a) Skiciraj potencial in kvalitativno obravnavaj mozne tire.

(b) Izrac¢unaj harmoni¢no aproksimacijo periode gibanja v okolici ravnovesne lege.

. Na fiksirano homogeno polkroglo s polmerom R;
je postavljena homogena polkrogla s plomerom
R, glej skico. Doloé¢i najvecji dopustni polmer
R tako, da bo ravnovesna lega stabilna. Pri tem
upostevaj, da se zgornaj polkrogla kotali po spo-
dnji. Razdalja masnega sredis¢a polkrogle s pol-
merom R do osnovne ploskve je %R.

. Tocka se giblje po gladki vija¢nici s polmerom a in naklonskim kotom «. Na tocko deluje sila
teze, ki je pravokotna na os vija¢nice.

(a) Izracunaj dolzino loka vijacnice.

(b) Zapisi potencial sile teze kot funkcijo loéne dolzine.

(¢) Izracunaj harmoni¢no aproksimacijo periode nihanja v okolici ravnovesne lege.



Resitve

1. (a) Ce je a = 0 je tudi obodni pospesek enak ni¢. Tir je premica.

(b) Pigimo p = —%. Enac¢bo ag = rf + 276 = airP pomnozimo z r. Potem je
d /5, d 1
_ g) — [ = pt2
dt (T Yt ( pr2

. 1
r20 = a——rP*t2 4 C.
p+2

Iz zaetnih pogojev sledi, da je C' = 0. tako dobimo ena¢bo

in potem

«

= p + 2Tp. (1)
Upostevajmo sedaj (1) in, da je radialni pospesek enak 0
2
: @
0=7—rf*=i— ——rPth
(p+2)?

Pomnozimo enacbo z 7. Potem sledi

d(loy_d o 2pt2
dt \ 2 dt \ (p+2)2(2p+2)

(8%
Tp—l-l,
(p+2)/T+p

saj iz zacetnih pogojev sledi, da je integracijska konstanta enaka ni¢. Potem je

in

/or =8 GOV / @ @)

Integral na levi obstaja, ¢e je —p — 1 > —1, torej za p < 0. Ker mora veljati 1+ p > 0,
sledi —1 < p < 0. Nag p = —% ustreza temu pogoju. 1z (2) sledi

_ -1/p
r= <ap t> .
(P+2)VI+p
Tako smo dolo¢ili » = r(t). Dolo¢imo §e 6 = 6(¢). 1z (1) sledi
o _vitrl
= Pa—
Potem je

6= —ﬂlogt. (3)
p

Trajektorija je s tem dolocena.

(c) Iz (3) sledi
t = e PI/VIFP

Vstavimo dobljeno v r = r(t). Tako je

_ —1/p
r= (ap > e?/VIFP
(p+2)vIT+p

Tir je logaritemska spirala.



2. (a) Skica potenciala je na sliki 2a. O¢itno ima potencial dva lokalna ekstrema. Izracunajmo

jih.
Uy
=—ce

a

U’ —=/a (—x2 + 2ax + a2) .

Stacionarni tocki sta 12 = a(l £ 1/2). Izracunajmo $e drugi odvod v stacionarnih
tockah.

U
U”(ZZZLQ) = ;0 eimlﬂ/a (721‘172 + 2(1) = :FQ\/iUO 61:‘:\/§ .

Minimum je tako pri 2o = a(1—+/2), lokalni maksimum pa pri z; = a(1++/2). Vrednosti
ekstremov so

U = 20U, (1—\/5) azeﬁ_l, U, =20, (1—1—\/5) aZe V2,

Za Ey € (Us,U;) je gibanje omejeno in periodiéno, za Fy > U; pa tocka ubezi v
neskonénost,.

(b) Harmoni¢na aproksimacije periode je

1-v2
U (2) 2v2U
3. Narisimo sliko s kotom odklona ¢ od zgornje lege, glej sliko 3. Ker se polkrogla kotali, je

R20 = Ryp. Visina masnega srediica zgornje polkrogle je za ¢ > 0 enaka

y = (Ry + Rg) cosp — dcos(0 + ).




Upostevajmo, da je d = %RQ in zaradi pogoja kotaljenja 6 = %cp. Potem je potencial sile
teze enak

3 R
U =mgy =mg ((R1 + Rs) cosp — gRQ cos (1 + Rl> ap) )
2

Ravnovesno lego poiséemo iz pogoja U’ = 0. Izracunajmo

U' = —mg(R; + Rs) sin<p—§sin 1—|—& o).
8 Ry

Ravnovesna lega je o¢itno ¢ = 0.

Ravnovesna lega je stabilna, ¢e pripada lokalnemu minimumu. Velja

U" = —mg(R1 + Rs) | cosp — 3 1+ e} oS
8 Ro
in 3 R
U'(p=0)=—mg(Ri +Ry) (1 —= 1+ =L ).
8 Ry

Pogoj stabilnosti je izpolnjen, ce je

oziroma
Ry 5
Ry 3
Ry 5

Natancnejsi racun pokaze, da je za R = 3 ravnovesna lega nestabilna.
4. (a) Vijacnico parameterizirajmo tako, da je
¥ = acos i+ asin )+ atan ozng.
Potem je

ds = V7' - 7'dp = a1 + tan? adp = a4 de.

Cos &

Dolzina krivulje je tako s = ——¢.
(b) Privzemimo, da sila teze deluje v smeri osi . Potencial sile teze je
scosa

U=—mg- 7= —mgacosp = —mgacos

(¢) Izracunajmo

, dU . Scosa
U = — = mgcosasin .
ds a

Ocitno so ravnovesne lege pri 2 cosa = km oziroma pri ¢ = km. Nadalje je

mg scosa
U" = = cos® acos .
a a

V ravnovesnih legah je

U’ = (—1)’“@ cos? av.
a

Stabilne ravnovesne lege so pri sodih k. Pri teh je harmoni¢na aproksimacija periode

enaka
1
T=2m 2 —on e,
u” cosa '\ g

Enak rezultat dobimo, ¢e upostevamo formulo

2w

N



