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1. Materialna tocka z maso m se giblje v polju centralne sile po tiru r(¢) = 79(2 + sin ¢).

(a) Izrac¢unaj pripadajoco silo.
(b) Skiciraj tir in izra¢unaj v koliksnem ¢asu tocka obkrozi center sile.

(c) Doloéi efektivni potencial ter kvalitativno obravnavaj mozna gibanja. Pri katerem po-
goju na vrtilno koli¢ino obstaja za ta potencial krozni tir.

(d) Izracunaj energijo danega gibanja.

2. Premica se enakomerno s kotno hitrostjo wg vrti okrog osi s katero oklepa kot «, po tocki
pa je brez trenja gibljiva materialna tocka z maso m. Na tocko deluje sila teze v smeri osi
vrtenja.

(a) Zapisi enacbe gibanja v RKS, ki se vrti hkrati s premico.
(b) Ali obstaja ravnovesni polozaj. Ce obstaja, ga doloci. Ali je stabilen?

(c¢) Resi enacbe gibanja.

3. Za polelipsoid
2 2 L2 .
{(x’y’z):ﬁ+:gﬁ+§§1 in z>0}.

(a) polozaj masnega sredisca;
(b) vztrajnostni tenzor s polom v srediséu osnovne ploskve;

(c) vztrajnostni tenzor s polom v masnem srediscu.
4. Veternica v obliki kvadrata se vrti okrog svoje diagonale.

(a) Dolo¢i vztrajnostni tenzor kvadratne plosce in vztrajnostni moment okrog diagonale
kvadrata.

(b) Na veternico deluje linearen upor zraka, vrtenje veternice pa poganja navor My. Zapisi
enacbe gibanja in dolo¢i navor My, da se bo vetrnica enakomerno vrtela.



Resitve

1. (a) Uporabimo Binetovo formulo a, = —CZu?(u + u”), kje je w = 1/r. Tu je r brezdimen-

zijska razdalja do centra sil. Dimenzijsko obliko dobimo s substitucijo r — ror. Po
krajsem rac¢unu dobimo

0o sin 0 L 2cos?
~ (2+4sin6)?  (2+sin6)3’

Uporabimo zvezo sin @ = r — 2. Tako dobimo
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(b) Skica tira je Tocka obkrozi center sile v ¢asu T' = 2A4/Cy, kjer je A povrsina lika, ki ga

omejuje tir. Izracunajmo
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pripadajoci efektivni potencial pa

2 2 4 3
U=V = 1——-+—=.
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(c) Potencial sile je

Vrednost vrtilne koli¢ine ne vpliva na obstoj kroznega tira. Ta obstaja neodvisno od [,
pri pogoju, da ima potencial stacionarno tocko. Izra¢unajmo
l2

U’:—W(ﬁ—esrw?).



Resitvi enacbe sta 71 = 3 — /3 in 71 = 3 + /3. Prva resitev je lokalni minimum, druga
maksimum.

(d) Energija danega gibanja je Ey = smuv® + V. Izracunajmo posebej v = 72 + 1262,

Upoétevajmo, da je 7= éCOS 6. Potem
C2
-2 2 0
re = (77" +2’I”*3)T74

in po krajSem racunu
2 _ Gt
= —(2r —3).
= (C)

Energija je potem

1 C? o[ 3 2
2. Postavimo koordinatna sistema tako kot kaze slika.
S
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(a) Na tocko deluje sila teZe v negativni smeri osi y in sila vezi 5", ki je po predpostavki,
da je gibanje brez trenja, v smeri, ki je pravokotna na smer gibanja. Velja torej S =
So€y + S3€3. Polozaj tocke je 7 = (€;. Gibalna enacba v RKS je

M el =MmG+ S —m@ x (& X 7) — 2m& X Tre-

Tu je & = wi= w(cos aé] + sin aés). Pri zapisu enacbe smo upostevali, da se RKS vrti
enakomerno in da imata RKS in AKS skupno izhodisée. Izra¢unajmo posebej

—

Gx (@x7) = w?(cos af) +sin aéy) x ((cos ey +sin aéy ) X (€ ) = —w?( sin a(sin a€y —cos aéy).

in

W X Upep = w(cos €] + sinaésy) X (€ = —wC' sin (€3.



(b)

(b)

Newtonova enacha je
mCé = —mg(cos a€y +sin aéy)+Saes+S383-+mw?( sin a(sin o) —cos aés ) +2mw( sin aés,
oziroma po komponentah

m¢ = —mg cos o + mw?C sin?
0 = —mgsina + Sy — mw?( sin acos a

0 =S5+ 2mw(sina

V ravnovesnem polozaju je C = C = 0. Iz prve enacbe zgoraj potem sledi
gcosa = w?(sin? a.

Ravnovesni polozaj obstaja pri pogoju a # 0 in je pri

gcosa

w2 sin?

G = :
o
V ravnovesnem polozaju centrifugalna sila uravnovesi silo teze Pomik v { > (7 centrifu-

galno silo poveca in tocka odleti v { — oo, pomik v { < (7 pa entrifugalno silo zmanjsa
in tocka odleti v { = —o0.

Resiti moramo encbo )
¢ —k?’C=—gcosa,

kjer je k = wsin a. Resitev homogene enacbe je (o = A cosh kt + B sinh kt, partikularna
resitev pa je (1. Splosna resitev je torej

g cosa

¢ = Acoshkt + Bsinh kt + 5

w?sin” o

Privzeli bomo, da je polelipsoid homogen. O¢itno je masno srediSce na osi z. Velja

F— %/Vzdv.

. Volumen polelipsoida je V = 2?”abc. Integral pa je enak

27 1 /2
/ 2dV = abc? / d(b/ rzdr/ sin #df r cos 6.
1% 0 0 0

To smo polelipsoid prvo srediséno raztegnili/skréili v enotsko polkroglo, nato pa upora-
bili krogelne koordinate. Integral je

11 [™/? 1
/ 2dV = 2mwabc®= = / sin 20d6 = ~mabc?.
v 12 J, 4

Masno sredisce je tako
3

Zy = —C.

8

Za izracun vztrajnostnega tenzorja moramo izracunati momente

sz/ z2dV, Ky:/ y?dV  in Kzz/ 22dV.
14 \4 \%4



Momente ra¢cunamo podobno kot masno sredisce. Izracunajmo

27 1 /2
K, = asbc/ dgi)/ r2dr / sin 0 d0 r? cos® ¢psin? 0
0 0 0
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5 0 0

w/2
= %a?’bc/ (1 — cos®6) sinf db
0
1 2
= ga?’bc (1 — ) = 2T a3be.

Iz osne simetrije polkrogle sledi

Izra¢unati moramo Se

27 1 /2
K, = abc?’/ d¢/ 7“2dr/ sin 0 d6 r? cos® 0
0 0 0

2 71'/2
= jabc?’/ cos? fsin 0 d6
5 0

2
= %abcg’.

Vztrajnostni momenti so

1
Jo= (K, +K;)= gm(b2 +c%)

1

Jy=(K, +K,) = gm(a2 + ¢?)
1

J. = (K, + K,) = gm(a2 +b%)

Izvendiagonalne komponente vztrajnostnega tenzorja so enake nic.

Uporabimo Steinerjev izrek. V matri¢nem zapisu je

1 b2 4 2 0 0 9 1 0 0 9 L
i* = gm 0 a?+ 2 0 — amc2 0 1 0|+ @mCQk ®k
0 0 (a® + b? 0 0 1
in kon¢no
b% + 2 0 0 1 0 0
1 2 2 2
i*ZEm 0 a“ +c 0 —6—4mc 01 0
0 0 ((12—i—b2 0 0 O

Postavimo koordinatni sistem v sredisce kvadrata in usmerimo osi  in y v smeri stranic
kvadrata. Zaradi simetrije je ocitno J, = J,. Oznac¢imo z a dolzino stranice kvadrata
in izraGunajmo Izrac¢unajmo

; a/2d a/2d ) ) a/2d ) ) an 3 1 )
x_p/a/2 x/a/Z vre= ap/O vy _§ap(§) BT

Ker je J, = J,, je vatrajnostni moment J okrog glavne diagonale prav tako enak

1
J = Ema2 (1)



(b) Enacba vrtenja vetrnice je
J@é = N + Nyé. (2)

Tu je € enotski vektor v smeri osi rotacije, N je navor upora zraka, Ny pa je navor
motorja. Izratunati moramo navor upora. Telesni koordinatni sistem z bazo €;, i =
1,2, 3 izberemo tako, da je os € v smeri osi rotacije €, glej skico. Potem je

—

N:Adﬁ:AﬁxfdA:—Afx,uﬁdA:—uAfx(cUxQ)dA.

Tu je A kvadrat, u pa koeficient v linearnem zakonu upora zraka. Vektor kotne hitrosti
rotacije veternice je & = ¢e. Potem je

Iz enacbe (2) potem sledi
Jé = —pJp+ No,

oziroma

Jir = —pJw + No.

Vetrnica se enakomerno vrti, ¢e je w = 0. Iskani navor motorja je potem
Ny = pJuwy,

kjer je wy kotna hitrost enakomerne rotacije.



