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Izpitna domaca naloga
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NAVODILA

Naloge so tockovane takole: 1121314151617 1819 110111
1391362713925 120[20(20[20(30]30
Lestvica za ocene je linearna: 50 tock je ocena 6 in 90 tock je ocena 10. Pri tem z toCk za oceno
pomeni vsaj x/2 tock iz nalog 1-4 in vsaj /2 tock iz nalog 5-11. Naloge 3.a, 3.b, 3.c so obvezne.
Naloge reSujte samostojno. Pri reSevanju si lahko pomagate z dostopno literaturo. Morebitnih
daljSih razprav iz literature ne prepisujte, ampak namesto tega navedite vir. Seveda se razume, da
citirane dele literature obvladate in ste jih na poziv sposobni razloziti. V vsakem primeru ,,instant*
resitev ne i§¢ite predolgo, ampak se nalog lotite sami. Ce obtiite in potrebujete pomo¢, se seveda
lahko oglasite.

Kljub skrbnemu sestavljanju se skoraj vedno najdejo pomanjkljivosti ali celo napake. Ce katero
najdete, sporocite. Veliko zabave in uspeha!

J. Smrekar in A. Vavpeti¢

NALOGE

Naj bo V' vektorski prostor in naj bosta A in B podmnoZici v V. Linearni (ali tudi geometri¢ni)
spoj mnozic A in B je unija daljic med vsako tocko iz A in vsako tocko iz B, s simboli:

AxB={(1—t)a+thlac A, be B, t€[0,1]}.

Naj bo [a,b] = {(1 —t)a+tb|t € [0,1]}. Pravimo, da sta disjunktni mnoZici A in B spojljivi,
Ceza (a,b),(d,b) € Ax Biz (a,b) # (¢, V) sledi, da se daljici [a, b] in [@/, b'] sekata kvejemu

.....

Za $tevno druzino mnoZzic A; C V, ¢ € N, definiramo spoj *3°; A; kot mnoZico vseh konveksnih
kombinacij Y .7, t;a;, kjer so a; € A;inza t; € [0,1] velja, da je t; > 0 za konéno mnoZico
indeksov ¢ in da velja Y .-, t; = 1. Pravimo, da je druZina {A;} spojljiva, ¢e enakost » , t;a; =
>, sib; velja natanko tedaj, ko

() t; =s;zavse 1,

(2) a; = b; vselej, kojet; = s; > 0.

Naj bo G grupa in naj bo Lin(G) realen vektorski prostor z (abstraktno) bazo GG. Dalje naj bo
V = @2, Lin(G) direktna vsota Stevno mnogo kopij prostora Lin(G). Ce z G; oznagimo kopijo
mnoZice G v i-tem prostoru Lin(G), je seveda V = Lin (]]2, G;). Opremimo vsak kon¢no

razseZen realen vektorski prostor z obicajno topologijo, V' pa opremimo s Sibko topologijo glede
na druZino kon¢no razseznih podprostorov.

Naj bo prostor
EG = % G;
opremljen s topologijo podprostora v V. Njegove elemente oznalimo » .-, t;¢;, kjer g; € G;.
Pokazi, da je mnozica | [, G; (s topologijo podprostora v V) diskretna.
. Pokazi, da je druzina {G;} spojljiva.
. Identificiraj prostor £'Zs, kjer je Zy grupa z dvema elementoma.
. Dokazi, da je prostor EG zaprtv V.
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. Najbodo 1 < 4y < 43 < --- < 4, < oo razli¢ni indeksi in naj bo g;, € G;, poljubna
(n + 1)-terica. Definirajmo n-celico
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z zaprtjem [g;,, Giys - - - ,‘gin]i‘o """ ‘n. Dokazi, da ima FG $ibko topologijo glede na druZino
mnozic [gi,, Gi,» - - -, i, |0

f. Pokazi, daje s predpisom 7;(> >, ¢;g;) = t; definirana zvezna preslikava EG — [0, 1].

g- Najbo S; = Tj_l ((0,1]). Na S; je dobro definirana preslikava p; (Y i, t;g;) = g;. PokaZi,
dajep;: S; — G; = G (kjer ima G diskretno topologijo) zvezna.

h. Dokazi, daima EG strukturo CW kompleksa, v kateri so odprte celice natanko vse e(ig, 1, - - . , in; Gigs - - - -

i. Najbo G x EG — EG preslikava, definirana s predpisom (g, > >0, t;9:) — > oy ti(99:)-
Prepricaj se, da je to levo delovanje diskretne grupe GG na prostor EG.

Jj- Prepricaj se, da je delovanje GG na E'G (prosto in) listnato.
k. Prepricaj se, da je delovanje G na EG celularno:

(1) Za vsako odprto celico e in vsak ¢ € G je g - e (slika mnoZice e pri delovanju z
elementom ¢) spet odprta celica.

(2) Cezanekig € G velja ge = e, je nujno g = 1.
1. Dokazi, da je prostor EG kontraktibilen: piSimo ) . t;g; kot zaporedje (t191,t292, 393, - .. ).
Najprej dokaZi obstoj homotopije med preslikavo
L: (t1g1,t292, 1393, - - ) = (0,191, 0,292, 0, t393,0, . .. )
in identi¢no preslikavo. To napravi§ v neskoncno mnogo korakih; prvi korak je homotopija
med L in
(t191,t2g2,t303, - - ) = (t191,0,t202,0,%393,0,1494,0, ... ),
drugi korak homotopija med slednjo in

(t191,t2g2, 303, - .. ) = (t191, 1202, 0,393,0,2494,0, ... ).

Potem dokazi, da je L homotopna ,,0¢itni* konstantni preslikavi.

m. Naj bo grupa G Stevna. Dokazi, da je tedaj prostor orbit BG = EG/G Hausdorffov in
posledicno CW kompleks. Pri tem bo§ potreboval dejstvo, da je kartezicni produkt Stevnih
CW kompleksov spet CW kompleks.

a. Naj bo p: E — B krovna projekcija (z nekim tipi¢nim vlaknom) in naj bo ) # D C B.

Zozitev pl,-1py: p~' (D) — D je krovna projekcija z istim tipi¢nim vlaknom.

b. Naj bo prostor B povezan in lokalno s potmi povezan in naj bo p: ' — B krovna projekcija

(z nekim tipi¢nim vlaknom). Naj bo C' komponenta za povezanost s potmi v £. DokaZzi, da je
zozitev p|c krovna projekcija C' — B.

c. Najbo G x E — FE prosto in listnato delovanje in naj bo p: £ — B pripadajoc¢a kvocientna
projekcija v prostor orbit B = E//G. Naj bo p(e) = by in naj bo &, : m1(B, by) — G funkcija,
definirana z zahtevo e.([7]) - e = 7.(1), kjer je v: [0,1] — B zanka, ki predstavlja [y] €
(B, bp) in je 4, tisti dvig poti 7, za katerega velja 7.(0) = e.

Dokazi, da je . morfizem grup in da je njegovo jedro enako sliki induciranega morfizma
pu: m(E,e) = m (B, by). Dalje dokazi, da Ce je B povezan s potmi, je £ povezan s potmi
natanko tedaj, ko je e, surjekcija. Ce je prostor £ enostavno povezan, je &, izomorfizem.

d. Najbostap: £ — Bin f: X — B zvezni preslikavi in naj bo

X1, B ={(x,¢) € X x E| f(2) = ple)}

podprostor kartezi¢nega produkta X x FE. (Kadar sta preslikavi f in p jasni iz konteksta,
piSemo tudi preprosto X M £.) Dokazi, da je kvadrat
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(v katerem sta f in p zoZitvi projekcij) kartezi¢en (,,pull-back®) v Top.

Ce so (X, x0), (E, e) in (B, by) prostori z baznimi to¢kami in velja f (o) = by = p(ey), ima
X M E otitno bazno tocko, glede na katero je zgornji diagram kartezi¢en v Top™,

(i) Ce je p: E — B krovna projekcija s splo§nim vlaknom F, je tudi inducirana preslikava
p: X M E — X krovna projekcija s splosnim vlaknom F'.

|®

(ii) Ce je G x E — E (prosto in) listnato delovanje, za katero je E /G ~ B (to pomeni, da
projekcija p: E — B inducira homeomorfizem F /G — B), obstaja o€itno delovanje G

na X M E, glede na katero je f ekvivariantna preslikava, ki je (prosto in) listnato in velja
(XME)/G=X.

(i-ii) V takih situacijah prostor X M E standardno (¢eprav povr$no) ozna¢imo f*FE. Krovni
projekciji f*E — X pravimo povlek krovne projekcije p vzdolz preslikave f.

Naj bo X n-skelet CW kompleksa X in naj bo f: X — Y zvezna preslikava. Pri-
vzemimo, da je za vsako Stevilo k > n vsaka zvezna preslikava S¥* — Y homotopna neki
konstantni preslikavi. Dokazi, da tedaj obstaja zvezna razsiritev preslikave f na ves CW
kompleks X.

g. Naj bo X CW kompleks. Dokazi (z eksplicitno strukturo), da je tudi kartezi¢ni produkt
X x [0, 1] CW kompleks.

h-1. Naj diskretna grupa G deluje prosto in listnato na lokalno s potmi povezan kontraktibilen
prostor EG in naj bo pg: EG — BG pripadajoca krovna projekcija v prostor orbit BG =
EG/G. Privzemimo Se bazni tocki pe(eg) = bo.

[

h. Najbo X povezan in lokalno s potmi povezan in naj bo zy € X. DokaZi, daza f (X, z0) —
(BG, by) obstaja (enolicen) dvig f: (X,z9) — (EG,ep) natanko tedaj, ko je preslikava f
homotopna konstantni preslikavi.

Naj bo X povezan CW kompleks. Dokazi, da prireditev [f] — ¢ o fx, Kjer je ¢ neki izomor-
fizem 71 (BG, by) — G, podaja bijekcijo med mnozico [ X, BG|, in mnoZico morfizmov grup
Hom(m (X, z), G).

Za konstrukcijo zvezne preslikave X — BG' s predpisanim induciranim morfizmom na fun-
damentalni grupi se bo§ moral seznaniti s prezentacijo fundamentalne grupe 7 (X, xo) za CW

komplekse. Ce bos delal brez pomo¢i literature, se lahko za to konkretno konstrukcijo omejis
na primer kon¢nega CW kompleksa X.

[y
.

j.- Najbo X povezan CW kompleks z 0-celico z¢ in naj bosta f in g zvezni preslikavi (X, x) —
(BG, by). Dokazi: Ce sta f*EG in ¢* EG izomorfna leva G-prostora (to pomeni, da obstaja
ekvivarianten homeomorfizem 7: f*EG — ¢g*EG), sta preslikavi f in g prosto homotopni.

k. Naj bo povezan CW kompleks X prostor orbit prostega listnatega delovanja G x Y — Y.

Potem obstaja taka zvezna preslikava f: (X, z9) — (BG,by), dasta Y in f*EG izomorfna
leva G-prostora.

1. Naj bo X povezan CW kompleks in naj bosta f in g zvezni preslikavi (X, z¢) — (BG, bp).
Ce sta f in g prosto homotopni, sta f*EG in ¢* EG izomorfna leva G-prostora.

J-1. Morda bo (vsaj v prvi fazi) laZje obravnavati povezane leve GG-prostore s prostorom orbit
X.

a. V komutativni lestvi 2-modulov z eksaktnima vrsticama
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naj bodo v, izomorfizmi. DokaZi, da je tedaj zaporedje

= Ay {on,7in), Al @ B, IEON B/, Onn_n, Ap g — ...
eksaktno. (Tu (i, 3,) elementu (a’, b) priredi i/, (a’) + B, (b).)

Naj bo h, homoloska teorija. Triada (X; A, B) je sestavljena iz topoloskega prostora X in
takih podprostorov A in B, za katera je A U B = X. Pod pogoji, ki jih zagotavlja aksiom o
izrezu, inkluzija (B, AN B) — (X, A) inducira izomorfizem h.(B, AN B) = h, (X, A). To
se lahko zgodi tudi splo$neje; v takem primeru pravimo, da je triada (X; A, B) izrezna glede
na teorijo h,.

. Najbo (AU B; A, B) izrezna triada. Naj bo morfizem A,,: h,(X) — h,_1(A N B) definiran

kot kompozitum

h(X) = ho(X, A) = hy(B,ANB) = h,_1(AN B),

v katerem je prva puscica inducirana z inkluzijo, druga z inverzom izreznega izomorfizma,
tretja pa je vezni morfizem eksaktnega zaporedja za par. DokaZi obstoj dolgega eksaktnega
zaporedja

o 5 ha(AN B) = hy(A) @ ho(B) = hy(AUB) 2% hy 1 (AN B) — ...

Naj bo AU B (pravi) podprostor v X in naj bo (AU B; A, B) izrezna triada. Naj bo morfizem
Ay hy (X, AU B) — h,—1(X, AN B) definiran kot kompozitum
ho(X, AU B) = by (AU B, A) = hyy_1(B,AN B) = h,_1(X, AN B),

kjer je prva pusCica vezni morfizem eksaktnega zaporedja trojice, zadnja pa je inducirana z
inkluzijo.
Dokazi obstoj dolgega eksaktnega zaporedja

o = ha(X, AN B) = hp(X, A) @ ho(X, B) = ho(X,AUB) 2% h, (X, AN B) > ...

d.

e.

|2

=

i.

Dokazi, da je triada (X; A, B) izrezna glede na h, natanko tedaj, ko je izrezna triada (X; B, A)
in primerjaj pripadajo¢a morfizma A, : h,(AU B) — h,_1(AN B).
Triada (X x(—o00, —e] U g, 00) UAXR; X X (—00, —e] UAXR, X x[g, 00) U AXR) je izrezna
(glede na vsako h,).
Triada (X xR\ {0} U AxR; X x (—00,0) U AXR, X x (0,00) U AxR) je izrezna, Ce
je A odprta v X in obstaja taka zvezna funkcija p: A — [0, 1], za katero p(A) C (0,1] in
p(Meja A) = {0}.
Najbo J, = [g,00) in J_ = (—00,¢| (ali J, = (0,00) in J_ = (—00,0) pri predpostavki iz
). Dokazi, da je

Ap: hy (X xR, X x(Jp UJ)UAXR) = hyog (X xR, A X R)
izomorfizem.
Dokazi, da projekcija (X x R, A x R) — (X, A) inducira izomorfizem in da posledi¢no
obstaja izomorfizem

o hyp1(X,A) = hy (X xR, X X (Jy UJ_)UAXR),

ki je funktorialen v (X, A).
Identificiraj morfizem h, (X xR, X x (JLUJ_)UAXR) = h, (X xR, X x (JLUJ_)UAXR),
ki ga inducira preslikava (z,t) — (z, —t) na X x R.

Naj bo X povezan CW kompleks z izbrano bazno tocko (0-celico) z¢ in naj bo G = m1(X, xg).
Naj bo p: X — X univerzalna krovna projekcija.

a.

Dokazi, da X dopusca “kanoni¢no* strukturo CW kompleksa, v kateri je p celularna presli-
kava, ki slika (orientirane) celice na (orientirane) celice in kjer je za vsako odprto celico e
praslika p~'(e) (topoloska) disjunktna unija celic ,,nad* e.
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. Dokazi, da je glede na strukturo iz a delovanje grupe GG na X celularno v smislu, da je za

vsako celico € nad e tudi §(é) celica nad e, da je tranzitivno po celicah nad e (za vsako celico
e v X) in prosto v smislu implikacije §(é) = ¢ = ¢ = 1.
Naj bo C,(X) celularni verizni kompleks kompleksa X, doloCen s kanoni¢no strukturo iz
a. Dokazi, da delovanje G na X inducira delovanje G na C (X ) ki je verizno v smislu
veljavnosti d,,(g - ¢) = g - O (c) za vsako verigo ¢ € C,,(X).

. Delovanje grupe G na C, (X ) inducira strukturo (levega) ZG-modula na C’n(f( ), kjer je ZG

celostevilski grupni kolobar (group ring), pridruZen grupi G. DokaZi, da je tako dobljeni
stopnicasti ZG-modul C,(X) v resnici verizni kompleks ZG-modulov.
Naj bo $e C,(X) celularni verizni kompleks CW kompleksa X, dolo¢en z orientacijami ce-

lic, ki jih inducirajo dane karakteristi¢ne preslikave. Naj bo &,, mnozica orientiranih n-celic
kompleksa X, ki tvori bazo proste Abelove grupe C,,(X). Za vsako celico e € &, izberimo

po eno odlikovano celico ¢ nad e in tvorimo &, = {é|e e &,}. Dokaz, da je C,(X) kot
ZG-modul prosto generiran s &,,.

Invertiranje g — ¢~ ' inducira po univerzalni lastnosti grupnih kolobarjev involucijo ¢: ZG —
Z.G. Preko te involucije je za leva Z(G-modula C'in M definiran tenzorski produkt C' ®za M,

v katerem za elementarne tenzorje velja - c®@m = c® () -m (tusoc € C, m € M ter
§ € ZG).

Naj bo M levi ZG-modul. DokaZi, da je stopniasta abelova grupa C,(X) ®zq M =
{Cn(f( ) @z M | n} verizni kompleks z ,,0¢itnim* veriZnim robnim operatorjem. Homo-

logijo tega kompleksa imenujemo homologijo CW kompleksa X s koeficienti v levem ZG-
modulu M.

Dokazi, da sta za M = ZG (s strukturo kolobarskega mnoZenja) veriZzna kompleksa abelovih
grup C,(X) ®z¢ ZG in C,(X) izomorfna.

Dokazi, dastaza M = 7 (kjer je struktura ZG modula Htrivialna®: velja g - m = m za vsako
Stevilo m € Z) verizna kompleksa abelovih grup C,(X) ®z¢ Z in C,.(X) izomorfna.

Naj bo K podgrupa grupe G in naj bo Z[G /K| prosta Abelova grupa na mnozici odsekov
G/K. Dokazi, da G deluje na G/H in da to delovanje inducira strukturo ZG-modula na

Z|G/ K). 1dentificiraj verizni kompleks C,(X) ®zq Z|G/K].

. Naj bo Se Y CW kompleks z bazno 0-celico ¥y in pridruZenim univerzalnim krovnim pro-

storom ¢: Y — Y ter q(yo) =yoin H = m (Y, y0). Ceje f: (X,x0) = (Y, y0) celularna
preslikava, najbo f: (X, %) — (Y, §o) odlikovani dvig. Dalje naj f4: ZG — ZH oznaluje
morfizem kolobarjev, ki ga porodi inducirani morfizem f»: G — H.

Dokazi, da f inducira verizni morfizem veriznih kompleksov abelovih grup f Cu(X ) —
C,(Y), za katerega je f. (£ - ¢) = fu(€) - f.(c) za vsako verigo ¢ € C,,(X) in vsak & € ZG.
Naj bo Se ¢: M — N tak morfizem abelovih grup iz ZG-modula M v ZH-modul N, da
zanj velja ¢(§ - m) = fu(£) - ¢(m). Dokazi, da tedaj f. in ¢ inducirata morfizem veriZnih
kompleksov abelovih grup C,.(X) ®zc M — C.(Y) @z N.

Najbo h: X x [0,1] — Y celularna homotopija rel o med preslikavama f; in f;. Dokazi, da
dvig homotopije i inducira veriZzno homotopijo veriZznih kompleksov abelovih grup C. (X ) in
C\ (}7) in obravnavaj njeno obnasanje glede na ZG- oziroma Z H-modulsko strukturo.

. Obravnavaj vprasanje homotopske invariance homologije kompleksa X s koeficienti v levem

Z.G-modulu M z naslednjim izhodis¢em: Ce sta X in Y homotopsko ekvivalentna, obstajata
med seboj inverzni celularni homotopski ekvivalenci f: (X, x¢) — (Y,v0) in g: (Y,40) —
(X, xo) in ustrezni homotopiji h: X x [0,1] - X ink: Y x [0, 1] — Y relativno glede na
oziroma glede na .
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5] Naj bosta p in ¢ tuji si naravni Stevili. Naj bo f: S2 — S? podana s predpisom f(z,y,z) =

(R(z,y), —2), kjer je R: R?* — R? rotacija za kot 2ml. Naj bo ~ najmanjsa ekvivalencna relacija
naB®, daje (v,y,2) ~ f(x,y,2) zavse (z,y, z) € S%. Najbo L*(p,q) =B*/..

Pokazi, da je L3(p, ¢) mnogoterost.

Pokazi, da L3(p, q) dopus€a CW strukturo.

Izratunaj fundamentalno grupo 71(L3(p, q)).

Izratunaj homoloske grupe H.,(L3(p, q)).

o & 0 [T P

Za katere p, q je mnogoterost L3(p, q) orientabilna?

@Naj bo X pravilni dvanajsterec. Za vsako robno ploskev D C 0X naj bo D’ njena nasprotna

ploskev in fp: D — D’ homeomorfizem, ki je kompozitum rotacije za kot 36° okrog zunanje
normale na D in translacije. (Preslikava fp. je tako inverz preslikave fp.) Naj bo ~ najmanjsa
ekvivalen¢na relacija na X, da je z ~ fp(z) za vse ploskve D C 0X in vse x € D. Naj bo
S=X/..

Pokazi, da je S mnogoterost.

Pokazi, da S dopus¢a CW strukturo.

Izracunaj fundamentalno grupo 7 (.S) in pokazi, da je netrivialna.

. Izracunaj homoloske grupe H.,(S5).

ajbo G = Z x 7.

Ali obstaja edinka H < G lihega indeksa, ki je prosta grupa?

Poisci vse podgrupe H < G indeksa 3.

Poisci vse podgrupe H < G indeksa 4, ki so proste grupe. Katere so edinke?
d. Poisci edinko v grupi G, ki je prosta grupa in ni koncno generirana.

Z & TP

o & |

Naj bo 0 < k < nin naj bo i: I¥ — S” vloZitev. Pokazi, da za reducirano homologijo velja

H,(S™\ i(I*)) = 0.
(Namig: Nalogo dokaZi z indukcijo na k. Poleg tega hiperkocko I* zapisi kot unijo dveh kvadrov
K in K, za katera velja Ky N Ky = 11 x {3}. Tedaj je S\ i(T*) = (S"\i(K1)) N (S™\i(K>)).)

(Opomba: Obstaja vloZitev i, da je fundamentalna grupa 71 (S™ \ (I*)) netrivialna; primer je
Fox-Artinov lok, vloZen v sfero S3.)

@ IzraCunaj fundamentalno grupo (komplementa) vozla K, ki je prikazan na sliki.

SO
ek 30

Pokazi, da vozla K, in K, nista ekvivalentna za n # m.
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Izracunaj fundamentalno grupo komplementa Fox-Artinovega loka L (glej sliko). Pokazi, da je

71 (R?\ L) netrivialna.

Nasvet: Prostor R? \ L zapisi kot unijo U, (R?\ L,,), kjer je L,, unija loka L in dveh kock (glej
sliko).

(

\

;

eSS TSmO
2 2

L3 L4

Naj bo 7" C R? poln torus in R: R* — R? rotacija za kot %, ki T preslika homeomorfno na

T. Naj bo f: R® — R3 tak homeomorfizem, da se polni torusi 7}, = R*f(T), k = 0,1,2,3,
prepretajo kot kaze slika.

Zavsak n € N najbo S, = {0,1,2,3}". Za vsako zaporedje o = (ay, ..., Qp_1, ) = (5, ),
kjer je v € S, in § € S,_1, rekurzivno definiramo 7,, = R*" f(1}3). Za vsak n € N naj bo
K, = Uqaes, Ty Presek K = N2, K,, se imenuje Antoinova ogrlica. Izracunaj fundamentalno
grupo 7 (R3 \ K) in pokaZi, da ni trivialna.



