Analiza 3: 1. izpit
28. 1. 2021 990 _ 1100

Cas pisanja je 120 minut. Mozno je doseci 100 tock. Vse odgovore dobro
utemeljite. Veliko uspehal
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1. naloga (25 tock)

Dan naj bo integral s parametrom

00 t2
I(a) = dt.
(a) /0 1+ £2)eIn(1 + £2)

a) Doloci konvergenéno obmocje integrala I(a).

b) Ali je I(a) odvedljiva funkcija? Odgovor utemelji!

c¢) Izracunaj I'(2).
Resitev:

Velja
12
I
150 (1+ )7 In(1 + £2)
torej je pri spodnji meji funkcija omejena (In(1 + ¢2) torej ne dela problemov).
Pri zgornji meji ¢ = oo pa preoblikujemo

=L'Hop=1,

t2a

00 t2 00 AFEYe mire)
/ dt:/ A+ W+
1 (14¢2)eIn(1+t2) 1 t20—2

Ceje2a—2>1, 0z a> %, potem zaradi dejstva da je

t2a

li =0
oo (14 2)0In(1 +2)

sledi da integral konvergira.
Za a < % pa velja
[e%} t2 0 t2
dt > / dt >
/1 (1+t2)*In(1 +¢%) 1 (142)2 In(1 +¢2)

o) tQ 1 00 1
> 3 dt = o dt >
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> 1 /Oo L dt /OO du — di i
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Konvergenéno obmocje je torej interval (%, 00).

Velja
, [e'S) t2
1 =— ————dt,
@=-], Frem

saj na poljubnem intervalu [c,00) C (2, 00) velja

2 12
<
(1+2)a = (1+2)e

in fooo ﬁ dt konvergira, kar po Weierstrassovem kriteriju implicira, da originalni integral
3

konvergira enakomerno na [c,00). Torej je I(a) odvedljiva na (3, 00) in velja

, _ o) t2
I(a)——/o mdt.

Velja
<2 1 [  uz 1_/31 ™
rey=— [ —% g2 ™ gu—_cp(2i)=_T.
2) /0 Ao 2/0 Az ™= 3 <2’2> 4



2. naloga (25 tock)

Dan naj bo ravninski lik
D = {(z,y) e R*;(2® +y*)* <a2*, 2 >0} .

Doloéi vztrajnostni moment okoli x-osi, homogenega telesa T', ki ga dobimo, ko lik D zavrtimo
okoli z-osi.

Nasvet: Uporabi modificirane sferi¢ne koordinate, in sicer:

r = rcost

rsind cos

z = rsindsing

Resitev:
Ce lik zavrtimo okoli z-osi, dobimo telo, ki ga lahko opisemo kot

T= {(m,y,z) ER3; (@2 + 2+ <at, x> 0} )
V modificiranih sferi¢nih koordinatah (iz nasveta), potem dobimo
r < cos®

od koder potem vidimo (y? + 2% = r2sin? ), da velja

27 5 cos? ¢ ) ) , ot 5 5 10
Jm:/ d(p/ dﬁ/ resin® Yr°sind dr = / sin® ¥ cos™” ¥ dv =
0 0 0 5 Jo
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3. naloga (25 tock)
Naj bo (M, d) metri¢éni prostor, kjer je

M ={f:]0,1] = R; f zvezna, f(0) =1}
in d metrika, dana z

d(f,g9) = sup |f(z) —g(a)].

z€[0,1]

Dana naj bo preslikava ¢ : M — M s predpisom

o(f)(x) =1+ /0 </0t (f(u) + €% du) dt .

a) Naj bo f(x) = 2% Izracunaj ¢(f).
b) Ali je preslikava ¢ skréitev?

c) Izracunaj negibno tocko preslikave ¢.
(Nasvet: Pokazi, da funkcija, ki predstavlja negibno tocko preslikave ¢, zadoséa diferencialni
enachi vy’ (z) = y(z) + €*.)

Resitev:
Velja
xt .
H) = T+ e —
Velja

o700 < s 17 =gl [ ([ ) de < Jats.o)

z€[0,1]

torej je ¢ skréitev.
Negibna tocka je taksna funkcija y, za katero je

y(:n)zl%—/ox </Ot(y(u)+e“) du> dt .

Torej je y(0) = 1. Odvajamo, in dobimo

Resitev diferencialne enacbe (y”(z) = y(z) + €*) je

1
y = Cre” + Coe™ + —ze®.

2
Iz danih zacetnih pogojev pa dobimo
1 3
Cy =~ Cy = -
1 4 2 A )

tako da je koné¢na resitev
1 3 1
Y= Zem + 1671 + 5:569” .



4. naloga (25 tock)

Dana naj bo holomorfna funkcija

a) Doloé¢i definicijsko obmocje funkcije f.

b) Razvij funkcijo f v Laurentovo vrsto na kolobarju

Ki={2z€C;1<|z| <2}.

¢) Doloci najvecji mozen R > 0, za katerega ima funkcija f Laurentov razvoj na kolobarju

Ko={2€C;0< |z—i|] < R}.

Resitev:

Definicijsko obmocje je

C—{i,2}.
Imamo
1 -2 1 1 1 . 4 .
= = = —(1 * )2 x
I0) = st = gt s
T A I T R
Velja

R=+5

saj je toliko razdalja od z =i do najblizje singularnosti z = 2.



