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1. Poltrak se enakomerno vrti okrog tocke O in seka
kroznico s polmerom a v tocki P, glej skico.

(a) Postavi v O izhodis¢e polarnega koordina-
tnega sistema in izracunaj vektorja hitrosti
in pospeska.

(b) Izracunaj njuni velikosti.

(¢) V koliksnem ¢asu se tocka vrne v zacetni
polozaj O? Ugotovi ali morda P enakmerno
krozi.
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2. Materialna tocka z maso m se giblje premoc¢rtno pod vplivom potenciala
U = Up(x(2* — a®) + ).

(a) Za primer Uy > 0 in « > 0 skiciraj potencial in kvalitativno obravnavaj mozna gibanja.
(b) Izracunaj harmoni¢no aproksimacijo periode gibanja v okolici ravnovesne lege.

(¢) Za energijo Ey = aly izracunaj Se libracijsko aproksimacijo periode.
3. Materialna tocka z maso m se giblje v polju centralne sile po tiru r(¢) = ro(1 + sin 2¢).

(a) Izrac¢unaj pripadajoco silo.

(b) Skiciraj tir in izra¢unaj v koliksnem ¢asu toCka obkrozi center sile.

(c¢) Dolo¢i efektivni potencial ter kvalitativno obravnavaj mozna gibanja. Dolo¢i energijo
pri kateri je mozen krozni tir.

4. Veternica v obliki pravokotnika dimenzije a x 2a se vrti okrog svoje diagonale.

(a) Izrac¢unaj vztrajnostni moment okrog diagonale pravokotnika.

(b) Na veternico deluje linearen upor zraka, vrtenje veternice pa poganja navor My. Zapisi
enacbe gibanja in dolo¢i navor My, da se bo vetrnica enakomerno vrtela. Nasvet:
upostevaj zvezo med navorom upora zraka in vztrajnostnim momentom.



Resitve

1. (a)

V polarnem koordinatnem sistemu z izhodis¢em
v O je r = OP = 2asin p. Potem

U= 1€, + 1€, = 2aw(cos pe, + sin pe,).

Tu smo z w zapisali konstantno kotno hitrost ¢.
Pospesek je

@ = (i — r@°)er + 2rpe,

= daw?(— sin €, + cos pé,,).

Velikosti hitrosti in pospeska sta |¥| = 2aw in

@ | = 4aw?.

Tocka se vrne v zacetni polozaj, ko je p = m. Ker A
poltrak enakomerno krozi, se vrne v ¢asut = /w. o

Ker je v+ @ = 0 tocka enakomerno krozi.

Slika potenciala za primer o = a® je na desni
sliki. Vidimo, da ima potencial dva lokalna ek-
strema. Dobimo jih z resitvijo enacbe U’ = 0.

Izra¢unajmo
U' = Uy(32* — a?). /\'

Ekstrema sta z; = —a/\/g in g9 = a/\/g. Drugi -15 10 05 05 10 s
odvod je U"” = 6Uyx;. Potemtakem je x;1 lokalni /

maksimum, x, pa lokalni minimum. Vrednosti
lokalnih ekstremov sta

2a° 2a3
——) in U =U(xy) =Us(laa— —=
) = Ulas) = Uola—

Za energijo Ey > U; tocka ubezi v levo v neskonénost, za Fy € [Us, U;) pa je mozno
nihanje v okolici lokalnega minimuma. Na levi strani grafa tocka ubezi v neskonénost
pri poljubni energiji.
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Harmoni¢na aproksimacija periode gibanja je
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Libracisjko approksimacijo dobimo po formuli

m 1 1
= ”\E (x/x(m) N \/x(uz)) ’

Ey—U(z) = (uz — z)(x — uy)x(x).

V naSem primeru je Ey = alUy. Potem

kjer je

Eo — U(z) = Up(z(2? — a?)) = Upz(x — a)(z + a).



Nicli energijske nivojnice nad lokalnim minimumom sta u; = 0 in uy = a tako, da je
x(z) = Up(x 4 a). Libracijska aproksimacija je tako enaka
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Slika tira je na desni. Uporabimo Binetovo for-
mulo a, = —C3u?(u + u"), kje je u = 1/r. Po

krajsem rac¢unu dobimo

o — 2cos2¢p
(1 +sin2p)?
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Uporabimo zvezo sin2¢p = % — 1. Tako dobimo

W' = 4(T/T0 — 1) 8(1 - (T/TO - 1)2)
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Sila je potem enaka
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Tocka je zaporedoma v centru sil 7 = 0 pri ¢ = —7/4 in = 37 /4. Cas vrnitve v center
sile je potem T = 2A/Cy, kjer je A povrsina

1 3 /4 1 37 /4 3712
A:f/ rzdwzfrg/ (14 sin2p)?dy = ﬂZO.
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Krozni tir je moZen pri pogoju U’ = 0, to je pri
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torej pri 1 = 3rg. Iskana energija je tako enaka
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Tocka pade v center sile pri energiji £ < Ejy, ¢e je levo od kroznega tira in ubezi v
neskoncnost ¢e je desno in je 0 < E < Ey. Za E > Fj tocka pade v center sile ali ubezi
v neskoné¢nost, odvisno od njene smeri gibanja. Pri E = Ej se pri gibanju proti r; tir
spiralno navija na krozni tir.

Postavimo os x v smer krajse stranice, os y pa v smer daljSe stranice pravokotnika.
Diagonala pravokotnika ima potem smer € = %(i’—i— 27). Iskani moment je potem

J =¢-J-e Vidimo, da moramo izracunati vztrajnostna momenta okrog osi x in y.
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a/2 a 20a*  a’*m
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Tako dobimo

2ma?
J = _’~ _':
BT
Enacba vrtenja vetrnice je
Jpe= N + Nye. (1)

Tu je € enotski vektor v smeri osi rotacije, N je navor upora zraka, Ny pa je navor
motorja. IzraCunati moramo navor upora. Telesni koordinatni sistem z bazo €;, i =
1,2, 3 izberemo tako, da je os €5 v smeri osi rotacije €. Potem je

Z\7:/Ad]\7=/Af><fdA:—[qfxuﬁdA:—u[AGX(cUx(f)dA.

Tu je A kvadrat, p koeficient v linearnem zakonu upora zraka, & = ¢¢€ pa vektor kotne
hitrosti. Izra¢unajmo
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Iz enacbe (1) potem sledi
Jp = —pJp+ No,

oziroma
Jw = —pJw 4+ Np.

Vetrnica se enakomerno vrti, ¢e je w = 0. Iskani navor motorja je potem
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kjer je wgo kotna hitrost enakomerne rotacije.



