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V dokumentu bomo obnovili znanje o grafih teh spoznali metematic¢na
bozi¢na drevesa.

1 Nekaj definicij v teoriji grafov

Poglejmo si najprej kaj je graf in nekaj splosnih definicij, ki jih bomo upora-
bljali v nadaljevnaju.

Definicija 1.1. Graf je mnozica vozlis¢ in povezav, kjer z V(G) oznacimo
mnozico vozlis¢ grafa G, z E(G) pa mnozico povezav. Povezave oznac¢ujemo
z zavitimi oklepaji.

Primer: povezavo med vozlisfem 1 in 2 zapiSemo kot {1, 2}.

Definicija 1.2. Ce med dvema vozliséema obstaja povezava, sta ti dve voz-
lisci sosednyji.

Definicija 1.3. Stopnja vozliséa u na grafu G ozna¢imo z degg(u), pove pa
nam Stevilo sosednjih vozlis¢ vozlisca wu.

Definicija 1.4. Graf je povezan, ¢e lahko najdemo tako zaporedje povezav
med poljubnima vozliS¢ema grafa, da se lahko sprehodimo od enega vozlisca
do drugega.

V nadaljevanju se bomo ukvarjali s povezanimi grafi.

Definicija 1.5. Razdalja d(u,v) je dolzina najkrajse poti med vozlis¢ema u
in v.

Isti graf lahko nariSemo na ve¢ nacinov. Zato recemo, da sta dva grafa
ekvivalentna, ¢e imata enako strukturo. Bolj specificno bi to zapisali z na-
slednjo definicijo:



Definicija 1.6. Grafa G in H sta ekvivalentna, ¢e obstaja taka bijekcija med
V(G) in V(H), da sta vozliséi u,v € V(G) sosednji natanko takrat, ko sta
sosednji vozliséi f(u), f(v) € V(H).

Sedaj si poglejmo Se nekaj vrst grafov.

Definicija 1.7. Graf C),,,n > 3 imenujemo cikel, Ce je
V(C,) ={1,2,...,n} mnozica vozlis¢,
E(C,) ={{1,2},{2,3},...,{n — 1,n},{n, 1}} pa mnozica povezav.

Definicija 1.8. Graf P,,n > 1 imenujemo pot z n vozlici, ¢e je
V(P,) ={1,2,...,n} mnozica vozlis¢,
E(P,) ={{1,2},{2,3},...,{n — 1,n}} pa mnoZica povezav.

Definicija 1.9. Graf G je drevo, ¢e med poljubnima dvema vozli§¢ema ob-
staja natanko ena pot.

Definicija 1.10. Vozlis¢e na drevesu s stopnjo 1 imenujemo list.

Definicija 1.11. Naj bo dano drevo, kjer eno izmed vozlis¢ ozna¢imo za
koren. Otroci nekega vozlis¢a so vsa sosednja vozlisca, ki tezijo stran od
korena. Ce ima vsako vozligée v tem drevesu najve¢ dva otroka, imenujemo
taka drevesa binarna drevesa.

Definicija 1.12. Zvezda je drevo, kjer je le eno vozlisée stopnje vec¢ od 1.
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Slika 1: Binarno drevo. Slika 2: Zvezda.



2 BoZi¢na drevesa

Sedaj bomo spoznali posebno vrsto dreves v matemati¢nem smislu in to so
boZicna drevesa.

Definicija 2.1. Drevo imenujemo bozi¢no drevo visine h > 2 z vejami dolZine
{li,lo, ..., In}, kKjer je 1 < [; < ;41 < hzavsak j € {1,2,...,h — 1}, Ce
zadoSca naslednjima pogojema:

(i) Obstaja pot dolzine h+1, ki tvori deblo. Vozlis¢e na enem koncu debla
ima stopnjo 3, vozlis¢e na drugem koncu stopnjo 1. Vozlisce stopnje 3
je prvo vozlis¢e debla. Ostala vozlis¢a v deblu nato po vrsti ozna¢imo
s Stevili 2, 3, ..., h + 1.

(ii) Za vsak i € {1,2,...,h} obstajata dve poti, imenovani veji. Veja ima
[; vozlisé, ki se za¢nejo pri t—tem vozli¢u debla in se koncajo pri listu.
Vozlis¢e debla ni vSteto zraven med [; vozlisc.
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Slika 3: Bozi¢no drevo visine 3.

Predlagamo, da si ogledate video za lazje razumevanje definicije. Lahko
pa nadaljujete z branjem in video pustite za konec.

Naloga 1. Razmisli, ali obstaja bozi¢no drevo viSine A > 2, ki ima same
razli¢ne dolzine vej.

2.1 Stevilo razli¢nih dreves

Bozi¢na drevesa bomo prestevali na dva razli¢na nacina, zato oznacimo:
N(h) = $tevilo razli¢nih boZi¢énih dreves visine h,
M(n) = stevilo razli¢nih bozi¢nih dreves z n vozliséi.

Prestevanje bozi¢nih dreves pri fiksni visini A je dokaj enostavno in gre s
pomocdjo naslednje formule:

-7

k=1



Dokaz. Naredili bomo kombinatori¢ni dokaz. Opazimo, da je Stevilo razli¢nih
bozi¢nih dreves viSine h enako Stevilu razli¢nih nacinov, s katerimi lahko
izberemo dolzine vej [y, 1y, ..., [;, ki zadoS¢ajo pogoju 1 < 1; < l;11 < h. Za
dolzino veje imamo h — 1 moznosti, torej imamo najve¢ h — 1 razli¢nih dozin
vej. Izberemo k dolzin izmed h — 1. Ko izberemo k dolzin, moramo izbrati

Se, na katerih mestih se bojo ¢leni zaporedja [y, [, ..., [, povecali. Povecali
se bojo na k — 1 mestih izmed h — 1 moznih. Sedaj seStejemo po k, kjer gre
k od vkljuéno 1 do vkljuéno h — 1 in dobimo zgornji izraz. O]

Naloga 2. Koliko je razli¢nih dreves visine 57

Velko bolj zapleteno je prestevanje bozi¢nih dreves, ¢e poznamo Stevilo
vozlis¢ n, iz katerih je drevo sestavljeno. Pri doloCenem stevilo vozlis¢ bo-
zi¢nih dreves sploh ni, kar se pri racunanju Stevila dreves pri fiksni visSini A
nikoli ne zgodi.

Za razmislek poskusite resiti nalogo 3, na predavanjih bomo skupaj po-
gledali 8e nekaj podobnih primerov. Ker za ra¢unanje M (n) ni konkretne
formule, bomo na uri razlozili le osnovno idejo.

Naloga 3. Koliko je razli¢nih dreves z natanko 11 vozlis¢i?
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