Domaca naloga iz Teorije mere
29. december 2021
Rok za oddajo je 16. 1. 2021. Veliko uspeha

Ime in priimek Vpisna Stevilka

1. naloga

Definirajmo
A={ECZ|VneN:2ne F < 2n+1€ E}.

a) Pokazi, da je A o-algebra na Z.
b) Katere od mnozic {0}, {1}, {1,2}, {1,2,3} in {2,4} so merljive?

c) Najbo funkcija f: Z — Z podana s predpisom f(n) = n—2. Katera od funkcij f, f~1: (Z, A) —

(Z,A) je merljiva?

2. naloga
Naj bo Bgr Borelova o-algebra realne osi in
w(E) =6 (E)+m (EN|[3,1]), E € Bg.
Za vsak n € N naj bo
= ViXppa] WO = VX[

a) Dokazi, da je u pozitivna konéna mera na Bg.
b) Za vsako od zaporedij {fn},cn 0 {gn} ey ugotovi, ¢e konvergira proti funkciji 0

i) skoraj povsod,

ii) po meri,

iii) skoraj enakomerno.

3. naloga
a) Dokazi:
Lzlnz > 1
3 1da: = —_—.
0o I — n=0 (3n+2)
b) Dokazi:

29</1xlnxd <1+7r?
100 = J, 3-17"= 1" 54




4. naloga
Naj bo f: [0,1] — [1,00) zvezna funkcija.

a) Dokazi, da je funkcija F', definirana s predpisom

F(z,y) = (f(y) — f(@))(In f(y) —In f(z)),

nenegativna funkcija na [0, 1] x [0, 1].

b) Utemelji, da Lebesgueov integral

Fd(m x m)

[0,1]x[0,1]
obstaja in je nenegativno Stevilo.

c) Dokazi, da velja

/01 f(z)dx /Ollnf(az)dx < /01 F(z)In f(z)da.

5. naloga

Naj bo m Lebesgueova mera na intervalu [0, 1], opremljenim z Lebesgueovo c-algebro L. Za
vsak o € C izberemo E, € L in definiramo

Aa(A) =am(ANE,), AelLl.
a) Dokazi, da je A\, kompleksna mera na L.

Naj bosta «, 8 € C.
b) Poisci potreben in zadosten pogoj, da sta meri A\, in Ag vzajemno singularni.

d(Xat+Xg)

c) Dokazi, da je mera A, + Ag absolutno zvezna glede na mero m in izracunaj T



