3. IZPIT 1Z MATEMATIKE V PRAKSI
Prakti¢na matematika VSS
6. september 2011

Vse resitve ustrezno utemeljite. Naloge so enakovredne. Profesor in asistent vam zelita veliko uspeha.

(1) Starsa ob rojstvu sina odpreta poseben rac¢un in naj polozita 10000 €. Namenjen je renti za
studentske dni. Mesecni obrok rente bo 500 €, prvega pa bo sin prejel ob svojem 19. rojstnem
dnevu.

(a) Koliko ¢asa bo prejemal rento?
(b) Koliko bo star, ko bo prejel zadnji obrok (koliko let in mesecev)?
(c¢) Koliko bo znasal zadnji obrok?

Letna obrestna mera je vseskozi 5 % z mese¢nim pripisom obresti, obrestovanje pa je kon-
formno.

Ker je obrestovanje konformno lahko kljub meseénemu pripisu obresti vsoto po 19 letih izra¢unamo
po formuli
10000 € - 1,05" = 25269,50 €.

Tedaj sin prejme prvi obrok b = 500 € in je stanje na racunu
ap = 25269,50 € — 500 € = 24769,50 €.
Nato se vsak mesec vsota obrestuje in izplaca en obrok. Tako je po enem mesecu
a; = agr — b,
kjer je r = /1,05 = 1,004074 faktor obrestovanja. Po drugem mesecu je
as = a;r — b = agr® — br — b,

in po n-tem mesecu

an:an,lr—b:aor"—br”’l—...—br—b:aor"—brn_l.
r—1
Zanima nas, za koliko ¢asa bo vsota zadoscala, torej kdaj bo racun prazen:
r* —1
O:CL(]T’n—br_l.
Ce oznacimo z = 1", je
b 500

T = 1,253

" b—ag(r—1) 500 — 24769,50 - 0,004074

log x

ogr — 55,44. Po 55 mesecih torej ostane Se nekaj na racunu, in sicer

inn=

o — 1 1,004074% — 1
= 2476950 € - 1,004074%° — 500 € - = = 221,78 €.
r—1 ’ ’ 0,004074 ’

ar5 = CL0T55 — b
To se obrestuje Se en mesec, tako da je zadnji obrok
s — AT = 221,78 €. 1,004074 = 222,68 €,

Zadnji obrok prejme po 56 mesecih, ko je star 23 let in 8 mesec, mesec prej pa prejme zadnji poln
obrok.



(2) Na sliki je narisana Cremona-Richmondova konfiguracija.
Debele pike predstavljajo tocke, daljice pa bloke.

(a) Utemelji, zakaj gre za kominatori¢no konfiguracijo.
(b) Katerega tipa je?
(c) Osteviléi tocke in zapisi vse bloke.
(¢) Koliko parov se ne sreca?

Na sliki smo ostevicili tocke. Potem imamo naslednje bloke:

By = {1,2,4}, By = {4,7,13},
B, = {1,11,14}, Bio = {5,6,8},
B; = {1,8,15}, By = {5,11,13},
By = {2,5,12}, Bis = {6,9,14},
Bs = {2,9,10}, Bis = {7,8,9},
Bs = {3,4,6}, By = {7,12,14},
B; = {3,10,11}, Bys = {9,13,15}.
Bs = {3,12,15},

Gre za kominatoriéno konfiguracijo, saj so izpolnjeni vsi trije pogoji:
e vsaka tocka je vsebovana v istem Stevilu blokov (v nasem primeru r = 3),
e vsak blok vsebuje enako stevilo tock (v nasem primeru k = 3),
e noben par tock ni hkrati v ve¢ kot enem bloku.

Stevilo tock je v = 15, blokov pa b = 15. Opravka imamo s konfiguracijo (153,153), oziroma na
kratko s simetri¢no konfiguracijo (153).

Stevilo parov, ki se ne sreca, nam da formula

v k 15 3\ 15-14
—(") = 1 = 15.3=105— 45 = 60.



(3) V dvoboju teniskih ekip s po petimi igralci se pomerita Latinska ekipa z igralci a, b, ¢, d, e in
Grska ekipa s tenisaci a, 3,7, 0,e. Vsak igra proti vsakemu (natanko enkrat). Dvoboj poteka
pet dni od ponedeljka do petka, igre pa sodi pet sodnikov @, @, @, @ in ®. Sestavi tak urnik
tekmovanj, da bo vsak dan na sporedu pet iger, da bo vsak igralec igral vsak dan natanko
eno igro, da bo vsak sodnik vsak dan sodil natanko eno igro in da bo vsak sodnik sodil
vsem igralcem natanko enkrat. (Na primeren nacin mora$ izpolniti spodnjo tabele. Nasvet:
ortogonalni latinski kvadrati.)

© @ ® @ ®
ponedeljek | (7,7) (7,7) (2,7) (7,7) (7,7)
torek () )y () ()
sreda )y () )y () ()
cetrtek | (7,7) (2,)7) (7)) (7)) (1,7)
petek (7)) (7)) (1) (7)) (7))

Nasa naloga je poiskati dva latinska kvadrata (to bo izpolnilo pogoj, da je vsak igralec po natanko
enkrat v vsaki vrstici in vsakem stolpcu), ki sta ortoganalna (na ta nacin se bo vsak par pojavil
natanko enkrat). Latinske kvadrate znamo skonstruirati z modularno aritmetiko. Vemo, da je L,(n)
latinski kvadrat, ¢e je a obrnljiv element v Z,, kar je res natanko tedaj, ko je stevilo a tuje stevilu
n. V nasem primeru je n = 5 prastevilo, tako da lahko vzamemo za a kateri koli nenicelen element
Zs. Nadalje vemo, da sta L,(n) in Ly(n) ortogonalna, ¢e je poleg a in b tudi |a — b| obrnljiv v Z,.
Za nas bosta torej dobra kakrsna koli razliéna nenicelna a in b. Lahko vzamemo kar

01 2 3 4 01 2 3 4
1 23 40 2 3 4 0 1
Li(5)=]2 3 4 0 1| in L(G)=|4 01 2 3
34 0 1 2 1 23 40
401 2 3 340 1 2

Ce v prvem zamenjamo po vrsti stevilke z igralci Latinske ekipe, v drugem pa Grske, dobimo en
mozen razpored

@ @ ® @ ®

ponedeljek | (a,a) (b,5) (¢yy) (d,9) (ese)
torek (by)  (¢,0) (de) (e,a) (a,f)
sreda (ce) (dy) (e,8) (ayy) (b,0)
cetrtek | (d,8) (e,y) (a,0) (be) (cx)
petek | (e,0) (ag) (ba) (¢08) (d)




(4) Koliksna je verjetnost, ih kovanca trikrat zapored pade grb? Vsaj kolikokrat
moramo vreci kovanec, da bo verjetnost takega niza vsaj

Ce je verjetnost, da poizkus uspe p in ga ponavljamo, potem smo z Uy, 0znacili verjetnost, da bo v
n ponovitvah poizkus uspel k-krat zapored. Z w, ;, = 1 — v, pa smo oznacili verjetost nasprotnega
dogodka (torej, da poizkus ne uspe k-krat zapored). Pokazali smo, da ¢e definiramo (za fiksen k)

w - . .
ay = ;n”“, potem za ta Stevila velja zveza

p _
ana =0p1+ ...+ Gp_g,

prvih £ clenov pa je

_ _ 1 _
ap =1, a1 =4, ..., ar1 = F=r-

Mi is¢emo v7 3, pri cemer je p = % Zato je
Ap = Qp—1+ Ap_2 + Gp_3

in
a():l, a1:2, a2:4.

Rac¢unamo napre;j:

a3 — 7, ay = 13, a5 — 24, g — 44, a7 = &1.

Potem je
Wrs = a7p’ = 81
7,3 = arp = 198

in A7
V7.3 wr 3 193 36,7 %

Verjetnost, da v sedmih metih kovanca trikrat zapored pade grb je torej 36,7 %.
Pri sedmih ponovitvah je verjetnost se pod 40 %. Naslednji ¢len je ag = 149. Potem je

e — anp® — 149
8,3 = Agp = _256
in 107
=1- = — =41 .
Ug,3 ws,3 256 3 %

Torej moramo kovanec vreci vsaj osemkrat.
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