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1. Podana je parcialna diferencialna enačba

uxx + 6uxy − 16uyy = 0.

a) Pretvori jo v kanonično obliko in poišči splošno rešitev.
b) Pokaži, da ne obstaja rešitev enačbe, ki bi zadoščala pogojema

u(x, 3x) = 0 in u(x,−2x) = 10x+ 1.

Rešitev: Ker δ = 25 > 0 je enačba hiperbolična. Ko rešimo enačbi

tx + 8ty = 0 insx − 2sy = 0,

dobimo spremenljivki t = 8x− y in s = 2x+ y. V njih rešimo

100uts = 0⇒ u = F (t) +G(s) = F (8x− y) +G(2x+ y).

Oglejmo si še začetne pogoje

u(x, 3x) = F (5x) +G(5x) = 0⇒ F (x) = −G(x),

u(x,−2x) = F (10x) +G(0) = F (10x)− F (0) = 10x+ 1.
Če v zadnjo enačbo vstavimo x = 0 dobimo 0 = 1, kar je protislovje.

2. a) Razvij funkcijo f(x) = x v vrsto sinusov na [0, π].
b) S separacijo spremenljivk poišči rešitev toplotne enačbe

ut − uxx = 0, 0 < x < π, t > 0,

pri pogojih u(0, t) = u(π, t) = 0 in u(x, 0) = x.
Rešitev: Najprej z metodo per partes izračunamo koeficiente
sinusnega razvoja

bn = 2
π

∫ π

0
x sin(nx)dx = 2(−1)n+1

n
.

Nato v enačbo vstavimo nastavek u = X(x)T (t). Dobimo

T ′

T
= X ′′

X
= µ ∈ R in X(0) = X(π) = 0.

Obravnavamo robni problem za funkcijo X v primerih, ko µ > 0,
µ = 0 in µ < 0. V prvih dveh primerih dobimo le X ≡ 0. V tretjem
primeru dobimo µ = −k2 in Xk = Ck sin(kx) za k ∈ N.



Pripadajočo funkcijo Tk poiščemo z reševanjem enačbe

T ′k = −k2Tk ⇒ Tk = Dke
−k2t.

Za Ek = CkDk se splošna rešitev enačbe glasi

u(x, t) =
∞∑
k=1

Ek sin(kx)e−k2t.

Ko upoštevamo še začetni pogoj dobimo

u(x, 0) =
∞∑
k=1

Ek sin(kx) = x⇒ Ek = bk.

3. Podana je nehomogena valovna enačba

utt − uxx = t, t > 0, x ∈ R.

a) Z D’Alembertovo formulo poišči njeno rešitev pri pogoju
u(x, 0) = ut(x, 0) = x2.

b) Določi limito limt→∞ u(x, t) pri pogoju

u(x, 0) = ut(x, 0) =
{
x, |x| ≤ 1
0, |x| > 1 .

Rešitev: Prepišimo podatke iz točke a) v stadndardne oznake: c = 1
in f(x) = g(x) = x2 in F (ζ, τ) = τ. Rešitev je vsota treh delov:

I = 1
2 [f(x+ ct) + f(x− ct)] = x2 + t2,

II = 1
2c

∫ x+ct

x−ct
g(s)ds = 2x2t+ t3/3,

III = 1
2c

∫ t

0
dτ
∫ x+c(t−τ)

x−c(t−τ)
τ = t3/6.

Podobno obravnavamo tudi točko b). Opazimo, da je

I = 1
2 [f(x+ ct) + f(x− ct)] = 0,

II = 1
2c

∫ x+ct

x−ct
g(s)ds = 1

2

∫ 1

−1
sds = 0,

ko gre t→∞. Ker je nehomogena rešitev ostane nespremenjena oz.
je III = t3/6, opazimo, da je limt→∞ u(x, t) =∞.



4. Podana je enačba

uxx + utt = 0, x ∈ R, t > 0.

S Fourierjevo transformacijo F (po spremenljivki x) poišči integralsko
rešitev pri pogoju u(x, 0) = e−x

2/2 in ut(x, 0) = 0.
Rešitev: Uvedemo U = F(u) in dobimo

(ix)2U + Utt = 0⇒ Utt = x2U ⇒ U = C(x)ext +D(x)e−xt.

Sedaj upoštevamo začetne pogoje dobimo

U(x, 0) = F(u)(x, 0) =
√

2πe−x2/2 = C(x) +D(x)

Ut(x, 0) = F(ut)(x, 0) = 0 = x(C(x)−D(x)).

Torej je

U =
√

2π
2 e−x

2/2(ext + e−xt) =
√

2πe−x2/2 cosh(xt)

oz.
u(x, t) = F−1(U)(x, t) = 1√

2π

∫ ∞
−∞

e−ixs−s
2/2 cosh(st)ds.


