Teorija mere: 1. kolokvij
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Cas pisanja je 120 minut. Mozno je doseci 110 tock. Vse odgovore dobro Sedez (3.05)
utemelji. Veliko uspehal

Ime in priimek Vpisna Stevilka

1. naloga (25 tock)

Naj bo (X, A, 1) merljiv prostor s pozitivno mero in naj bo {E, },en tako zaporedje mnozic v
A, da za m # n velja u(E, N E,,) = 0. Dokazi, da velja

w (U En) = ZN(En)

n=1
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2. naloga (35 tock)
Naj bo f: R — R Lipschitzova funkcija.

a) (15 tock) Dokazi, da f preslika mnozice z ni¢elno Lebesgueovo mero v mnozice z nic¢elno
Lebesgueovo mero.

b) (10 tock) Dokazi, da f preslika mnozice tipa F, v mnozice tipa F,.

c) (10 to¢k) Dodatna naloga: Dokazi, da f preslika Lebesgueovo merljive mnozice v Lebe-
sgueovo merljive mnozice.

Nasvet: Naj bo € > 0 poljuben. Vsako mnozico z nic¢elno Lebesgueovo mero na realni osi
lahko pokrijemo s Stevno druzino odprtih intervalov, katerih vsota dolzin je pod e.



3. naloga (25 tock)

Naj bo X neprazna mnozica in (Y, B;)icr druzina merljivih prostorov. Za vsak i € I naj bo
fi : X = Y; preslikava.

a) (8 tock) Dokazi, da obstaja najmanjsa o-algebra A na X, da so vse preslikave f; : (X, A) —
(Y, B;) merljive.

b) (5 tock) Ce je B; = o(F;), doloci generatorje o-algebre A.

c) (12 tock) Naj bo Y = R in B o-algebra vseh podmnozic v R, ki so bodisi stevne bodisi

je njihov komplement steven. Dolo¢i najmanjso o-algebro A na R, da je funkcija f : (R, A) —
(R, B), podana s predpisom f(z) = 22, merljiva. (Elemente druzine A zapisi eksplicitno).



4. naloga (25 tock)
Funkciji F,G : [0,00) — [0,00) sta podani s predpisoma
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Definirajmo 0° := 1.
a) (13 tock) Izracunaj F'(t) in G(t) za vsak t € [0, 00).
b) (6 tock) Ali je funkcija F' Borelovo merljiva na [0,00)? Ali je funkcija F' zvezna na [0, 00)?

c) (6 toek) Ali obstaja taka funkcija g € L([0,00),m), da za vse z,t > 0 in vse n € N velja

(1—|—1xt)” < g(x)?



