O virih nalog

Navdih za naloge smo ¢rpali iz razlicnih koncev. Poleg pisnih virov, nastetih na koncu, tu
omenimo Se pogovore s prof. Plestenjakom in vprasanja studentov na vajah. Ce v nadalje-
vanju ni drugace povedano, smo nalogo vzeli iz [I] ali [2].

1 Vaje 24. 2. 2017

Naloga 1. Naj bo A € R™*" m > n. Lastne pare AAT izrazi s singularnimi vektorji in
vrednostmi matrike A.

Resitev: ZapiSemo singularni razcep matrike A: A = UXV7T. Iz tega sledi, da je
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AAT

AAT je torej (ortogonalno) podobna diagonalni matriki z n diagonalnimi elementi (lastnimi
vrednostmi) \; = o7 in m — n diag. elementi (1. vr.) \; = 0. Iz zgornjega je tudi razvidno,
da so lastni vektorji matrike AA” kar stolpci U.

Opombe: Sledi, da lahko pri ra¢unanju na roke singularne vrednosti za matriko A najdemo
tako, da izracunamo lastne vrednosti ATA ali AAT (morda pridelamo oz. izgubimo nekaj
nicel). Podobno velja za singularne vektorje.

Naloga 2. Izra¢unaj singularni razcep za A = [3 0 4].

Resitev: Izracunamo lastne vrednosti za

9 0 12
ATA=10 0 0
12 0 16

in dobimo A; = 25 ter Ay 3 = 0. Prek racunanja ker(A” A — 257) oz. ker(AT A — 0I) dobimo
v1 = £[304)7 0z. v = £[40 — 3] ter vz = [0 1 0]. Izreki linearne algebre nam zagotavljajo,
da je v; L vy 3, medtem ko smo morali pri izbiri vs paziti, da bo vy L 3.

Ocitno mora biti U = [1], a smo to vseeno preverili z izra¢unom u; = %Avl.

Opombe: Iz prve naloge sledi, da bi lahko izracun zaceli tudi z AAT = [25]. Premislili
smo, da je v tem primeru lahko izracunati lastne vrednosti ter V', a imamo po drugi strani
vec dela z ortogonalizacijo vektorjev v matriki U.

Naloga 3. P ¢ C™™ je ortogonalni projektor, ¢e velja P = P? in P = PH. Dokazi, da
sta tocki



1. P je ort. projektor
2. Obstaja U € C™*" z ortogonalnimi stolpci, za katero velja P = UU#

ekvivalentni.
Resitev: Resitev je ista kot v [2].

Opombe: Opazili smo, da za smer 1 = 2 ne potrebujemo singularnega razcepa. Vemo
namrec, da je P identi¢ni operator, ¢e ga skré¢imo na im P, torej se ga da v bazi, ki je unija
baz za prostora im P in ker P, zapisati kot

I, 0
0 0’
pri ¢emer lahko bazo izberemo tako, da so vektorji v njej ortonormirani (P je normalna

matrika). Ce bazo zapiSemo bloéno v prehodno matriko kot B = [Bim Bkgr], dobimo
P = BBY,.

Naloga 4. Pokazi, da je za n < m in matriki A € R™*" ter B € R™*?, pri éemer je A
polnega ranga, minimum izraza

|AX — Bl
dosezen pri X = AT B.

Resitev: Najprej smo ugotovili, da ze znamo resiti nalogo za p = 1, saj je v tem primeru
|AX — B = ||[AX — B||,. Izpeljali smo, da velja X = (ATA)" AT B, ker je matrika A
polnega ranga. Nato smo opazili, da za splosen p velja

AX—B:[Axl—blez—bg Axp—bp],

kjer so x; in b; stolpci matrik X in B. Ker je
2 2
1AX = Bl = Y 1Az = bilf3

problem razpade na p problemov, ki jih Ze znamo resiti. Upostevamo edinost A" in dokazemo,
da matrika (AT A)71 AT zadosca zahtevam za AT.

Naloga 5. Dana sta matrika A € R™ " m > n, in njen singularni razcep A = UXVT.

Dokazi, tvorijo pari
v; . 0
+o;, L:Uj in 0, {uj} ,
kjer je 1 <7 <ninn < j < m, lastni sistem za matriko

0 AT
5=14 %)

Resitev: V B vstavimo A = UXV7? in preverimo, Az = \x za vse predlagane lastne pare
(A, z) iz navodila. Pri tem moramo biti toliko skrbni, da opazimo, da je ¥u; = 0 za j > n.
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[Od tu reseno 1. marca] Sedaj preverimo samo Se, da so dobljeni vektorji linearno neodvisni.
Predpostavimo, da je

i%’ LZZ] + i@nﬂ' {_Zj + i Ot L(‘)] =0
i=1

i=1 i=nt1 ¢

in dokazemo, da za vse koeficiente velja o = 0. To postane ocitno, ko zgornjo enacbo
nadomestimo z dvema ekvivalentnima (spodnjo in zgornjo) in upostevamo, da so v-ji in u-ji
linearno neodvisni.

Opombe: Neko¢ kasneje bomo spoznali, da matrika B igra pomembno vlogo pri na-
tanc¢nejSem racunanju singularnih vrednosti.

2 Vaje 1. 3. 2017

Naloga 1. Prevedi ra¢unanje singularnega razcepa za A € C™", m > n, na racunanje
singularnega razcepa, kjer uporabljas zgolj realno aritmetiko. Pokazi, da pri tem dobis dvojne
singularne vrednosti.

Resitev: Prva ideja: nekaj z A? A. Kar hitro smo jo zatrli, saj ima ta matrika res le realne
lastne vrednosti, ni pa nujno tudi sama realna. Oglej si npr. B¥ B za

o<[s

Naslednji poskus: A razdelimo na realni in imaginarni del: A = A; 4+ iA, in spet poskusimo
z A A. Nismo znali nadaljevati. Zatem smo wse (morebiti) kompleksne matrike v izrazu
A = UXVH razdelili na realni in imaginarni del:

Ay +iAy = (Uy + i) S (VT — V).
Iz zgornjega dobimo
Ay = U SV + ULV, in Ay = U,V — U SV,

kar lahko zapisemo kot
Al [0 Gl [2 o [VT] | ~ar
e il et

Zgornje nas spominja na singularni razcep neke matrike, pri cemer
e upamo, da je U ortogonalna matrika in
e moramo V Se dopolniti do ortogonalne matrike, tako da dodamo nov stolpec blokov.

Najprej izberemo novega kandidata za razsirjen V. Ideja:

~ Vi Vs
V‘{% —VJ’



saj je tako novi V enake oblike kot U. Preverimo, da je V ortogonalna matrika oz. da velja
VTV = 1. Ko izracunamo V'V in upostevamo VHV = (V1 4iV3)" (V1 +iV;) = I, to postane
o¢itno (enakost VVH = I ne pomaga). Sedaj je ocitno, da je tudi U ortogonalna.

Ugotovimo Se, da je
. \/2T _[—4,
s L] = [75)]

A —A
A A

Sedaj se spomnimo, da za poljubno matriko C' velja: ¢e so vektorji v; ortonormirani in so
tudi u; ortonormirani ter se dodatno velja C'v; = o;u;, potem ze imamo singularni razcep za
matriko C' (pri tem ni pomembno, ali je o; # 0). Preverimo torej, kaj je Av, kjer je © stolpec
matrike V. Ker velja UX = AV, imamo

torej je

TSy — { _i

s — ol ogu? oo+ ouul opud oaus - oply
- 1 2 n (_ 1) . 2) (_ n) )
o1uy  oous - opuy  op(—uy) o9(—uz) -+ op(—ul

torej je

ol v ol
) Uy —U —Uy

za 1 <1 < n, pri Cemer je viz i-ti stolpec matrike Vi (analogno za u212) Ugotovili smo
torej:

e stolpci V oz. U so desni oz. levi singularni vektorji za matrikoA,
e singularne vrednosti za A so dvojne singularne vrednosti matrike A.
Recept za izracun SVD za matriko A v realnem je torej lahko sledec:

1. Izracunamo singularni razcep za A in dobimo singularne vektorje ¥ in « za singularne
vrednosti o1 =09 > 03 =04 > -+ > Ogp—1 = Oy,

2. Definiramo matrike Uy o, ¥ in Vj o

e V] oz. V5 zgradimo po stolpcih iz zgornjih oz. spodnjih polovic vektorjev vy,

e U; oz. U, zgradimo po stolpcih iz zgornjih oz. spodnjih polovic vektorjev o,

3. Izracunamo U = U; +1Uy, V = V| 4+ V5, medtem ko ¥ dobimo tako, da damo na glavno
diagonalo stevila oy;.

Poigrali smo se z matriko in nekaj razlicic recepta (glej opombe) preizkusili tudi v praksi
z uporabo ukaza svd v Octavu (povsem isti postopek bi lahko izvedli v Matlabu).

Opombe: V receptu, kot smo ga definirali v resitvi, vedno upostevamo prvo enakost v (12).
Lahko bi tudi drugo in bi bil potem i-ti stolpec matrike V; nasprotni vektor spodnje polovice
vektorja vy, i-ti stolpec matrike V5, pa bi bila zgornja polovica vektorja vg;. Podobno za U .

Prav tako lahko pri kateri izmed vrednosti ¢ (ali pa pri vseh) zaénemo tudi z 0y;_1, torej
imamo v resnici eksponentno mnogo receptov.



3 Vaje 8. 3. 2017

Naloga 1. Preslikava ¢ : R™*" — R™™ zqurti matriko, npr.

Lo 9 4 3 2 1
2 6 10

Yl = 11| 8 7 6 5
18 12 12 11 10 9

Dokazi, da imata matriki A in ¢(A) iste singularne vrednosti.

Resitev: Najprej najdemo pravi predpis za ¢: ugotovimo, da jo je najlaze izvesti v dveh
korakih: element matrike A na mestu (7, j) najprej premaknemo na mesto (j,4), nato pa Se

a (j,m—1i+1). Sledi, da je ¢ kompozitum transponiranja in operacije, ki obrne vrstni red
stolpcev, kar lahko opiSemo z mnozenjem z matriko

z desne, tj. p(A) = AT B. Ugotovili smo, da nam singularni razcep A = UXV7T ne pomaga,
zato smo poskusili z definicijo singularnih vrednosti: to so lastne vrednosti matrike AT A.
Racunamo: ¢(A)Tp(A) = BTAATB. To nam ni bilo tako vie¢, zato smo izracunali Se
o(A)p(A)T = ATBBT A. Ker vemo, da je B ortogonalna, je ¢(A)p(A)T = AT A, s tem pa
je dokaz zakljucen.

Opombe: Opazimo lahko dvoje:

e tudi z izrazom ¢(A)T¢(A) = BT AAT B lahko pridemo skozi, ker iz njega sledi, da sta si
matriki ¢(A)Tp(A) in AAT podobni, torej imata iste lastne vrednosti,

e enako trditev lahko dokazemo za kompleksne matrike (smo pustili za domaco nalogo).

Naloga 2. Dani sta matriki A € C™" in B € C™**. Najdi resitev enache AX = B
po metodi totalnih najmanjsih kvadratov. Predpostavis lahko, da je matrika [A B] ranga
n + k in da resitev obstaja.

Resitev: Najprej smo se spomnili izpeljave s predavanj, ki nalogo resi za k = 1. Potem smo
poskusili slediti postopku. ZapiSemo singularni razcep matrike [A B] = UXV# in ozna¢imo
singularne vrednosti v matriki ¥ s 0;, 1 <1 < n+ k.

I5¢emo taki matriki A in B da bo norma H A B [A B] H najmanjsa, pri ¢emer zahte-
vamo, da so stolpci B v im A, kar nekoliko povréno zapisemo B € im A. Iz slednjega sledi,

da je rang matrike [A B] enak n.
Po drugi strani vemo, da bo najboljsi priblizek ranga n za [A B] matrika

n+k
[A B] = E oV, g oy
i=n+1 i<n



Na tem mestu opozorimo, da v splosnem ne moremo sklepati
rang [[1 B] =n = BeimA,
zato tu izkoristimo predpostavko o obstoju takega X, da je AX = B oz.

A B {f]} 0.

Ker je dimker [fl B} = k in zaradi ortogonalnosti vektorjev v; velja v; € ker [fl B] za
1 > n, je zadnjih k stolpcev matrike V' ravno baza jedra za C. 1z tega sledi

- v
A B[t ] = [4 B[ 1] 0. ®)
kjer je
_ |V Va
"= [Vzl VQJ

in je Vay € CH** spodnji del zadnjih k stolpcev matrike V. Enacbo pomnozimo z desne
z —V,,' (predpostavimo obstoj inverza) in konéno dobimo X = —Va Vi, '

Opombe: Opozorimo na razliko med problemom najmanjsih kvadratov in problem to-
talnimi najmanjsih kvadratov. Pri nalogi |4 na vajah [I| smo videli, da lahko matriko X, ki
minimizira ||[AX — B||, zgradimo stolpec po stolpec: X = [ATby--- ATb] tj. ¢e matriko
B razsirimo z dodatnim stolpcem, bo tudi X preprosto dobil dodatni stolpec. Pri totalnih
najmanjsih kvadratih ni tako.

Naloga 3. Demonstracija uporabnosti singularnega razcepa pri razpoznavanju slik.

Resitev: Ogledali smo si primer, kako je mogoce avtomatsko razpoznavati stevke. Imamo
¢rnobele slike stevk, ki jih predstavimo kot matrike (v tem konkretnem primeru dimenzij
16 x 16). Podatki so razdeljeni na u¢no mnozico (tu racunalniku povemo, katera stevka je
na dani sliki) in na testno mnozico (tu bo dani algoritem poskusil sam razpoznati stevko na
sliki).

Od sedaj naprej si slike = matrike predstavljamo kot dolge vektorje s; (dolzine 256).
Razdelimo jih v skupine glede na to, katero stevko predstavljajo, in potem vsako skupino
zlozimo v matriko

Ti=[s1 s5 -+ Syp)
za Stevke 0 <4 < 9. Z N(7) smo oznacili stevilo slik stevke i. Vsaka vrstica tabele podatkov
oz. matrike T; sedaj pripada nekemu pikslu na slikah in pove, kako se vrednosti na danem
pikslu spreminjajo med razlicnimi slikami iste Stevke.

Za vsak T; izratunamo singularni razcep T; = U;3;V;T in shranimo prvih k stolpcev
matrike U;, recimo temu UF. Ti pripadajo najpomembnejsim’ komponentam = pikslom
za dano Stevko. Zakaj so najpomembnejSe: naslednji¢ na vajah, ¢e ne bo to pokazano na
predavanjih.

Za dano testno sliko s € je rezultat mnozenja b;(s) = (UF)T's kar razvoj po prvih
k sing. vektorjih, saj je U; ortogonalna. Stevka i, pri kateri ima vektor b;(s), ki ima najvecjo
normo, je tista, pri kateri se testna slika s najbolj prilega podprostoru, ki ga razpenjajo
pomembne komponente za i.

R256><1



Seveda je to zgolj dobra motivacija - videli smo, da tak na¢in razpoznavanja ni popoln.

Opombe: Videli smo, da obstajajo tudi drugi nacini razpoznavanja stevk. Izracunamo
lahko povprecne slike 5; = Z;V:(? 3; Nato si izberemo poljubno normo in preverimo, kate-

remu povprecju je dana testna slika s najblizje.

Tretja moznost, ki smo jo spoznali, je bil algoritem najblizjega soseda. Za razliko od
zgornjega pristopa smo tu nasli sliko s%, za katero velja ||3 — s{,” = min, ; Hs — 33'. | in nato
sliko s razglasili za sliko stevke [.

4 Vaje 15. 3. 2017

Naloga 1. Oglejmo si minimizacijski problem, ki je posplogitev regularizacije Tihonova.
Za dana matriko A € R™*"™ m > n, in vektor b € R™ is¢emo

min [[ Az — 0|2 + o? || L.
X

Ce je L obrnljiva matrika, prevedi resevanje posplosenega problema na standardnega.

Resitev: Nalogo smo resili po nekoliko daljsi poti, saj smo opazovali normo vektorja
Ax —b
aLr |’

Na koncu smo ugotovili, da je laze vpeljati y = Lz, kar nam problem takoj prevede na
iskanje minimuma za

|AL Yy = b|[; +a? lyl5 .

kar ni pa ni¢ drugega kot regularizacija Tihonova za matriko AL~

Naloga 2. (Vir navdiha: [3]) Za dani vektor znanih funkcijskih vrednosti y smo nekaj
vrednosti pozabili. Na sliki[l|vidimo primer za sinus na intervalu [0, 7]. Denimo, da poznamo

15F

0.5F o o

0 0.5 1 15 2 25 3

Slika 1: Manjkajoce vrednosti za sinus.

Ny, prvih in Np zadnjih vrednosti, vmesnih Ny, nam pa manjka. Ce vse vrednosti (tudi
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iskane) zlozimo v vektor y, lahko izgubo vmesnih vrednosti simuliramo s primerno matriko
A, za katero je

n YL
Yp

Izkaze se, da za primerne izbire matrike L, lahko dobimo resitve
. 2 2
myln|!Ay—b!|2+a§ [Lyll5 (5)

z zanimivimi geometrijskimi lastnostmi. Obravnavajmo L € {Lg, L1, Lo}, kjer je
1 -1 1 1 -2 1
Ly = , L= in Ly = Lo
1 -1 1 1 -2 1
Ce postavimo n = Ny + Np + Ny, je vsaka od matrik L; torej dimenzij (n — 1) x n. Resi:
a) Najdi primerno matriko A, ki bo zadoscala ({4)).

b) Denimo, da so tocke z;, v katerih poznamo/zelimo poznati vrednosti f(z;), ekvidistantne.
Dokazi, da za resitev y problema () velja:

i) ¢e je L = Ly, potem je yps nicelni vektor,

ii) ce je L = Ly, potem predstavlja y; linearno interpolacijo med zadnjo vrednostjo yy,
in prvo vrednostjo yp (glej sliko [2),

iii) ¢e je L = Lo, potem predstavlja yy, kvadratno interpolacijo med zadnjima dvema
vrednostma y;, in prvima dvema vrednostma yp, ¢e taka interpolacija obstaja (kva-
dratni polinom je dolocen Ze s tremi tockami).

Dokazi, da zgornje tri tocke veljajo neodvisno od izbire parametra a.

150 O ylevo, yDesno
’ O yManjka

o
°0o
o
o
9] )
i)
SiNe}

05f o o

o o

o o
o o
ob q

-0.5-

0 0‘.5 Z‘I. 1‘.5 ‘2 2‘.5 é
Slika 2: Resitev v primeru, ko smo izbrali L = L.

Resitev: Matriko A sestavimo po blokih in definiramo



Iy, 0 0
A_{o 0 INJ’ (6)

kjer je I identi¢na matrike razseznosti k X k. Za reSitev drugega dela naloge si za zacetek
natancneje oglejmo normo vektorja

Ay* —b

{ aly’ } ’

kjer smo z y* oznacili resitev za . Iz definicije @ matrike A je razvidno, da y,; vpliva
zgolj na clene vektorja, ki jih porodi alLy. Iz tega tudi sledi, da je veljavnost tock i-iii
neodvisna od parametra «. Dokazali jih bomo tako, da privzamemo, da dela resitve y; in
Yy, Ze poznamo, poiskati pa moramo Se y3,, za katerega velja

v 1,
Yo |l Yo |l

Videli bomo, da tak yj;, zadoS¢a pogojem pri i-iii. Obravnavajmo sedaj vse tri primere
L=L;,0>i>2.
Ce je L = Lg, potem je Ly =y in bo

2

1,
min || L [ya | || = lyzlls + lyb 3 + min [|yall3 .
YM « YM

yD 2

torej je y3; = 0 in tocka i) je dokazana.
Ce je L = L, potem je

—Yo + Y1

yz —Y1 + Yo
Liyu| = : &, (7)
Yp —YNy—1 t YNy

YNy + YNpyr+1 | )

pri cemer smo j-to komponento vektorja yas oznacili z y;, 1 < 5 < Nys. Z yo in yn,, 41 SO po
vrsti oznacili zadnjo komponento vektorja y; in prvo komponento vektorja y7,. Opazimo, da
yar vpliva le na komponente vektorja , oznacene z &. Vpeljimo stevila 3; = —y,;_1 +y; in
jih zlozimo v vektor . Najti moramo torej y},, pri katerem je dosezen ming ||3]|. Opazimo,

da velja
Na+1

D B =y~ =c
j=1

za neko konstanto ¢, ki je neodvisna od y,,. Zgornje je tudi edini pogoj, ki mu mora neki 3
zadoscati, da lahko iz njega potem dobimo ustrezno resitev y,;. Ce vpeljemo 1 kot vektor
samih enic, velja

(1,8) < Bl



torej smo nasli spodnjo mejo za ||3||. Dosezena bo takrat, ko bo § vzporeden z 1, tj. ko
bodo vsa Stevila 3; enaka. To pa pomeni, da so prirastki y; — y;—1 enaki. Ker so tocke
ekvidistante, je stvar dokazana.

Ce je L = Ly, postopamo podobno.

Opombe: Vse skupaj se da posplositi tudi na matrike L;, ¢ > 2. Spomniti se moramo samo
formul za numeri¢ne ocene odvodov v ekvidistantnih tockah. Matriki L; in L, namrec¢ po
vrsti ustrezata priblizku za prvi in drugi odvod, ¢e ju izracunamo kot

Flxy) = f(z;) —hf(xj—l) i f(z) = f(xj1) — 2f}§fj) + f(:pjﬂ)'

Se nadaljnje posplogitve najdemo v [3].

Naloga 3. Nekaterim tockam T;, 1 < i < n, smo koordinate izmerili zelo natané¢no,
nekaterim pa malo manj. Tocke prve skupine, recimo jim fiksne, naj imajo indekse i < np,
tocke druge skupine pa np < ¢ < n. Poleg koordinat smo izmerili Se nekatere razdalje
di; = ||T; — Tjl|,, pri ¢emer lahko predpostavimo, da vsaj ena od tock T; in 7} pripada
drugi skupini. Ker razdalje morda niso natancne in smo jih izmerili preve¢ (polozaj tocke
bo natanko dolocen Se s tremi), bi radi tocke druge skupine razporedili tako, da se bodo
izmerjene razdalje ¢imbolj prilegale izracunanim.
Resi predolocen sistem razporejanja tock po metodi posplosenih najmanjsih kvadratov.

Resitev: Naj bo I mnozica vseh parov (i, 7), za katere je znana razdalja d;;. Definiramo
funkcijo F : R2»—mr) — RHI ki za argument sprejme vektorja - in y-koordinat premi¢nih
tock (x in y) in vine F(x,y) = (fi;(x,Y))u el kier je

fij(w,y) = (xz - xj)Q + (yi - yj)2 - dzzg

I¢emo tiste koordinate a* in y*, pri katerih je dosezen min,, ||F(x,y)||. Nalogo resimo
z Gauss-Newtonovo iteracijo, torej si izberemo zacetni priblizek wg = (29, yo) in na k-tem
koraku minimiziramo

[ F(wy) + Jr(wi) Awgl]

kjer je Jp(w) Jacobijeva matrika funkcije F' tocki w. Izra¢unamo jo dokaj preprosto, saj je
dovolj poznati tiste od odvodov

fy  Ofiy  0fy i 0fij
dx;”  Ox;’ Oy’ y;’

pri katerih je i@ > np in 7 > np. Zgornje odvode je lahko izracunati. Naslednji priblizek
dobimo po pravilu

Wg1 = —J}r(wk)F(wk)

Opombe: Nalogo smo s pomocjo Octava resili v primeru, ko so fiksne tocke razporejene v
pravilni npg-kotnik, premicne tocke pa leze v njegovi notranjosti.

Naloga 4. Pokazi, da za poljubno A € C" " obstajata semipozitivno definitna (spd)
matrika P ter unitarna matrika ), za kateri velja A = UP. Dodatno pokazi, da je tak
razcep enolicen v primeru, ko je A obrnljiva.
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Pomagaj si z zvezo A = ULV H.

Resitev: Najprej poskusimo najti iskani P. Ker je matrika > edina, za katero vemo, da je
spd, poskusamo najti njej podobno, saj bo imela iste lastne vrednosti. Iz razcepa A = UXVH
sledi, da je naravni kandidat P = VXV torej mora biti Q = UVH. Hitro preverimo, da
je to iskani razcep. Ce je A obrnljiv, je obrnljiva tudi A”A. Denimo, da smo nagli razcepa
A= Q;P; zai € {1,2}. Iz unitarnosti Q; sledi, da je

AP A = P2 = P2

Tu se spomnimo na Algebro 1 in dejstvo, da je kvadratno korenjenje dobro definirana funkcija
za spd matrike. Res: P? in P imata iste lastne podprostore in sta preko iste (unitarne)
podobnostne transformacije W podobna neki diagonalni matriki. Ce je torej P? = WAWH,
potem mora biti P = Wv/AW¥, kjer so na diagonali matrike v/A (pozitivni) koreni lastnih
vrednosti matrike P2,

Sledi torej, da je P, = P». Ker sta to obrnljivi matriki, velja se U1 P, = Uy Py = Uy = Us.

5 Vaje 22. 3. 2017

Ce ni drugace omenjeno, bo do nadaljnjega matrika A € C™". Definirajmo tudi spekter
o(A) matrike A kot mnozico vseh lastnih vrednosti matrike A.

Naloga 1. Dokazi, da v primeru, ko je A veckratna lastna vrednost matrike A, vedno
obstajata levi lastni vektor y in desni lastni vektor z, ki sta pravokotna.

Resitev: Loc¢imo dva primera. Denimo najprej, da je dimker(A — AI) > 1. Izberimo si
neki desni lastni vektor x. Ker je dimenzija levega lastnega podprostora za A vsaj dva in je
dim{z}+ =n — 1, je presek teh dveh prostorov netrivialen, zato si lahko izberemo neki levi
lastni vektor y # 0 iz tega preseka. Torej je y7x = 0.

V primeru, ko je dimker(A — AI) = 1, moramo postopati drugace. Zapisemo A v Jor-
danovi bazi, tj. A = SJS™!, kjer so stolpci S desni lastni in korenski vektorji matrike A.
Brez skode privzamemo, da lastni vrednosti A pripada prva kletka v J, in njeno dimenzijo
ozna¢imo s k. 7 y oznaéimo k-to vrstico matrike S~!. Hitro preverimo, da je yA = \y, pri
¢emer Ze med izracunom opazimo yx = 0. Velja torej, da je stolpec y levi lastni vektor za
A, ki je pravokoten na .

Opombe: Ker je obcutljivost enostavne lastne vrednosti definirana kot 1/y"z, kjer sta x
in y pripadajo¢a normirana lastna vektorja (desni in levi), sledi, da je res smiselno definirati
obcutljivost veckratne lastne vrednosti kot oo.

Naloga 2. Dokazi Gersgorinov izrek, ki pravi, da lastne vrednosti matrike A leze v uniji
zaprtih krogov U, K, kjer je sredisce kroga K; v a;;, njegov polmer pa r; = 3., |aj;|.

Resitev: Izberimo si neko lastno vrednost A in pripadajoc lastni vektor . Enakost Ax = A\x
zapisemo po komponentah. Za vsak ¢ tako velja

n
()\ — a”)xz = Z G,jil‘j.
7j=1
J#1
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Radi bi osamili izraz A — a; na levi, tj. delili z x;. To smemo storiti, ¢e izberemo tisti 7, za
katerega je |z;| = max; |z;| = ||z]| . Sledi

L
D w2 <D sl
iz T

i#l
torej je A za najvec r; oddaljena od sredisca kroga K7, s ¢imer je stvar dokazana.

|)\ — (Z[[’ =

Ly Z
— S |aj[’ =Tr,
Ty

i#1

Naloga 3. 7 uporabo Gersgorinovega izreka podaj oceno za obmodje, v katerem lezi
spekter matrike

10 4 1
A=1|1 10 1/2
3/2 =3 20

Dodatno najdi optimalno diagonalno matriko

pri kateri dobis najnatancnejSo oceno za tretjo lastno vrednost. Pri tem lahko uporabis
razlicico izreka iz naloge [2|

Resitev: Upostevamo, da lahko Gersgorinov izrek uporabimo tako za A kot AT, tj. po
vrsticah in po stolpcih. Pri drugem delu upostevamo, da je o(A) = o(QAQ ™). Resitev je
tako ista kot v [2]. Dodajmo pa 8e, da je o(A) = {8,12,20}.

Opombe: Pri delu naloge s @ je treba biti previdnejsi, kot se zdi. Kot smo videli, so

Za optimalni £ > 0 tako ne smemo takoj vzeti kar £ = a, saj se takrat krog, v katerem je
A3, ravno stakne s preostalima dvema. Dokazati je treba Se: ¢e je |A3 — as3| < ropr + € za
vse € > 0, potem je tudi [Nz — ass| < ropr. (Vpeljali smo aszz = (QAQ1)s3.)

Naloga 4. Moénejsa razlicica Gers. izreka pove naslednje: v vsaki povezani komponenti
unije krogov iz naloge [2] je natanko toliko lastnih vrednosti, kolikor krogov jo tvori.

Resitev: Ideja resitve temelji na [2]. Opazujemo matriko
M@#)=(1—-t)D+tA

za t € [0,1], kjer je D diagonala matrike A. Lastne vrednosti matrike M (t) ozna¢imo z
Aj(t). Slednje se spreminjajo zvezno s t, saj so nicle karakteristicnega polinoma matrike
M, katerega koeficienti se zvezni v t. Hitro se vidi, da je K;(t) krog s sredis¢em v a;; ter
polmerom t¢r;, kjer je r; polmer kroga K;(1), tj. i-tega kroga za matriko A, zato je
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Izrek dokazemo, ce pokazemo, da je v vsaki komponenti vsaj toliko lastnih vrednosti,
kolikor krogov jo tvori. Prav tako lahko dokazemo izrek za poljubno unijo komponent, ne le
eno.

Izberimo si torej k krogov K;(1), i € I, ki so disjunktni s preostalimi, tj. k& = |I|, mnozici
Uy (t) = Uier KG(t) in Us(t) = UgrK;(t) pa sta disjunktni pri ¢ = 1 in zato pri vseh ¢ zaradi
(*x). Za vsako lastno vrednost \;(¢) definiramo

fi(t) = max tr; — [A;(t) — ail,
torej imamo f;(t) > 0 < \;(t) € Uy(t). Radi bi dokazali, da obstaja k lastnih vrednosti
A;(1), za katere je f;(1) > 0. To bomo storili za vse ¢ € [0, 1].

Za t = 0 take lastne vrednosti obstajajo, njihovi indeksi so kar elementi mnozice I, saj
je K;(0) = {ays} = {\(0)}. Definirajmo se F(t) = minje; f;(t). Ce je F(t) < 0, to pomeni,
da je neka lastna vrednost, ki je bila v U (0), usla v Us(t).

Zadosca dokazati, da je F' > 0 na vsem intervalu [0, 1]. Denimo, da to ne drzi za neki
t > 0. Naj bo ty najvedji tak t, za katerega velja, da je F(s) > 0 za vse s € [0,¢]. Tak ¢
obstaja, ker je F' zvezna funkcija, [0, 1] pa kompakten. Sledi ¢y € [0, 1), torej obstajata e > 0
in 5 € I, za katera je

to+e<1 in Vse€ (to,to+¢l]. fi(s) <O.
Torej na intervalu (to, to + €] velja tudi
d(Us(s), Ai(s)) = 0

in ker je Us(t) kompaktna, to pomeni \;(s) € Usa(s). Ker je razdalja d zvezna, lahko zato
sklepamo

sh\_% d(Us(s), Aj(s)) = 0 = d(Us(to), \;(t0)),

kar pa ne more veljati, saj je Uy (to) NUa(to) = 0 in \j(to) € Us(to).

Opombe:  Se moénejse razlicice Vsak krog K; vsebuje eno lastno vrednost ni mogoce
dokazati. Preprost primer za to je druzina matrik
0 a
=[]

kjer je a,b € R\{0} ter |a| # |b|. Ce je npr. |a| < |b], lahko hitro preverimo, da je

lal < |Av2| = V/]abl < 0],

torej krog Ky = K(0, |a]) ne vsebuje nobene lastne vrednosti.

6 Vaje 29. 3. 2017

Naloga 1. (Vir navdiha: vprasanje na vajah, zaradi katerega smo tudi dodali opombo pri

nalogil4)) z vaj o) Naj bodo A, B, C'in D neodvisne sluc¢ajne spremenljivke, vse porazdeljene

enakomerno zvezno na intervalu [0, 1]. Kaksna je verjetnost, da kateri izmed Gersgorinovih
krogov matrike

A B

v-le o)
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ne vsebuje nobene lastne vrednosti matrike M?

Resitev: Najprej izracunamo lastni vrednosti matrike M:

\ _(A+D)++/(A-D)?+4BC \ _ (A+D)—/(A-D)?+4BC
1= 5 In A = 5 .

Oznacimo Gersgorinova kroga s K7 = K(A, B) in Ky = K(D, C). Iskana verjetnost p je tako

enaka
p:P()\l¢K1/\>\2¢K1)+P()\1¢K2/\)\2¢K2):p1+p2

Ker A in D oz. B in C nastopata povsem simetricno, je ocitno, da je p; = po, torej je
p = 2p;. Racunanje p; prevedemo na
P11 = P()\1¢K1/\/\2§éK1)
= 1—P()\1€K1\//\2€K1)
= 1—-[P(\M € Kj)+ PN e Ky)—P(M € K1 A € Ky
=: 1 —(p3s+ps—Dps)

Poznati moramo torej pogoje A\; € K;. Preden jih izpeljemo, opozorimo, da sta obe lastni
vrednosti realni in da velja

|A—D| < /(A—D)2+4BC. (xx)
Oznac¢imo diskriminanto z d. Pogoj A € K; pomeni |A\; — A| < B, tore]

‘D—A+\/E) <2B,

kar je zaradi (#x) in |[D — A+ \/E’ = D — A+ +/d ekvivalentno
d< 2B+ (A—-D))> A 2B—(D—A)>0.

Iz tega po preoblikovanju prvega izraza (med drugim krajsamo z B, kar lahko storimo, saj
to ne bo vplivalo koné¢ni rezultat) dobimo

C+D<A+B AN 2B>D-— A. (1)

Pogoj Ay € K; prepiSemo v
D—A—Vd| <B.

Ker je |D — A —+V/d| = v/d— D + A, sta se vlogi A in D glede na prejsnji primer ravno
zamenjali, torej dobimo

C+A<D+B AN 2B>A-D. (e2)

Za pogoja A1 € Ky (d3) in Ay € Ky (&) opazimo, da sta taka kot &2, le da opravimo
zamenjavi A <> D in B <> C'. Dobimo torej

B+A<D+C AN 20>A-D (o3)

n

B+D<A+C A 20>D—A (&)
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S tem smo ponovno utemeljili dejstvo p; = ps, prav tako pa lahko iz & in & sklepamo
P3 = P4, saj sta pogoja povsem simetricna. Najti moramo torej Se, recimo, p3 in ps. Zacnimo
s p3. Na vajah se je naloga tu koncala, saj nismo dobili ideje, kako na hitro izracunati iskane
verjetnosti, prav tako pa se je poskus izracunati omengjene verjetnosti s pomocjo Mathematice
klavrno koncal, ko nismo odkrili, kje se je asistent zatipkal. Sledi popolna resitev.

Izkaze se, da se izplaca vpeljati U = D — A ter pogoj &; preoblikovati v

C+U<B AN 2B>U,

a moramo sedaj ugotoviti, kako je porazdeljena sl. spr. U. Vemo, da je U € [—1, 1], zato za
u s tega intervala za izracunamo

folw) = ~-P(U <u)

d
= —P(D< A
T (D < A+ u)

_d 1—1(1—-u)? ;u>0
du | 31+ u)? ;u <0

= 1—ul.

Preostale gostote so identi¢no enake 0. Ce je zadoséeno prvi neenakosti pri ey, potem je tudi
drugi, zato lahko drugo kar pozabimo. Sedaj lahko izracunamo p3. Integral po obmocju, ki
ga doloca &y, bomo razdelili na I; oz. I, kjer je U manjsa oz. vecja od ni¢. Dobimo

I = 71fU du(/ dc/ db+/ dc/ﬂdb)
- fU<> (u+/u<1—c—u>dc)

- OfU<u> w1 - ) (1) - (1 — ) du
s (et}

(14 u) (—u +1/2 - %UQ)

-1

I, = fU )du / de /
0 0 Oc+u

= / (1 —u)du (1—c—u)dc
0 0

1

8

I
OO|O~3\ |
_

Torej je ps = py = 1/2. Videti je, da je ps nekoliko teze izracunati, a pogoj de; A & lahko
zapisemo kot
C+|U<B A 2B>]|U|,

torej moramo izracunati gostoto za W = |U|. Tudi sedaj velja, da je, ¢e velja prvi pogoj,
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tudi drugi izpolnjen. Za w € [0, 1] velja

= dP (—w < U < w)

_ 4 / (1— |ul)d
kjer smo pri * upostevali simetricnost meja in fy;. Sedaj izracunamo

/01 fw (w)dw /Ol—w dc/ciw db
_ /01 Fov (w)dw /Ol_wu e~ w)de
_ 1

Il

1

Iskana verjetnost je torej enaka

2-1 1 1
p=2p1=2(1=2ps+ps) =2{1-—+7] =3

Opombe: Slepo racunanje ni vedno najboljsa pot. Ko enkrat pridemo do pogojev 234
in opazimo, da je d; posledica &y; 1, potem lahko takoj opazimo, da je p3 = 1/2, saj morata
biti dogodka C'+ D < A+ B in C' 4+ D > A + B enako verjetna.

Naloga 2. Dokazi naslednji posledici Gersgorinovega izreka:
o Al <Al

e Ce je A strogo diagonalno dominantna, tj. |a;| > > jil@ij| za vse i, potem je obrnljiva.

Resitev: Za prvi del zapisemo |A| — |a;| < |\ — ai;| < r; in pristejemo neenakosti |ay;],
medtem ko pri drugem upostevamo

|)\| = |)\ — ay; + &ii| 2 |CL“| — |)\ — aii| Z |6Lu| —T; > 0.
Opombe: Kot smo se spomnili, prva tocka velja za splosno matri¢no normo.

Naloga 3. Dokazi, da za QR-iteracijo brez premikov velja, da je

= Qle T Qk,le,le,Q te Ro-
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Resitev: Upostevaje zvezi Ay = QiR = Ri_1Qk_1, smo desno stran izraza v nekaj korakih
predelali v levo. Zacnemo s produktom )1 Rj_1, ki ga nadomestimo z A1 = Rr_oQr_o
in postopek ponavljamo.

Opombe: Nalogo je mogoce neposredno resiti tudi z indukcijo.

Naloga 4. Ce obdrzimo oznako 7; iz Gerigorinovega izreka, so Cassinijevi ovali Cj; za
matriko A definirani kot

Cij = {Z c C ’ ‘Z — aiin — Cljj‘ S 7“1‘7"]‘}.

DOk&Zi, da je O'(A) - Uijcij-

Resitev: Locili smo primera, ko ima lastni vektor = za izbrano l. vr. A\ zgolj eno nenicelno
komponento in ko ima vsaj dve. V prvem primeru smo pokazali, da je potem A enaka nekemu
diagonalnemu elementu matrike A, v drugem primeru pa smo (prav tako) sledili resitvi v

[2].

7 Vaje 5. 4. 2017

Naloga 1. Izpelji ucinkovit algoritem za prevedbo simetri¢ne matrike A € R™ " na njej
podobno Hessenbergovo = tridiagonalno matriko. Podobnostna transformacija naj temelji
na Householderjevih zrcaljenjih.

Resitev: Najprej smo se spomnili, da je matrika, ki pripada (Householderjevemu), ortogo-
nalna in oblike H,, = I — a,ww’ za neki vektor w in o, = 2/w?w. O¢itno je tudi H,, = HZ;
S predavanj vemo, da bodo podobnostne transformacije, ki jih uporabljamo, oblike

— [ 0
A= [5 )

kjer je I, identicna matrika reda k. Izhajamo iz psevdokode za splosno matriko A, pri ¢emer
v vrstici [] Zze upostevamo simetricnost A.

Algoritem 1 Hessenberg(A)
1: fori=1,2,...,n—2do

2:  doloci w iz Ali +1: n,i] hitro
3y 2 wlw hitro
40 Ali+1:n,i] + HyAli+1:n,1] hitro
5 Ali+1:n,i+1:n]« H,Ali +1:n,i+1:n]H, (le spodnji trikotnik) pocasi

V vsaki ponovitvi zanke koraki v vrsticah skupaj zahtevajo le O(n — i) ¢asa, zato
jih izvedemo hitro. Vrstica [5| zahteva O((n — 7)?) ¢asa, zato lahko pri nadaljnji obravnavi
optimiziramo le slednjo, saj se kvadratne ¢asovne zahtevnosti nikakor ne moremo znebiti,
ker je treba posodobiti O((n — 7)?) vrednosti. Oznac¢imo B; = A[i +1:n,i+1:n).

Ker je A simetricna matrika, morda pridemo na misel, bi privarc¢evali polovico korakov
tako, da
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e bi izracunali le spodnji trikotnik matrike H,B; in
e iz tega izracunali spodnji trikotnik H,,B;H,,.

Zal ga je tu asistent polomil, saj H,,B; ni simetri¢na! Se enkrat tu opomnimo, da za simetri¢ni
matriki X in Y velja, da je tudi XY simetri¢na, natanko tedaj, ko X in Y komutirata, saj
je

XYV =XTyT =YX,

(Hitra ”"utemeljitev” simetri¢nosti H,, B; iz rokava, s katero so bili studentje speljani na tanek
led, ni bila vredna piskavega oreha, ker je v resnici pokazala le, da je (H,z)T = 2T H,, (z je
to eden od stolpcev/transponiranih vrstic sim. matrike B;), kar tako ali tako velja.)

Za ucinkovitejsi izracun v vrstici [5| imamo dve moznosti: lahko izpeljemo, kaksni so
posodobljeni elementi podmatrike B;, Se uc¢inkovitejsi je pa naslednji racunski trik, vzet iz
[8]. Vpeljimo vektorja

T
p:%Biw in r=p-— p
whw

w.
wTw

Upostevaje definicijo H,, in simetricnost B; se lahko z neposrednim ra¢unom prepri¢camo, da
velja
H,B;H, = B; — (wr” + rw"). (8)

Prestejmo korake. Da bi dobili B;w, moramo izra¢unati (n — i) skalarnih produktov, torej
opravimo skupaj 2(n —i)* + O(1) operacij (s simetri¢nostjo B; si tu ne moremo pomagati).
Da bi dobili vektorja p in r v celoti, potrebujemo se O(n — i) korakov, kar se ne bo poznalo
pri vodilnem ¢lenu v ¢asovni zahtevnosti.

Matrika wr” + rw? je simetri¢na, torej je dovolj izracunati spodnji trikotnik (vkljuéno z
diagonalo) in ga odsteti od spodnjega trikotnika B. To opravimo v

(n—1i)(n—i+1)

. 2 o
- 5 /(1+ 1+1+1 )=2(n—19)°+0O(n—1)

~~ mnozenji in seStevanje
§t. ¢lenov

korakih. Skupaj torej za H,,BH, potrebujemo priblizno 4(n — 7)? korakov. Ko to sestejmo
po vseh iteracijah, dobimo

stevilo korakov ~ 4(n —i)?

kjer smo dvakrat zanemarili ¢lene nizjega reda in upostevali, da k vodilnemu ¢lenu prispeva
le racunanje H,,BH,,. Relacija ~ med zaporedjema a in b je definirana kot a ~ b natanko
tedaj, ko je lim, . a,/b, = 1.

Opombe: Spomnimo se, da potrebujemo za prevedbo na Hessenbergovo obliko v splosnem
10n3/3, tj. vec kot dvakrat vec operacij.
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8 Vaje 12. 4. 2017

Naloga 1. Dana je simetricna matrika A € R3*3 z lastnimi vrednostmi A\; > Ay > \s.
Pod kaksnim kotom se sekata kroznici, dolo¢eni z enacbama p(z, A) = Ay in ||z||, = 17 Kdaj
sta pravokotni? Z p smo oznacili Rayleighov koeficient.

Resitev: Resitev za prvi del je enaka kot v [2]. Dobimo

20 — (A1 + A3)
A1 — A3 '

Torej bosta kroznici pravokotni takrat, ko A; tvorijo aritmeti¢no zaporedje.

cos p =

Opombe: V to, da sta resitev danih enacb res dve kroznici, se lahko prepricamo tako,
da resitev zavrtimo okoli osi y (v lastni bazi matrike A), tako da bo parametrizacija resitve
r(t) = (t,£v1 —2,0). Kroznicama pripadata razliéni rotaciji.

S pomocjo Matlaba smo se prepricali Se, da v primeru, ko prvo enacbo nadomestimo s
splosnejso p(x, A) = ¢, ¢ € [A3, A1], krivulji, ki ju dobimo, nista ravninski niti se ne sekata.
Pri ¢ € {\;, A3} sta resitev zgolj tocki.

Naloga 2. S pomoéjo Matlabovega programa, ki ga je prispeval prof. Plestenjak, razisci,
h kateri od lastnih vrednosti simetricne 3 x 3 matrike skonvergiramo z Rayleighovo iteracijo,
¢e vzamemo neki vektor z enotske sfere.

Resitev: Opazili smo, da dobimo kar zanimive slike. V primeru, ko imamo lastne vrednosti
o(A) = {-2,0,100} dobimo podobo s slike [3|

0.5

Rl ol o

-0.4

045
Slika 3: Lastna vrednost, h kateri konvergira x € S2.

Opombe: Ce skripta, s katerimi smo dobili sliko nekoliko popravimo, tako da popravimo

z-koordinate tock na az, a > 1, dobimo pri razlicnih spektrih ¢udovite ideje za pirhe.

Naloga 3. (Relativni Weylov izrek) Ce ima simetriéna matrika A lastne vrednosti A, >

Ay > --- > )\, in ima matrika XTAX, kjer je X obrnljiva, lastne vrednosti \; > --- > \,,,
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potem za vse 1 velja

[N =N <IN ]| XTX -1,

Resitev: Problem poskusamo prevesti na Ze znani izrek, ki pravi, da za matriko A kot
zgoraj in simetricno matriko A + E z lastnimi vrednostmi \; velja

[ A=A < B, (9)

Prva izbira so bile X7 AX, A in motnja \;(X? X — I), vendar nismo znali nadaljevati. Zato
smo levo stran neenakosti, ki jo skusamo dokazati, interpretirali kot [(A; — A;) — 0.

Ocitno je i-ta lastna vrednost matrike X7 AX — ;T enaka \;—\; (x*). Ta izraz dopolnimo
tako, da bomo vkljucili Se starega kandidata za motnjo:

XTAX — NI = XTAX — N+ 0(XTX - XTX)
= XT(A-MNDX+MXTX —1)
= A+E

Matrika A = XT(A — A\)X ima po Sylvestrovem izreku i-to lastno vrednost enako 0.
Upostevamo (k) ter vstavimo A in E' v @)

Naloga 4. Naj bo T simetri¢na matrika. Spomnimo se, kako poteka QR-iteracija.

Algoritem 2 QR-iteracija(T)
1. T, < T
2: for k=0,1,... do
3: T, — opd QkRk
4 Tpaq  RpQr + ol

Dokazi, da velja
a) Ty = ULTUy,
b) (T — ool )(T —o11) - (T — oxl) = UgSy,
kjer je
U, =QoQ1 - Qr n Sp=RyRp 1 Ro.

Resitev: Ker je Rk = Qg(Tk — O'kI), je Tk+1 = Qg(Tk — O'kI)Qk + O‘k] = QngQk To
ponavljamo, dokler ne pridemo do

Tk+1 = Qf@f—l T QETUQOQI e Qk’

S tem smo dokazali a). Primer b) smo najprej poskusali resiti brez indukcije in skusali
njegovo levo stran preoblikovati v desno, a smo nekje na sredi zaradi kompleksnosti izraza
obupali.
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Baza indukcije je za k£ = 0 o¢itno na trdnih temeljih, pri koraku £ — k41 pa upostevamo,
da matrike T' — 0,1 komutirajo (**). Rac¢unajmo.

(T—O’OI)"'(T—O'k+1]) = UkSk[T_Ok+1]]
J U Se[Ux Ty 1 UyF — o411
= UpSplUk(Qr1Rps1 + 0k+1[)UE — Op1]
UrSk[UkQpes1 Ri1 UYL
= [UpQpi1Ri1U Uk Sk

= Up41Skt1-

9 Vaje 19. 4. 2017

Naloga 1. Izvedi en korak Rayleighove iteracije z matriko

A1 0
0 A

in zacetnim priblizkom z = [c s]7, za katerega velja ||z, = 1. Predpostavi A; > Ay in pokazi,

da je konvergenca kubicna.
Resitev:  Najprej predpostavimo, da je |¢| > |s|. Tako kot v zgledu 7.2 v knjigi [1]
izracunamo premik o = 27 Az in nato normiramo regitev sistema (A — ol)y = 2. Dobimo

Z =

1 3 1 1
V& 15 {—} IRV EROCE [—<s/c>3] |

Vidimo, da velja s/¢ — 0 in to kubi¢no, kar pomeni, da zaporedje priblizkov konvergira

proti e;. V primeru |c| < |s| bi dobili konvergenco k es. Ce smo si po nerodnosti izbrali po
absolutni vrednosti enaka ¢ in s, potem konvergence ni.

Naloga 2. Napravi nekaj korakov bisekcije za matriko

A:

O =N

1
2
1

N = O

Resitev: Resitev naloge je enaka kot pri 22. nalogi v [2], le da smo zaceli z razpolavljanjem
intervala (— ||A]l, [|A]|]. Izbrali smo si |||, torej je zacetni interval enak (—4,4].

Naloga 3. Dokazi, da je vodilni ¢len ¢asovne zahtevnosti metode deli in vladaj (DiV) za
za simetri¢no tridiagonalno n x n matriko T' (glej algoritem [3] ki je tak kot 7.2 v [1]) enak
4
—n3.

3
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Pomagaj si s casovnimi zahtevnostmi, ki so ze podane.

Algoritem 3 DiV(T)

1. if A € R™! then

2: Q<+ 1
3: A A
4: else A,
_ 0 T
5:  razdeli A = 0 A, + b, vv
6: Ql, D1 < DlV(Al)
7 QQ, D2 — DIV(AQ)
8 iz Q12 in Dy izracunaj A’ = D + puu”
9:  izracunaj l. pare (A, Q') matrike A’ O(n?)
. Ql 0 / 3
10: Q<+ {0 0y Q n

11: return Q,A

Resitev: Najprej zapisemo rekurzivno enacbo za ¢asovno zahtevnost 7'(n) algoritma:
T(n) =2T(n/2) + O(n?) 4+ n?.
Po definiciji mnozice O(n?) obstaja ¢ > 0, za katero velja
T(n) < 2T(n/2) + cn® + n®.

Lahko izberemo dovolj velik ¢, da je tudi T'(1) = O(1) < ¢, torej lahko zapisemo

T(n) < en®+n*+2T(n/2)
< cn2+n3+2( (n/2)* + (n/2)* + 2T (n/4))
< en’+n’ 42 (n/?)2 (n/2)° +2(c(n/4)* + (n/4) )
2 —_— f—
San(Q) <4)+nc
k=0 k=0 nT (1)
1-1/4
4
Naloga 4. Najdi lastne vrednosti n x n matrike
- _
c a b
A, =
c a b
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ob privzetku, da je bc > 0.

Resitev:  Na predlog resevalca smo ubrali malo druga¢no pot, kot je zapisana v [2].
Zapisemo rekurzivno enacbo za D,, = det(A — AI). Z razvojem po prvi vrstici dobimo

Dn = ((l — )\)Dn—l - bCDn_Q. (10)

Posebej imamo D; = a—A\. Lahko definiramo Dy = 1, saj z uporabo ({10 za n = 2, preverimo,
da res dobimo Dy = (a — \)? — be. Sedaj lahko najdemo D,, z nastavkom D,, = u™. Dobimo
kvadratno enacho

p? —(a— N+ bc=0,

katere resitvi sta

(a—X\) £ +/(a— )%+ 4bc
H12 = 5 .

Ce vpeljemo cos ¢ = 2“\7;\? se zgornje poenostavi v

H12 = \/%(COS p+ising) = Vbe eFie
torej je ) | |
Dn = \/b_c (aezn@ +/Be—zn<p) (11)
za ustrezno izbrana «, § € C. Dobimo ju s pomocjo

Dy=1=a+ in Dlza—A:\/%<Oé€i¢+ﬁe_Z¢),

Ko resimo zgornji sistem, dobimo

1 i
N = = — 1]).
a=p 2<tan<,p+)

Ker je D,, € R, mora za lastno vrednost A veljati D,, = Re(D,,) = 0, torej velja

0= Vi (contug) + T,

tan(¢p)
torej je
0 = cos(n) + sin(ng) _ cos(ny) sin ¢ —|— sin(nep) cos(p) _ Sin((y? + 1))
tan(y) sin ¢ sin

Sledi, da je ¢ = kn/(n+ 1), k € Z. Lastne vrednosti so enake

k
AL = a + 2Vbccos T )
n—+1

Pri tem smo upostevali cos(f + m) = — cos(f) (in tako spremenili predznak pred cos). Sedaj
je le Se vprasanje, katerih n Stevil k je ustreznih. Za zacetek se lahko omejimo zgolj na Stevila
k€ {0,1,...,n,n+ 1}, saj s tem dobimo vse mozne vrednosti cos n’“—ﬁ Primer £ = 0 in

k = n+ 1 odpadeta, saj je v tem primeru sin ¢ = 0, torej ze sam nastavek ni primeren,
saj bi v tem primeru morali uporabiti D,, = (o + fn)uf, ker je g = po.

Opombe: V resitvi v [2] najdemo tudi lastne vektorje. Izkaze se, da v primeru, ko je
¢ € {0, 7}, pripadajoci neniceln lastni vektor ne obstaja.

Ce bi do determinante D,, prisli brez uporabe cos ¢, bi se, ko bi obravnavali vse primere,
videlo, da za lastno vrednost A vedno velja |a — A|/(2v/bc) < 1.
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10 Vaje 26. 4. 2017

Najprej smo do konca resili zadnjo nalogo s prejsnjih vaj. Sledile so sveze.

Naloga 1. Pri nalogi 4 na prejsnjih vajah smo privzeli be > 0. Dokazi, da je posplogitev
tega pogoja na b;c; > 0 za realno matriko

a; by
1 Q2 by

Cn—2 Qn-—1 bn—l
Cn—1 Qn,

zadostna, da dokazemo, da je o(A) C R. Namig: najdi tako matriko P, da je PAP™!
simetricna.

Resitev: Ce najdemo ustrezen P, pokazemo, da je matrika A podobna simetriéni matriki,
za take pa vemo, da imajo vse lastne vrednosti realne. Poskusimo s P = diag(p1, pa, ..., Pn)-
Matrika A = PAP™! je tridiagonalna. Oznac¢imo njene elemente z a;, b iné;. 7 neposrednim
racunom pridemo do zvez

A

7 ~1 A —1
a; =a; b; = pipi+1bi m ¢ =p; Pi+16
za vse smiselne 7. Ker je A simetricna, mora veljati lA)Z =¢;, 1 <1< n—1. Iz zadnjih dveh

med gornjimi enakostmi dobimo
[bi
Pit1 = Diy| —»
Gi

torej si lahko poljubno izberemo p; # 0, nato pa preostale p; rekurzivno izracunamo. Zaradi
predpostavke b;c; > 0 je tudi b;/¢; > 0, torej so stevila p; dobro definirana.

Naloga 2. Za karaketristicne polinome f; vodilnih podmatrik simetri¢ne tridiagonalne
matrike A € R™"™ oblike , kjer je b; = ¢;, velja rekurzivna zveza

firt(N) = (aipr — A) fi(A) = 7 fiia (N).

Odvajaj jo in ugotovi, koliko racunskih operacij je potrebnih za en korak tangentne in Le-
guerreove metode, s katerima bi poiskali lastne vrednosti matrike A.

Resitev: Radi bi nasli ni¢le polinoma f,,. Na k-tem koraku imamo priblizek ;. Pravili za
posodobitev sta

 fi()

Tr+1 = Tk

pri tangentni in

_ nfn(xk)
filer) £/ (n = DIf2(xk) — nfolae) ()]

pri Leguerroevi metodi. Radi bi torej rekurzivno izracunali se f! in f/. Odvajamo rekurzivno
zvezo in dobimo

Lh+1

Sl = (i = N ) = fih) =02 fL (V)
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ter
Fla ) = (@is = NN = 2£(0) = b L1 (V).

Stevila b? shranimo pred zacetkom iteracije. Na vsakem koraku shranimo $e ~ n Stevil
a;+1 — xg. Tako lahko potem fi(_{)l (x) izracunamo v 3 + j korakih iz Ze poznanih vrednosti.
Skupaj torej potrebujemo za izracun f,(xy) priblizno 3n, za f/ (xy) priblizno 4n in za f/(xy)
priblizno 5n korakov, potem ko smo jih porabili priblizno n za izra¢un vseh a;11 — x.

Pri tangentni metodi moramo izracunati f,,(xy) in f) (zx), torej izvedemo ~ n+3n+4n =
8n operacij. Pri Laguerreovi metodi potrebujemo Se f/(zy), torej izvedemo ~ 13n operacij.
Pri tem pazimo, da f,,(zx) in f/(zx) izrac¢unamo samo enkrat.

Naloga 3. (Vir navdiha: [9]) Do podobnih rezultatov, kot smo prisli pri resevanju lastnega
problema tridiagonalnih matrik, lahko pridemo pri pusci¢nih matrikah (ang. arrowhead ma-
triz). Te so oblike

ay &1
a2 C2
A= ,
Ap—1 Cp—1
b by e by d
kar zapiSemo blo¢no kot K
A ¢
A=l i)
kjer je A = diag(ay,...,apn_1), b = [b1,....bp1]T in ¢ = [c1,...,¢n1]". Resi naslednje

podnaloge:

a) Pokazi, da je

n—1
det A = dHCL, — szC,Ha,
J

i=1 ji

b) Dokazi, da velja:

e Ce je b; = 0, potem je (a;, e;) lastni par za matriko A,
e Ceje a; = aj za i # j, potem obstajata taka a, 5 € R, da je (a;, ce; + fe;) lastni par
za matriko A.

rekli ireducibilna.

c) Dokazi: e je A lastna vrednost ireducibilne pus¢. matrike A, potem je A # a; za vse
1<:<n—1.

d) Dokazi, da so lastne vrednosti ireducibilne matrike A enostavne in so resitve enacbe
f(z) =0, kjer je
n—1 b2
fla)=d—z=Yy —

i=1

a; — X
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Pokazi, da so pripadajoci lastni vektorji

Resitev: Tocko @ reSimo tako, da det A razvijemo po zadnjem stolpcu. RazpiSimo prvi
¢len razvoja.

C1
a9 Co n—1 n—1
(_l)n—lbl as C3 | — (—1)n_1b1(—1)n_261 H a; = —Clbl H Q;
- : Jj=1 J#1
J#1
ap—1 Cpn—1

Podobno bi dobili za preostale 2 < ¢ < n — 1, zadnji ¢len pa je ocitno enak de a;.

Pri tocki @ prvi del preverimo z neposrednim racunom: Ae; = a;¢;, ¢e je b = 0. V
drugem primeru je i-ta komponenta vektorja A(ae;+fe;) enaka aq;, j-ta je enaka fa; = Ba;,
n-ta pa ab; + Bb;. Ce zelimo, da je ae; + Be; res lastni vektor, mora tako veljati zgolj
ab; 4+ 8b; = 0. Ustrezni « in 3 hitro najdemo.

Tocko [c)) resimo s protislovjem. Denimo, da za neki ¢ velja Ax = a;z, pri cemer z # 0.
Ce to zapisemo po komponentah, dobimo

a1r1 + bz,
asxs + boxy, a;xy
Ax = : = - (13)
pe1Tp—1 + b1, A; Ty
| Y0 by 4 da |

Vidimo, da vsi indeksi 1 < ¢ < n — 1 nastopajo simetri¢no, zato bomo brez skode privzeli
1 = 1. Iz prve vrstice dobimo a;zy + byx,, = axy, torej je byx, = 0. Ker je matrika
A ireducibilna, mora veljati z, = 0. Za vrstice 2 < j < n — 1 zato velja a;z; = aizj,
torej (a; — a1)z; = 0, zato je - ponovno zaradi ireducibilnosti matrike A - z; = 0 za vse
obravnavane j. Sedaj vemo, da za lastni vektor x velja x = [ml 0o --- O}T. Zadnja vrstica
v ((13) se tako poenostavi v byz; = 0, iz Cesar sledi 8e x1 = 0, torej smo prisli do protislovja,
saj mora veljati x # 0.

Pri tocki E[) uporabimo tocko E[) za matriko A — A1, kjer je A\ poljubna lastna vrednost.
Ker vemo, da je a; # A, lahko zapisemo

det(A — AI) = (d - 2 abi A) ﬁ(ai A = f(\) ﬁ(ai — ).

i=1 i=1

zato velja f(A) = 0. Enostavnost lastnih vrednosti bomo pokazali tako, da dokazemo, da
ima funkcija f natanko n enostavnih nicel. Za dokaz tega zado$céa dokazati, da je odvod f’
konstantnega predznaka povsod, razen v polih funkcije f. Ker je
"z)=-1-) —— <0,
=1
to ocitno drzi.

Opombe: Tocke [c) ne treba dokazati za potrebe tocke @ Premisli!
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11 Vaje 3. 5. 2017

...so odpadle zaradi ponedeljkovega urnika.

12 Vaje 10. 5. 2017

Naloga 1. Dokazi, da za matriki X,Y € R™*" velja det(I,, + Y7) = det(I,, + XTY).

Resitev: Definiramo isti matriki kot pri Nalogi 27 v [2] in prav tako upostevamo multipli-
kativnost determinante.

Naloga 2. Dana je 2 x 2 bloéna matrika

A Ap
A pu—
{Am A22‘| ’

katere n x n bloki so diagonalizabilni v isti bazi. Dokazi, da za spekter matrike A velja

! AL Al
c(A)=|Jo ,
w=U (b )
kjer je )\fj lastna vrednost matrike A;;, ki pripada k-temu lastnemu vektorju, skupnemu vsem
Stirim blokom matrike A.

Resitev: Glej resitev naloge 30 v [2].

Naloga 3. Naj bosta A in B simetri¢ni komutativni matriki. Dokazi, da sta diagona-
lizabilni v isti bazi. Nalogo resi najprej za primer, ko so vse lastne vrednosti matrike A
enostavne.

Resitev: Sledimo dokazu naloge 32 v [2] in za zacetek upostevajmo dodatno predpostavko
o lastnih vrednostih A. Naj bo D = QT AQ diagonalna matrika, tj. ) je prehodna matrika,
za katero moramo dokazati, da je tudi QT BQ diagonalna. Vemo, da je @) ortogonalna.

Stolpci v @ so lastni vektorji matrike A. Izberimo si en tak lastni par: Az = az. Ker je
A(Bzx) = BAx = aBz, je Bz v lastnem podprostoru, ki ga napenja x, torej je Bx = fx za
neki 3. Sledi, da je z lastni vektor tudi za B (morda tokrat za 3 # «). Sledi, da je QT BQ
res diagonalna. Naslednji teden resimo nalogo Se v sploSnem.

Izberimo si veckratno lastno vrednost «a, pripadajo¢e neodvisne lastne vektorje iz @)
zapisimo v blok )7 in brez skode predpostavimo () = [Ql Qg]. Za vsak stolpec x € )1 Se
vedno velja A(Bz) = aBz, torej Bx € im Q)1 (**). Sedaj lahko izra¢unamo

o [QT [QTBQ QTBQS) « [QTBQ QTBQ,
Q'BQ = {@2}3[@ Qo] = [@?B@l Q?BQJ { 0 QIBQ.

podobno pa je tudi (Ze zaradi simetricnosti Q7 BQ) QT BQ, = 0. Oznac¢imo nenicelna bloka
v zgornji matriki z By in By ter podobno storimo Se za

T _[QTA 0
9 AQ[ "0 Q%AQJ’
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pri cemer pa vemo, da je A; = al. Ce pokazemo, da je mogoce B, diagonalizirati v isti
bazi, smo problem prevedli na manjSega in lahko nadaljujemo induktivno. Vsekakor obstaja
ortogonalni R, za katero je matrika RTB|R diagonalna. Brez tezav lahko preverimo, da
je Q = [QlR Qg] Se vedno ustrezna prehodna matrika za A, hkrati smo pa ze uspeli
diagonalizirati del matrike B. Postopek sedaj ponavljamo.

Opombe: V splosnem primeru morda ne koncamo z isto prehodno matriko, kot smo zaceli.

13 Vaje 17. 5. 2017
Najprej smo koncali prejsnjo nalogo, potem pa smo zagrizli v posplosene probleme lastnih
vrednosti Ax = ABz oz. y# A = \y" B.

Naloga 1. Najbo )\ # oo enostavna lastna vrednost in x ter y pripadajo¢a lastna vektorja
(desni in levi). Dokazi, da velja y Bz # 0. Namig: uporabi posplogeno Jordanovo formo.

Resitev: Jordanova forma J(A\) = X(A — AB)X ! je oblike
[J1(N)

Ji(N)
Ny

N.

L J

kjer sta k in j po vrsti stevili lastnih vektorjev, ki pripadata kon¢nim in neskonénim lastnim
vrednostim. Bloki J; ter N; so oblike

A=A 1 1 =X
Ji(A) = ter  N;(A) = S
Ai—A 1 1 =X
Privzamemo lahko, da je A\; enostavna lastna vrednost, torej je J;(A) blok razseznosti 1 x 1.
V Jordanovi bazi sta pripadajoca levi in desni lastni vektor oba enaka eq, torej v standardni
bazi ta vektorja izrazimo kot * = Xe; in y = (el X "1)H. Stevilo y” Bx se pojavi, ¢e
izracunamo efl Je;, saj velja

M—A=ellJep =el! XA - A\B)Xe; = y" (A~ AB)zx = y" Az — \y" Bu,

torej iz primerjave koeficientov obeh izrazav istega linearnega polinoma sledi A\; = y* Az in
1 = y# Bz. Ce bi namesto e; izbrali kaksen njegov razteg, bi dobili drugaéni, a se vedno
nenicelni vrednosti.

Opombe: Sledi, da lahko obc¢utljivost lastne vrednosti A definiramo analogno kot v stan-
dardnem primeru, ko je B = I. Kaj pa velja za A = 0o?

Naloga 2. Oglejmo si definitni primer posplosenega problema, ko sta A in B simetri¢ni
ter je B pozitivno definitna. Za x # 0 definiramo Rayleighov kvocient
2T Az

A B)=""".
plz, A, B) =~
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Dokazi:
o V p(z, A, B) je dosezen minimum miny ||Ax — ABz||5-.1, Kjer je ||z]|,,, = V2T Wz.

e p(x, A, B) lezi med najvecjo in najmanjso lastno vrednostjo.

Resitev: Pri prvem delu vpeljemo f(\) = ||Az — ABz|%_,. Upostevamo definicijo norme,
razpisemo f(\) = (Az — ABxz)T B71(Ax — ABz), pri tem upostevamo simetricnost A in B.
Opazimo, da je f kvadratni polinom. Odvajamo in pokazemo, da je nicla odvoda dosezena
ravno v A = p(x, A, B). Ker je koeficient 27 Bx pri A? vecji od ni¢ (B pozitivno definitna),
je v. A = p(z, A, B) res dosezen maksimum.

Za drugi del imamo dve moznosti. Na vajah smo sledili resitvi v [2], kjer upostevamo
obstoj matrike v/B, tu pa bomo - kot je bil predlog - nalogo resili §e z uporabo razcepa
Choleskega. Pisimo.

T Az eTAx  yove (V') TAVly TV TAV Yy

«TBx  #1VIVz yTy yTy ’

torej p lezi med najvecjo in najmanjso lastno vrednostjo matrike V-7 AV L. Dokazimo, da se
njene lastne vrednosti ujemajo z lastnimi vrednostmi pri posplosenem problemu Az = ABzx.

VTAV 2= 2 & AV = \VTz
s AVl = \VTvvTlz
& AWV 2)=AB(V '),

torej se lastne vrednosti res ujemajo.

Naloga 3. Poblize si oglejmo dvojni premik v QZ-algoritmu, kjer imamo na vsakem
koraku gornjehessenbergovo matriko A ter gornjetrikotno matriko B, ki na diagonali nima
nicel. V QZ-algoritmu implicitno izvajamo QR-iteracijo za matriko C = AB~!. Nalogo
razdelimo v dve tocki:

a) Za izra¢un premika najprej potrebujemo lastni vrednosti spodnjega desnega 2 x 2 bloka
v matriki C. Oznac¢imo ga s P. Dokazi, da lahko P oz. njegovi lastni vrednosti A; o
izracunamo v konstantnem casu.

b) Za izratun premika potrebujemo tudi prvi stolpec matrike N = C? — (A + X2)C + A Ao 1.
Dokazi, da ga lahko izracunamo v konstantnem casu.

Resitev:

a) Oglejmo si, katere elemente v A in B potrebujemo za izra¢un bloka P. Pri tem upostevamo,
da je, ker je B gornjetrikotna, tak tudi njen inverz. Vemo tudi, da bo C gornjehessen-
bergova. Ce zapisemo C' = AB~! s pomo¢jo skice

* K K
* K ¥

29



opazimo, da na rdece obarvan blok P vplivajo natanko modro obarvani elementi v A in
B~!. Matriko A Ze imamo, ogledati pa si moramo $e, kako priti do modrih elementov v
B! ne da bi izrac¢unali celotno matriko B~!. Ce matriko B zapisemo blo¢no kot

(B X
o= [* 5l

vemo, da sta diagonalna bloka B; 2 obrnljiva in lahko poizkusimo z nastavkom

- 3] 5[ )

Veljati mora le ByY + XB;' = 0, torej je Y = —B;'XB;' in nastavek za inverz je
ustrezen. Za Bj tako vzamemo spodnji desni 3 x 3 blok, saj mora biti By kvadraten in
blok velikosti 2 x 2 ne zadosca.

Po tem ko izracunamo blok P, lahko hitro dobimo Se njegovi lastni vrednosti.

b) Za izracun prvega stolpca v N potrebujemo prve stolpce matrik C?, C' in I. Matrika C?
ima poleg zgornjega trikotnika Se dve diagonali. Ce podobno kot prej skiciramo C? = CC,
dobimo

*
*

I S S O
* % X *x

* X X
* X X X
* X X X

torej za izracun prvega stolpca v N poleg (lastnih vrednosti) bloka P potrebujemo Se
prva stolpca v matriki C'. Podobno kot prej premislimo, da za slednje zadoscata zgornji
levi 3 x 2 blok v matriki A ter zgornji levi 2 x 2 blok v matriki B~!. Slednjega dobimo
tako, da izracunamo inverz 2 x 2 matrike B;.

Opombe: Postopek, kako premakniti grbo, ki nastane med algoritmom, spoznamo na pre-
davanjih.

14 Vaje 24. 5. 2017

Ogledali si bomo del snovi iz [4], pri ¢emer bo nas cilj dokazati (vsaj) kvadratni red kon-
vergence Newtonove metode za posploSeni primer lastnih vrednosti. Pred tem definirajmo
Se algebraicno in geometrijsko veckratnost lastne vrednosti \g za problem T'(A)z = 0 oz.
yHT(\) =0, kjer je T : C — C™™ dovoljkrat zvezno odvedljiva funkcija:

e geometrijska veckratnost lastne vrednosti A\g je dimker T'(\g)

e algebraicna veckratnost lastne vrednosti g je stopnja n odvoda funkcije f(A) = det T'()),
za katero velja f(™(X\g) # 01in f®)(\g) = 0 za vse 0 < k < n.

Ce v nadaljevanju ni drugace receno, bomo obdrzali definicijo za f.

Naloga 1. Naj bo A : C — C™" dovoljkrat zvezno odvedljiva in A(\g) = 0. Dokazi, da
je algebrai¢na veckratnost Ay vsaj n.
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Resitev: Zapisemo

FO) = 3 a(m) ] A V),

TeSn

upostevamo pravilo za odvod produkta

(ﬁfi(w))(k) > (kb_']f’,w)ﬁff’f”u),

kit =k

ga uporabimo za f ter opazimo, da pri k < n za vsaj eno od stevil k; velja k; = 0, torej je

Naloga 2. Naj bosta T in f kot v uvodu. Dokazi, da je algebraiéna veckratnost vecja ali
enaka geometrijski.

Resitev: Naj bo dimker T'(\g) = r, torej je rangT'(N\g) = n — r. Zadosca dokazati, da je
fPN)=0zal1<k<r—1.

Nalogo si nekoliko poenostavimo, ¢e najprej najdemo n — k neodvisnih stolpcev matrike
T(Ao) in tako permutacijsko matriko S, ki postavi te stolpce v levi del matrike T'(\g)S.
Nato najdemo n —r neodvisnih vrstic v podmatriki 7'(A\g)S[:, 1 : n—r] in tako permutacijsko
matriko V, ki te vrstice postavi v zgornji del matrike T(A\g) = VT (Ao)S. Dobljeno matri¢no
funkcijo T bloéno zapisemo kot

N Tu()) Tis())
T = {Tgl()\) T22(A)}’

pri cemer sedaj vemo, da je blok T1; obrnljiv v A = Ay in zaradi zveznosti determinante Se
vsaj v majhni odprti okolici O te vrednosti. V tej okolici lahko matriko T'(\) zapisemo kot

O P | R il

kjer je, ¢e opustimo pisanje argumenta A,

Loy = T21T1_11;
Dyy = Ty — Tleﬂle
Up = Ty,

kar lahko preverimo z neposrednim racunom. Za A € O torej velja
n—r =rang T(\) = rang T(\) = rang D(\) = rang T1; (),
torej mora biti rang Das(A) = 0, se pravi je Das(A) = 0. Ker je
FON) =det T(\) = £det T(\) = £ det D(A) = =+ det Th1 () det Dag(N),

lahko uporabimo Leibnizovo pravilo za odvod produkta ter rezultat prejsnje naloge, s ¢imer
zaklju¢imo dokaz.
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Naloga 3. Naj bo geometrijska veckratnost \g za posploseni problem T'(\)z = 0 oz.
yHT(\) = 0 enaka 1 in naj bosta z, ter y, pripadajo¢a normirana lastna vektorja (desni in
levi). Dokazi, da sta trditvi

e Algebrai¢na veckratnost A\g je 1 in
L] ygIT/(/\())ZE'O ?é 0

ekvivalentni.

Resitev: Radi bi torej dobili nekaksno zvezo med odvodom funkcije f = detT (prva
trditev) ter matriko 7" (druga trditev), ko oboje izracunamo v A = X¢. Izkaze se, da si je
pri tem koristno pomagati z matriko

=" %]

g 0

Sedaj se T pojavi v C’, ugotoviti pa moramo, kako dobiti zvezno med f in C, ali pa, denimo,
fin g = det C. Slednjo je laze najti, saj f in g povezuje formula za (n+1,n+1)-ti element v
C~1!, ¢e inverz obstaja. Element na mestu (n+1,n+ 1) v inverzu matrike C' namre¢ dobimo,
¢e (n+ 1,n + 1)-to poddeterminantno matrike C', ki je v nasem primeru enaka detT = f,
delimo z det C' = g¢.

Zato bomo najprej dokazali, da je matrika C' obrnljiva v neki odprti okolici O tocke
A = )\g. Zaradi zveznosti je dovolj obravnavati tocko A = \g. Poglejmo, kaj je v njenem
jedru v tem primeru. Naj bo

lwo) y} m _ {T(%)www] _ m (14)

w0 |w zw 0

Prvo enakost z leve pomnozimo z yf in dobimo 07w + w ||y0||2 = 0, torej je w = 0. Prva
enakost se torej poenostavi v T'(Ag)w = 0. Ker je geometrijska veckratnost lastne vrednosti
Ao enaka ena, iz tega sledi, da je w = fxg za neki skalar f. Vstavimo v drugo enakost in
dobimo = 0. Matrika C'()\g) je torej obrnljiva.

Za X € O si sedaj poblize oglejmo y(A) = C(A), 11 1 = € C(N) e = F(N)/g(N).
Vemo, da je v(X\g) = 0, saj je f(Ao) = 0. Ce odvajamo f = vg, tako dobimo

Qo) = (vg") (M) + (V') (M) = (7V'9) (o).

Ker je g(\g) # 0, bo algebrai¢na veckratnost lastne vrednost A¢ enaka ena, tj. f'(A\g) # 0,
natanko tedaj, ko velja 7/(Ag) # 0.

Za izracun ~' potrebujemo odvod inverza matri¢ne funkcije. Dobimo ga, ¢e odvajamo
zvezo AN (M) A(X) = I. Ce zaradi preglednosti opustimo zapis argumenta, dobimo

(ATYA+ATTA =0, torej (A7 =—-A1TAATL

Velja torej
(V) = =€l CT N NC (N

Pojavi se npr. vprasanje, kaj je C~'(\g)e,1. To je tisti vektor [w w]T, ki se s C preslika
V €p4+1. Podobno kot v bi radi dobili

% -1

H H
Ty 0] |w Ty w 1
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Iz druge enacbe sledi, da je w = x¢ dober kandidat, iz prve pa potem dobimo w = 0.
Analogno sklepamo v primeru, ko rac¢unamo e’ ;C~'. Na koncu dobimo

vou =l o |70 o] [5] = wrowm,

s tem pa je dokaz zakljucen.

Naloga 4. Dokazi: ¢e je algebraicna veckratnost lastne vrednosti Ay enaka 1, potem
Newtonova metoda (inverzna iteracija) k njej v neki okolici konvergira kvadraticno.

Resitev: Spomnimo se: iS¢emo niclo funkcije

Fley = | o]

vy —1

za neko izbiro vektorja v. Zadosca, ¢e dokazemo obrnljivost Jacobijeve matrike v tocki
(0, Ao), ki je ni¢la zgornje funkcije. Jacobijeva matrika je

T(\) T’()\)x} |

J(z,\) = [ o

zanima pa nas, kaj je v njenem jedru v tocki (z, \) = (xg, Ag). Postopamo podobno kot pri
prejsnji nalogi in zapisemo

L [ i T

0 w vHw 0"

Obstaja levi lastni vektor yy. Z njim pomnozimo prvo enacbo in dobimo
0 = yoT' (Ao)w + wyoT' (Xo)zo = 0 + wyoT"(Xo)o.

Ker je alg. veckratnost Ay enaka ena, iz prejsnje naloge sledi yoT"(Ao)xo # 0, torej je w = 0.
Iz naloge [2| sledi, da je tudi geometrijska veckratnost enaka ena. Zaradi prve enakosti v ([15])
torej velja w = Sz za neki skalar 5. To vstavimo v drugo enakost in dobimo 0 = Svx.
Ker je vflzg = 1, mora biti B = 0. Matrika J(xg, \o) je torej obrnljiva.

15 Vaje 31. 5. 2017

Naloga 1. (Vir navdiha: [6]) Dan je kvadratni polinom P(\) = \2A; + AA; + Ag, imamo
pa tezavo, da so norme ; = || A4;||, povsem razli¢nih velikostnih razredov, zato rezultati, ko
najdemo resitev lastnega problema P(\)x = 0 neposredno, niso zadovoljivi! To smo pokazali
z demonstracijo v Matlabu.

Matrike A; bomo zato ustrezno skalirali, tako da bodo imele priblizno enake norme. To
storimo tako, da izberemo neki « in vpeljemo A\ = pa. Novi problem se sedaj glasi

R(p) = P(\(i)) = pi(a®Az) + p(aAr) + Ao,
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Da si stvar Se nekoliko olajsamo, izberemo e /5 in vpeljemo Q(u) = SR(u), s ¢imer bi radi
A;
Vemo, da «, 3 # 0, zato lahko predpostavimo lahko «, 3 > 0, torej 4; = a'3v;. Radi bi nasli
taka o in B3, pri katerih je norma ||(40, %1,%2) — (1,1,1)]|, najmanjsa mozna.

Demonstracija v Matlabu je pokazala, da so pri tako izbranih vrednostih « in 8 rezultati
reSevanja lastnega problema precej boljsi.

dosegli, da so norme matrik 4; =

= |la’BA;||, ne le enake, temvec¢ tudi ¢im blizje 1.
2

Resitev: IScéemo torej

minmax{|a®fyo — 1], jafy — 1], 872 — 1]}

Izrazi se nekoliko polepsajo, ¢e vpeljemo a = ay/Y2/%, b = By in g = v1//o72- Nov
problem se tako glasi
mibnmax{|a2b — 1], |abg — 1],]b — 1]}.

V optimalni tocki (a*,b*) so vse tri komponente vektorja, katerega normo racunamo, po
absolutni vrednosti enake. Utemeljimo to.

Ce to ne dr7, je bodisi ena vecja kot preostali dve bodisi sta dve vecji kot tretja. Denimo,
da velja prva moznost. Zaradi zvezne odvisnosti komponent od parametrov a in b, lahko
najvecjo absolutno vrednost nekoliko zmanjsamo, hkrati pa zagotovimo, da drugi dve ne
presezeta te nove vrednosti. Podobno sklepamo, ¢e velja druga moznost, pri tem pa je
pomembno, da imamo za popravke na voljo dva parametra.

Oglejmo si sedaj sistem

la®b — 1| = |abg — 1| = |b — 1].

Imamo tri stevila, katerih absolutne vrednosti so si enake. Med njimi zato obstajata vsaj
dve, ki sta tudi istega predznaka. Z (i,7) ozna¢imo primer, ko sta istega predznaka i-to in
j-to Stevilo:

o (1,2): velja a®b — 1 = abg, torej ab(a — g) = 0, torej v tem primeru velja a = g,
e (1,3): velja a®b —1="5b— 1, torej b(a®> — 1) = 0, torej v tem primeru velja a = 1,
e (2,3): veljaabg — 1 =0b—1, torej b(ag — 1) = 0, torej v tem primeru velja a = 1/g.

Naceloma bi morali obravnavati vse tri primere, mi pa smo izkoristili namig, ki pove, da
je optimalna vrednost dosezena v primeru (1,3) (to pokazemo z neposrednim ra¢unanjem).
Tako najprej dobimo a* = 1, izrac¢unati pa je treba e b*. Izhajamo iz, denimo, |a*b*g — 1| =
|b* —1].

Ce je a*b*g — 1 = b* — 1, potem mora veljati a* = 1/g. Ker je g dolocen iz podatkov, mi
pa ze imamo a* = 1, ta moznost v splosnem ne pride v postev.

V nasprotnem primeru je a*b*g — 1 = —(b* — 1), torej sledi

2

b* = )
14 a*g
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Naloga 2. (Vir navdiha: [4]) Dan je polinom P(\) = Y27 XNA;. Dokazi, da lahko
namesto problema P(A)z = 0 reSujemo problem L(\)z = 0, kjer je
As -1
LN =X |1 A + A A
I -1

Resitev: Preverimo, kateri vektorji so v jedru L(\).

x As —I x ANy — x
z 1 —1I z Az —y

Ce je [x Y Z}T lastni vektor, potem velja (prva in tretja komponenta rezultata)
y=MAz in z=Asy=\A32.

Sledi, da je z # 0, sicer je tudi x = y = 0. Na polinom P nas spomni druga komponenta.
Ker pri Ag stoji z, je to nas kandidat za lastni vektor za P. Iz druge komponente sledi

0= Az + Moy + A1y + Aoz = M(N?A32) + AMa(A2) + AA1(A\2) + Agz = P(N)z,

torej je nasa domneva pravilna.
Ostala nam je Se druga smer. Ce je P(A\)w = 0 za neka A in w # 0, potem lahko hitro

preverimo, da je [)\QAgw Aw w]T lastni vektor za L pri lastni vrednosti A.

Naloga 3. Pokazimo, kako pri obravnavi stacionarnih tock resitev avtonomnih diferenci-
alnih enacb z zamikom pridemo do problema

k
(Ao = M+ Aje )z =0.

Jj=1

Resitev:  Resitev je osnovana po [5]. Avtonomno diferencialno enac¢bo z zamikom v
splosnem zapisemo kot

T = f(xwxnaxma s 7x7k)7
kjer je z : t — x(t) € R™ vektorska funkcija in je
R -« xR" > R"
—_——
k+1
dovoljkrat zvezno odvedljiva. Operator zamika 7 je definiran kot z.(t) = x(t — 7). Zaradi
enotnejsega zapisa bomo sedaj uvedli 7y = 0.
Naj bo z* stacionarna resitev, ki jo, ¢e zelimo, denimo, obravnavati njeno stabilnost,
zmotimo za 0 = §(t). Za novo resitev z* + § mora, upostevajo¢, da je x* konstantna, veljati
i+ = 0
= S+ By (B (D))
= f(@" 46, 2" +0r,..., 2" +65)
= f(a",...,2") + Jobry + - - Ji0r,
J0670 + - Jk(STk.a
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kjer so Jacobijeve matrike J; funkcije f izracunane v tocki (z*,..., z*). Ce poskusimo z
nastavkom § = AeM, potem se zgornje poenostavi v

k
NAeM = Z J; A=)
1=0

Ce delimo z ™, upostevamo 7y = 0 ter prenesemo vse na isto stran enacbe, dobimo
k
0= (JO — A+ Jie-*fj) A
i=1
Lambde so torej lastne vrednosti, stolpci matrike A pa pripadajoci lastni vektorji.

Opombe: V nastavku bi lahko namesto matrike A vzeli tudi vektor konstant z.

Naloga 4. Dan je polinom P(\) = 3% | XA;. Smiselno definiraj operatorja

e obrat P +— OB(P) in

e konjugiranje P+ P,
nato pa Se lastnosti

e biti sod oz. lih,

e biti palindromski,

e biti anti-palindromski in

e biti konjugirano palindromski.
Nato dokazi naslednje trditve. Ce je A lastna vrednost in je P

e sod oz. lih, potem je tudi —\ lastna vrednost,

e palindromski, potem je tudi 1/\ lastna vrednost,

e anti-palindromski, potem je tudi —1/A lastna vrednost,

e konjugirano palindromski, potem je tudi 1/ lastna vrednost.
Resitev: Ideja za nalogo: glej [7]. Obrat smo definirali kot OB(P)()) = Zle NAL_i,
konjugiranje pa kot P(\) = Zle N'A;. Sodost in lihost definiramo, kot smo Ze navajeni:
P(—=X) = P(\) pri sodih polinomih in P(—A) = —P(\) pri lihih. Polinom je palindromski,
¢e je OB(P) = P in anti-palindromski, ¢e je OB(P) = —P. Konjugirano palindromskost

definiramo preko zveze OB(P) = P.
Izberimo lastni par (Ag, zg). Pri prvi tocki z neposrednim ra¢unom preverimo

P(—)\Q)QTO = :f:P()\)[L'O =0.

Pri drugi in tretji upostevamo OB(P)(X) = A*P(1/A). Pri zadnji tocki smo ugotovili, da
lastni vrednosti 1/A pripada vektor T

Opombe: Za A = 0 lastno vrednost 1/\ ni¢ interpretiramo kot neskon¢no. Premislimo
lahko tudi, kaj velja v primeru, ko je polinom, denimo, konjugirano anti-palindromski.
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16 Vaje 7. 6. 2017

Naloga 1. Najdi vsaj eno resitev matriéne enacbe AX?+BX +C = 0, pri ¢emer privzami
det A # 0.

Resitev:  Enacba nas spomni na posploSeni problem P(A)x = 0 za matri¢ni polinom
P(\) = A2A+ AB + C. Denimo, da smo jo uspesno resili, npr. preko linearizacije

e ) [ =2

Preverili smo, da je to res linearizacija in da za lastne vektorje zgoraj velja y = Ax. Preblisk:
denimo, da imamo n neodvisnih zgornjih polovic x;. Zlozimo jih v prehodno matriko U,
pripadajoce lastne vrednosti )\; pa v diagonalno matriko L in preverimo, da je X = ULU !
resitev.

Ce to vstavimo v zacetno enacbo, moramo dokazati

AUL?U "+ BUL*U™' +C =0.
Ker o zaradi tega, ker o U~! ne vemo nicesar oprijemljivega, se ga znebimo in raje dokaZemo
AUL? + BUL* + CU = 0.

Odlocili smo se, da bomo stvar dokazali po stolpcih. Izberemo poljuben i, 1 < ¢ < n in

pokazemo
AUL?%e; + BUL%¢; + CUe; = 0.

Ker je Ue; = x; in Le; = \;e;, dobimo na levi P(\;)x;, torej enakost drzi.
Opombe: Tezave, na katere morda naletimo:

e Lastni vektorji so lahko v posplosenem lastnem problemu enaki za razliéne lastne vre-
dnosti, zato morda ne obstaja n neodvisnih.

e Morda n lastnih vektorjev (odvisnih ali ne) sploh ne obstaja. V primeru, ko imamo

A=B=—I1inje
01
“=[o o]

v resnici reSujemo kar standardni primer Cz = pz, kjer je p = A\ + )\, vemo pa, da
matrike C' ne moremo diagonalizirati. Vseeno opazimo, da je X = C' resitev.

V obeh primerih lahko zgradimo U iz Jordanove baze in postopamo podobno kot v zgornjem
primeru, le da L nadomestimo z Jordanovo formo.
Smo sedaj nasli vse resitve?

Naloga 2. (Relativni Weylov izrek za singularne vrednosti) Naj bo A € R™ " m > n,
X e Rm Y € R™™ in A = YTAX. Singularne vrednosti matrike A oznacimo kot
oy > --+ > 0y, singularne vrednosti matrike A pa kot o; > --- > 7,. Dokazi naslednji izrek.

Ce sta matriki X in'Y obrnljivi, potem za vse 1 < i < n velja

lo; — 7i| < ose,
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kjer je e = max{”XTX - IH2 ; HYTY — IHQ}.

Resitev: Spomnimo se analoga izreka, ki ga Ze poznamo. Za lastne vrednosti (urejene po
velikosti) A; simetricne matrike A in lastne vrednosti (...) X simetricne matrike XTAX,
kjer je X obrnljiva, velja |\ — Xi| < [A| || XTX — 1],

Problem bi torej radi prevedli na Ze znanega. Zato potrebujemo matriko C', katere lastne
vrednosti so 0; in tako matriko Z, da bodo &; lastne vrednosti matrike Z7C'Z. Spomnimo
se lahko denimo naloge [5|z vaj (1| (ali pa predavanj), kjer smo za matriko

0 AT
_ (m+n) x (m-+n)
C_[A 0]6R

pokazali, da so njene lastne vrednosti

o> >0,>0=--=0>—0,> > —0.
N—_———

m—n

Potrebujemo se matriko Z, za katero bo C = ZTCZ take oblike kot C, le da v njej pojavitve
A zamenjamo z A. 7 nekaj poskuSanja ugotovimo, da je primerna izbira
X 0
Z- [0 Y} |
Ze kar takoj velja, da je |o;—d;| < 0;]|27Z — 1
Y. Ker je ZT'Z — I bloéno diagonalna, se lahko hitro prepricamo, da do njenega singularnega
razcepa pridemo preko singularnih razcepov za X7 X — I 'in YTY — I (tu je I dvakrat manjse
dimenzije) in je unija singularnih vrednosti teh dveh matrik enaka singularnim vrednostim

matrike Z7Z — I. Ker je 2-norma matrike enaka najvecji izmed singularnih vrednosti dane
matrike, je dokaz koncan.

,» Ugotoviti moramo le, kako se izraza z X in

Naloga 3. Dokazi, da za A € R™*" in njene singularne vrednosti o > --- > 0, velja

o | Azfl, : [ Az,
7T B ey foll, | ECR  acm\(o) ]
dim B=i 2 dim Font1—i 2
Resitev: Vemo, da velja
. 2T Az . 2T Ax
A; = max min = min max .
ECR" zep\{0} xTx ECR™  zep\{o} xTx
dim E=i dim E=n+1—1

za lastne vrednosti )\; matrike A. Spomnimo se, da je o; = \/\;(AT A), torej velja

) o 2TAT Ax ) T AT Ax

O = max mn —— = min max —————.
ECR™ zeE\{0} x'x ECR™ zeE\{0} 'z
dim E=1 dim E=n+1—1

Opazimo

eTAT Az || Azl];

Y
zlw 1l
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Ker je korenjenje monotona funkcija, lahko zgornji min-max izraz korenimo in pridemo do
zelenega rezultata.

Naloga 4. Naj ima bloéno podana m x n matrika A = [Al A2i| singularne vrednosti
oy, > -+ > 0,, njen n X n blok A; pa singularne vrednosti 7, > --- > 7,,. Dokazi, da za vse
1 <i < nvelja

0; 2 Ti 2 Oitm—n-

Namig: uporabi izrek o prepletanju lastnih vrednosti za simetri¢cne matrike A, ki povezuje
lastne vrednosti A(® vodilne podmatrike A, in lastne vrednosti A*t1 vodilne podmatrike
Agi1. Velja

k41 k k41 k41 k k41
)\g )ZAE)EAé )2"'2)‘1& )zAé)Z)\l(c—O—l)'

Resitev: Prvi poskus: znani izrek bi uporabili za C' iz naloge . Zal se v tej matriki ne
pojavi podmatrika, ki bi imela lastne vrednosti 7;. Drugi poskus: AT A. Razpisimo.

AT A, A?Aﬂ

T A _
AA—bglg@

Izrek uporabimo za k = n, saj se bodo takrat med lastnimi vrednostmi pojavili 77 ali kaj
temu podobnega. Velja

c A >\ 22 s
Sedaj po vrsti uporabimo izrek za vse k > n. Pri tem trenutno zgornjo mejo za 77 ocenimo
navzgor, spodnjo mejo pa navzdol. Pri zgornjih mejah dobimo verigo

0_1'2 _ >\n+(m—n) >..> )\l(n+2) > /\Z(n—i-l) > )\Z(n) _ 7_1'2

7 — )

pri spodnjih pa
> /\ET{I) > )\ETZQ) > ..o > \nHmen) g2

i+(m—n) i—m-+n’

Neenakosti zgolj se korenimo.

Naloga 5. Matrika

o A F 2nxX2n
ne[t Fen

je Hamiltonova, ¢e sta bloka F'in GG simetricna. Dokazi, da za Hamiltonovo matriko H velja:
¢e je A lastna vrednost matrike H, potem so njene lastne vrednosti tudi —A, A in —A\.
Namig: pomagaj si s prehodno matriko

[0

Resitev: Ker je matrika H realna, nastopajo nicle njenega karakteristicnega polinoma v
konjugiranih parih. Torej velja: ce je A lastna vrednost, potem je tudi A lastna vrednost.
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(To bi lahko dokazali tudi, ¢e konjugiramo zvezo Hx = Az.) Sedaj je dovolj dokazati: e je
A lastna vrednost, je tudi —A lastna vrednost. Izkoristimo namig.

Najprej ugotovimo, da je J~! = —J, nato pa izra¢unamo J 'H.J = —H?T. Sklepajmo.
Naj bo (A, z) lastni par matrike H, tj. Hr = Az. Ker ima transponiranka matrike iste
lastne vrednosti kot matrika sama, obstaja tudi tak y # 0, da je H'y = )y, torej tudi
—HTy = —)\y. Ker je v naSem primeru matrika —H? podobna matriki H, je —\ tudi njena
lastna vrednost.
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